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Valkommen till kursen

Vad gjorde att Elin blev intresserad av matematik?

Titta pd videon dir Elin Ottergren, mentor pd kursen och
tidigare nitstudent, berittar om hur hennes matematikintresse
vicktes.

(http://smaug.nti.se/temp/KTH/£ilm6.html)

Nu finns ett enkelt satt att komma battre rustad till dina
hogskolestudier

Den hér kursen ér till for dig som ska ldsa en utbildning dar matematik ingar, och som
vill vara ordentligt forberedd infér kursstarten. Kursen &r ocksa bra for dig som av
andra anledningar vill frascha upp dina kunskaper i matematik.

Kursen dr en dverbryggning frdn gymnasiet in i hogskolan. Aven om du klarat
matematiken mycket bra tidigare rekommenderar vi dig att ldsa kursen. Den beratti-
gar till studiemedel och kan ldsas helt via Internet. Kursen ges i samarbete mellan flera
av landets hogskolor och centret MATH.SE.

Du bestimmer sjdlv nér du vill studera och kan l4tt anpassa studierna efter dina
ovriga planer.

Anmailan och tillgdng till forum, support, examination och personlig
mentor

Kurslitteraturen ar oppet tillganglig via Internet. Anmalan till kursen sker fortlopande
under aret genom ett elektroniskt formulédr pd www.math.se och du far da direkt ett
anvandarnamn och 16senord som ger tillgang till allt kursmaterial, diskussionsforum,
support, uppfoljning och prov. Du far ocksd en personlig mentor som hjilper dig att
lyckas med dina studier.

Handledning och examination

Du kan ndr som helst pa nitet diskutera med studiekamrater, stilla frdgor och fa
handledning av ldrare. Examination sker via Internet efterhand som du arbetar med
kursen. Vissa av vdra hogskolor erbjuder handledning och satsningar pd plats som
komplement till det som sker pa Internet.



Observera att materialet i denna kurs ir utformat for att
man ska arbeta med det utan hjilp av minirdknare.

Nér du kommer till hogskolan kommer du ndmligen inte att
fd anvanda minirdknare pa dina “tentor”, &tminstone inte pa
grundkurserna. Pa hogre kurser i matematik har man knap-
past ndgon anvandning for minirdknare, eftersom matem-
atiken dd mer handlar om att forsta principer dn att utfora rakneoperationer. Det dr
exempelvis viktigare att forsta varfor 7 + 3 dr detsamma som 3 + 7, &n att kunna ut-
fora additionen och fa fram svaret 10.

Sa har lyckas du med kursen:

1. Borja med att ldsa genomgdangen till ett avsnitt och tdnka igenom exem-
plen.

2. Arbeta sedan med Ovningsuppgifterna och forsok att 16sa dem utan
minirdknare. Kontrollera att du kommit fram till ratt svar genom att klic-
ka pd svarsknappen. Har du inte det, sd kan du klicka pa 16sningsknap-
pen, for att se hur du ska gora.

3. Ga dérefter vidare och svara pa frdgorna i grundprovet som hor till avs-
nittet.

4. Skulle du fastna, se efter om ndgon stéllt en frdga om just detta i avsnittets
forum. Stéll annars en frdga om du undrar 6ver nagot. Din ldrare (eller en
studiekamrat) kommer att besvara den inom nagra timmar.

5. Nar du ar klar med 6vningsuppgifterna och grundproven i ett avsnitt sa
ska du gora slutprovet for att bli godkdnd pa avsnittet. Dar géller det att
svara ratt pa tre fragor i foljd for att kunna g vidare.

6. Nar du fatt alla ratt pd badde grundprov och slutprov, sd dr du godkand
pa den delen och kan ga vidare till nédsta del i kursen.

P.S. Tycker du att innehéllet i ett avsnitt kidnns vélbekant, sa kan du testa att
ga direkt till grundprovet och slutprovet. Du maste fa alla rétt pa ett prov, men
kan gora om provet flera gdnger, om du inte lyckas pa forsta forsoket. Det ar
ditt senaste resultat som visas i statistiken.



Hur gar kursen till?

Elins tips till dig som ska lisa matte pd hogskolan. Vad kan vara
bra att veta?

Titta pd videon dir Elin Ottergren, mentor pd kursen och tidi-
gare "nitstudent”, tipsar dig.

(http://smaug.nti.se/temp/KTH/£ilm7 .html)

Aktuella kunskaper 6kar dina chanser att lyckas

Kursen &dr en 6verbryggning fran gymnasiet in i hogskolan och gar igenom nagra av
de basfardigheter som vi tycker &dr viktiga att du har fullt uppdaterade infér dina
hogskolestudier. Du ldser helt flexibelt i den takt som passar dig sjalv.

S4a har ar det tankt att du ska arbeta med kursen:

= Borja med att ldsa genomgangen till ett avsnitt och
tanka igenom exemplen.

= Arbeta ddrefter med 6vningsuppgifterna och svara
pa fradgorna i grundprovet som hor till avsnittet.
Skulle du fastna, se efter om ndgon stéllt en frdga om
just detta i avsnittets forum, annars stéll en fraga sjalv.

® Nér du ar klar med 6vningsuppgifterna och grund-
provet i ett avsnitt sd gor du slutprovet for att bli
godkand pa avsnittet.

Din personliga mentor stoder dig

Nar du loggat in med ditt anvindarnamn kommer du till “Stu-
dent lounge”. Dér hittar du mailadress och telefonnummer till
din personliga mentor som du kan kontakta, om du kor fast pa
en uppgift eller har ndgot du behover fraga om.

Mentorerna har tagit namn som Albert Einstein, Kurt Godel,
Arkimedes osv., men bakom dem finns en hel grupp personer,




vilka dr larare och/eller studenter pa ndgon hogskola inom MATH.SE. Din mentor vill
inget hellre dn att hjdlpa dig. Vart gemensamma mal dr att alla som borjar pd kursen
ska klara av den och fa en bra grund att sta pa infor sina hogskolestudier. For oss finns
inga dumma fragor, bara de som inte stélls!



Sa gar examinationen till

Du examineras online

Examinationen bestdr av tvad sjdlvrdttande prov per
avsnitt och en inldmningsuppgift samt gruppuppgift
i slutet av kursen. Var och en av kursens 3 delar
motsvarar 1 hogskolepoang och rapporteras i allmén-
het till Ladok var for sig pd den hogskola dar du ar
kursregistrerad (for vissa kurstillfdllen sker rapporter-
ing nédr hela kursen ar klar). Kursbetyg erhalles nér alla
tre momenten dr godkdnda. Som betyg pad kursen ges
underként eller godkant.

Grundproven och slutproven rittas via datorn

Till varje avsnitt i kursen finns det bade ett grundprov och ett slutprov. Lank till proven
finns i din "Student Lounge” som du kommer till ndr du loggat in med ditt personliga
anvandarnamn. Du kan inte bli underkdnd pa dessa prov, utan misslyckas du med
nagot prov sa dr det bara att gora om tills du far alla ratt.

Slutproven bestdr av tre slumpmaéssigt genererade
frdgor som réttas automatiskt av datorn. Har ska du
kunna l6sa ett problem pa papper och skriva in ritt
svar pa skdarmen. Du mdste svara riitt pd samtliga tre frd-
gor i foljd for att bli godkind.

Om du svarat fel pd ndgon fradga kan du gora ett nytt
forsok. Du fér nu tre nya varianter pd fragorna som du
ska 16sa (d4ven om du skulle ha klarat ndgon eller ndgra
av de tidigare fragorna ska du alltsa klara alla tre fragor
i denna omgang pa nytt). Tank pa att det dr ditt senaste resultat som registreras i
studiestatistiken.




1.1 Inledning till derivata

Innehall:

= Derivatans definition (6versiktligt).

® Derivatan av x%, In x, ¥, cos x, sin x och tan x.
® Derivata av summa och differens.

= Tangent och normal till kurvor.

Lirandemal:

Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

» Forsta derivatan f'(a) som lutningen av kurvany = f(x) i punkten x = a.

= Forstd derivatan som den momentana dndringstakten av en storhet (ex-
empelvis fart, prisokning, osv.).

= Veta att det finns funktioner som inte dr deriverbara (t.ex. f(x) = |x| i
x = 0).

s Kunna derivera x%, In x, ¥, cos x, sin x och tan x samt summor/differenser
av sadana termer.

» Kunna bestimma tangent och normal till kurvan y = f(x).

» Veta att derivatan kan betecknas med f'(x) och df /dx(x).

Inledning

Néar man studerar matematiska funktioner och deras grafer dr ett av de viktigaste om-
rddena studiet av en funktions forandring, dvs. om en funktion okar eller minskar
samt i vilken takt detta sker.

Man anvénder sig har av begreppet forandringsgrad (eller fordandringshastighet),
vilket dr ett matt pd hur funktionens véarde (y) dndras for varje enhets 6kning av vari-
abelvardet (x). Om man kédnner till tva punkter pd en funktions graf kan man fa ett
matt pa funktionens forandringsgrad mellan dessa punkter genom att berdkna &n-
dringskvoten

Ay _ skillnad i y-led
Ax  skillnad i x-led




Exempel 1

De linjéra funktionerna f(x) = x respektive g(x) = —2x fordndras pa samma satt
hela tiden. Deras fordandringsgrad dr 1 resp. —2, vilket vi kidnner till som linjernas
respektive riktningskoefficient.

Yy Yy
\ 1 steg
Tl steg N
—
1steg—x 2 steg —» x
Grafen till f(x) = «x har rikt- Grafen till g(x) = —2x har rikt-
ningskoefficient 1 ningskoefficient —2

For en linjar funktion géller alltsa att funktionens forandringsgrad dr samma som
linjens riktningskoefficient.

Om man har en funktion dar funktionsvérdet fordndras med tiden &r det naturligt att
anvanda begreppet forandringshastighet, eftersom forandringsgraden har anger hur
funktionsvardet dndras per tidsenhet.

Om en bil ror sig med hastigheten 80 km/h sa kan den tillryggalagda strackan,
s km, efter t timmar beskrivas med funktionen s(t) = 80¢. Funktionens forandrings-
grad anger hur funktionsvardet dndras per timme, vilket naturligtvis dr detsamma
som bilens hastighet, 80 km/h.

For icke-linjara funktioner géller ju att lutningen pa funktionskurvan dndras hela
tiden och ddarmed ocksd funktionens fordndringsgrad. For att bestimma hur en sa-
dan funktion fordndras kan vi antingen ange funktionens genomsnittliga forandring
(medelforandringen) mellan tva punkter pa funktionskurvan, eller den momentana
forandringsgraden i en punkt pa kurvan.



10

Exempel 2
For funktionen f(x) = 4x — x> ar f(1) = 3, f(2) =4 och f(4) = 0.

a) Medelférandringen (medellutningen) fran x = 1 till x = 2 &r

By _f@)-f1) _4=3_

Ax  2-—1 1

och funktionen okar i detta intervall.

b) Medelférandringen fran x = 2 till x = 4 ar

by _f@)-f@) _0-4_

Ax  4-2 2

och funktionen avtar i detta intervall.

c¢) Mellan x = 1 och x = 4 dr medelforandringen

Ay _f@W-F) _0-3

Ax 4—-1 3

I genomsnitt dr funktionen avtagande i detta intervall, &ven om funktionen
bade véxer och avtar i intervallet.

y y
A A
Tl steg 3 steg
(| 1
1 steg \
1 —3 steg
4
\ - X } } } } - X
Mellan x = 1 och x = 2 har funk- Mellan x = 1 och x = 4 har funktio-

tionen medelforandringen 1/1 =1 nen medelforandringen (=3)/3=-1
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Derivatans definition

For att berdkna den momentana férandringsgraden hos en funktion, dvs. funktion-
skurvans lutning i en punkt P, tar vi temporért hjdlp av ytterligare en punkt Q i
ndrheten av P och bildar dndringskvoten mellan P och Q:

Andringskvoten

Ay _ fleth) = fx) _ flx+h)—flx)

Ax  (x+h)—x h
Om vi ldter Q ndrma sig P (dvs. later 1 — 0) sd kan vi lista ut vad vardet blir om
punkterna sammanfaller och ddrmed fa fram lutningen i punkten P. Vi kallar detta
varde for derivatan av f(x) i punkten P, vilket kan tolkas som den momentana foran-

dringsgraden av f(x) i punkten P.
Derivatan av en funktion f(x) betecknas f’(x) och kan formellt definieras s hér:

Derivatan av en funktion f(x), definieras som

fx+h) = f(x)
2 :

f'(x) = lim

h—0

Om f'(xg) existerar, sdger man att f(x) dr deriverbar i punkten x = x.

Olika symboler for derivatan forekommer, t.ex.

Funktion Derivata

f(x) f'(x)

/

y y
y Dy

d
y y

dx
s(t) 03
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Derivatans tecken

Derivatans tecken (4 /—) visar oss om funktionens graf lutar uppdt eller nedat, dvs.
om funktionen dr vixande eller avtagande:

= f/(x) > 0 (positiv lutning) medfor att f(x) &r vixande.

= f/(x) < 0 (negativ lutning) medfor att f(x) dr avtagande.

= f/(x) = 0 (ingen lutning) medfor att f(x) &r stationdr (horisontell).

Exempel 3
a) f(2) =3 betyder att funktionens virde 4r 3 nir x = 2.

b) f’(2) = 3 betyder att derivatans virde &r 3 nir x = 2, vilket i sin tur betyder
att funktionens graf har lutningen 3 nér x = 2.

Exempel 4

I figuren kan man utlédsa att

V

-

-
—~
S
SN— N— N— SN— N— N— SN—
Il
o o o o o o o
et =t
S8
n>
7
ST L
OQ _— IS
\j
=

VoA

Notera betydelsen av f(x) respektive f'(x).

Exempel 5

Temperaturen i en termos beskrivs av en funktion, dér T () &r temperaturen i ter-
mosen efter t minuter. Skriv foljande med matematiska symboler:

a) Efter 10 minuter dr temperaturen 80°.

T(10) = 80
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b) Efter 2 minuter sjunker temperaturen i termosen med 3° per minut.

T'(2) = —3 (temperaturen dr avtagande, varfor derivatan dr negativ)

Exempel 6

Funktionen f(x) = |x| saknar derivata d& x = 0. Man kan ndmligen inte bestimma
hur funktionens graf lutar i punkten (0, 0) (se figuren nedan).

Man kan uttrycka detta pd exempelvis nagot av foljande sitt: 7 f’(0) existerar
inte” ,”f'(0) dr ej definerad” eller ” f(x) dr inte deriverbar i x = 0”.

Yy
A

Grafen till funktionen f(x) = |x]|

Deriveringsregler

Med hjélp av derivatans definition kan man bestaimma derivatan for de vanliga funk-
tionstyperna.

Exempel 7

Om f(x) = x? s4 fér vi enligt definitionen av derivata dndringskvoten

(x+h)>—x*  x>+2hx+h*>—x*>  h(2x+h)

p p = p =2x + h.

Om vi sedan ldter i gd mot noll sd ser vi att lutningen i punkten blir 2x. Vi har
darmed visat att lutningen i en godtycklig punkt pa kurvan y = x? &r 2x, dvs.
derivatan av x? &r 2x.




Pa liknande sdtt kan man hédrleda allmédnna deriveringsregler:

Funktion Derivata
x" nx—1
Inx 1/x
e~ e*
sin x CcoSs X
COS X —sinx
tan x 1/cosx

Dessutom géller for summor och differenser av funktionsuttryck att

D(f(x) +g(x)) = f'(x) + &' (x).

Samt, om k dr en konstant, att

D(k- f(x)) = k- f'(x).

14

Exempel 8
a) D(2x> —4x+10—sinx) =2Dx? —4Dx + D10 — Dsinx
=2-3x2—4-14+0—cosx

1
b) y=3Inx+2e* geratt y’:3-;+26":;—|—2ex.

d /3x2 «x

3 d
_ 3 1 3 1 6 3
) ﬁ(T_§>_%(3x2—§X3)—;-2x—i 3x2_§x_§x2.
£ 2at
d) S(t)zvot—F% ger att s’(t)_voJr%:vOJrat
Exempel 9
_1— 1 / _ 1 -2 1
a) f(x)—;—x geratt f/(x)=-1-x =5
) f(x) @—gx gera f(x)_3 (—2)x ——Z.x -

2 —2t+1 1

C) g(t): t + =t—2+ - geratt g/(i’) _1_t2
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112
) =xt42x +x7?

2
ger att y’:4x3+2—2x_3:4x3+2—;.

0 = (el - pen Ll

Exempel 10

Funktionen f(x) = x? + x~2 har derivatan

2

"(x) =2xt —2x 3 =2x — =,

fi(x) =2x x X =3

Detta betyder exempelvis att f/(2) =2-2-2/23 =4—1 = D ochatt f/(-1) =
2. (=1)—=2/(-1)> = =2+ 2 = 0. Daremot ar derivatan f’(0) inte definierad.

Exempel 11

Ett foremal ror sig enligt s(t) = 3 — 4t2 + 5¢t, ddr s(¢) km dr avstadndet fran start-
punkten efter t timmar. Berdkna s’(3) och forklara vad vérdet star for.

Tidsderivatan ges av
s'(t) =3t>—8t+5  vilketgeratt s'(3)=3-32-8-3+5=38.

Detta kan tolkas som att efter 3 timmar &r foremalets hastighet 8 km/h.

Exempel 12

Totalkostnaden T kr for tillverkning av x gummidrakter ges av funktionen
T(x) = 40000 + 370x — 0,09x* for 0 < x < 200.
Berédkna och forklara inneboérden av nedanstdende uttryck.
a) T(120)

T(120) = 40000 + 370 - 120 — 0,09 - 120> = 83104 . Totalkostnaden for att
tillverka 120 gummidrékter dr 83104 kr.

b) T'(120)
Derivatan ges av T'/(x) = 370 — 0,18x och darfor dr
T’(120) = 370 — 0,18 - 120 ~ 348.
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Marginalkostnaden (“kostnaden for att tillverka ytterligare 1 enhet”) vid 120
tillverkade gummidrékter dr approximativt 348 kr.

Tangenter och normaler

En tangent till en kurva &r en rit linje som tangerar kurvan. En normal till en kurva &r
en rit linje som &r vinkelrdt mot kurvan i en viss punkt pa kurvan (och darmed ocksa
vinkelrdt mot kurvans tangent i denna punkt).

For vinkelrata linjer géller att produkten av deras riktningskoefficienter dr —1, dvs.
om tangentens riktningskoefficient betecknas kt och normalens ky sa ar k1 - ky = —1.
Eftersom vi kan bestdmma lutningen pd en kurva med hjdlp av derivatan sd kan vi
ocksa bestimma ekvationen for en tangent eller en normal om vi kdnner till funktion-
suttrycket for kurvan.

Exempel 13

Bestam ekvationen for tangenten respektive normalen till kurvan y = x% + 1 i
punkten (1,2).

Vi skriver tangentens ekvation som y = kx 4 m. Eftersom den ska tangera kurvan
i x = 1 har vi att dess lutning ges av k = y//(1), dvs.

y=2x, y(1)=2-1=2.

Tangentlinjen ska ocksd passerar genom punkten (1,2) och dérfér maste (x,y) =
(1,2) uppfylla tangentens ekvation

2=2-14m << m=0.
Tangentens ekvation &r alltsa y = 2x.

Riktningskoefficienten for normalen &r ky = —1/k7 = —1/2. Vidare gar normalen
ocksa genom punkten (1,2) , dvs.

2=—%-1—|—m & o om=

NG

Normalen har ekvationen y = —g + g = > ; )
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Tangentlinjen y = 2x Normallinjeny = (5 —x)/2

Exempel 14

Kurvan y = 2¢* — 3x har en tangent vars riktningskoefficient &r —1. Bestdm tan-
geringspunkten.

Derivatan av hogerledet dr y’ = 2¢* — 3 och
i tangeringspunkten ska derivatan vara lika
med —1, dvs. ¥ = —1, och detta ger oss
ekvationen

2 -3 =-1

som har 16sningen x = 0. I punkten x = 0 T
har kurvan y-virdet y(0) = 2¢° — 3.0 = 2
och ddrmed &r tangeringspunkten (0,2).
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1.1 Ovningar

Ovning 1.1:1
y
Grafen till f(x) &r ritad i figuren. 1
a) Vilket tecken har f'(—5) respektive f’(1)?
b) For vilka x-védrden &r f'(x) = 0?
c) Ivilketeller vilka intervall &r f'(x) / T
negativ?
(En ruta i figurens rutnét har langd och hajd 1.)
Ovning 1.1:2
Bestdm f/(x) om
a) f(x)=x>-3x+1 b) f(x)=cosx—sinx ¢ f(x)=e"—Inx
&) flx) = vz O f)=(2-12 B f(x)=cos(xtn/3)

Ovning 1.1:3

En liten boll som sldpps fran hojden i = 10 m ovanfér marken vid tidpunkten ¢ = 0,
har vid tiden t (mitt i sekunder) hojden h(t) = 10 — 9,82t?/2. Vilken fart har bollen
nér den slar i backen?

Ovning 1.1:4
Bestam ekvationen for tangenten och normalen till kurvan y = x? i punkten (1,1).

Ovning 1.1:5

Bestdm alla punkter pa kurvan y = —x?

ten (1,1).

som har en tangent som gdr genom punk-
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1.2 Deriveringsregler

Innehall:

= Derivata av en produkt och kvot
= Derivata av en sammansatt funktion (kedjeregeln)
= Hogre ordningars derivata

Fardigheter:
Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

= | princip kunna derivera vilken elementadr funktion som helst.

Derivering av produkt och kvot

Med hjilp av derivatans definition kan man ocksd hérleda deriveringsregler fo6r pro-
dukter och kvoter av funktionsuttryck:

Deriveringsregler for produkter och kvoter:

D (f(x)-g(x)) = f'(x) - g(x) + f(x) - g'(x)
fO)N _ f(x)-glx) — f(x) - g'(x)
P (g(x)) B g(x))2

~~

(Observera att derivering av produkter och kvoter inte dr sd enkelt som derivering av
summor och differenser, dir man kan derivera funktionsuttrycken termvis, dvs. var

for sig!)

Exempel 1
a) D (x%*) =2x-e¢*+x%-e* = (2x +x?) "

b) D (xsinx) =1-sinx + x-cosx = sinx + x cos x
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C) D(xlnx—x):1-lnx+x-%—1zlnx+1—1zlnx

sin x COSX-CcOosSx —sinx - (—sinx
d) Dtanx=D = ( )

cos x (cos x)?
cos? x + sin® x 1
cos? x cos? x

1 2x 1 X
o pliT_ LV =(+2) 50 N NN
Vx (vx)? X
x—1
ﬁ _ox—1
x  2xyx

x e* (T-e*+x-e")(1+x)—xe*-1

f) D =

) 1+x (1+x)2
et xettxet+xter —xet  (14+x+x%)e"
- (E=se B

Derivering av sammansatta funktioner

En funktion y = f(g) dér variabeln g i sin tur dr beroende av en variabel x far for-
men y = f(g(x)) och kallas sammansatt funktion. Om man deriverar en sammansatt
funktion med avseende pa den oberoende variabeln x, anviander man foljande regel:

y'(x) = f'(g(x)) - ¢'(x).

Denna regel brukar kallas kedjeregeln och kan beroende pa val av symboler skrivas
pa olika sitt. Om vi i ovanstdende t.ex. sitter y = f(u) och u = g(x) kan kedjeregeln
skrivas
dy dy du
dx — du dx’
Man brukar sdga att den sammansatta funktionen y bestdr av den yttre funktionen
f och den inre funktionen g. Analogt kallas f’ for den yttre derivatan och g’ den inre

derivatan.

Exempel 2

For funktionen y = (x? + 2x)* &r
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y=u*  yttre funktionen,och u = x>+ 2x inre funktionen,
d d
% = 413 yttre derivata, och % = 2x + 2 inre derivata.

Derivatan av funktionen y med avseende pa x blir enligt kedjeregeln

dy _ dy du

4.3 a2 5
T g gy = A (2x+2) =4(xf +2x)7 - (20 +2).

Nar man vant sig vid kedjeregeln infér man sillan nya beteckningar for yttre och inre
funktion, utan man lar sig kdnna igen dessa och deriverar “rakt pa”, enligt monstret

(yttre derivata) - (inre derivata).

Kom ihdg att 4ven anvdnda produkt- eller kvotregeln nér detta dr nodvandigt.

Exempel 3
a) f(x) =sin(3x2 +1)

Yttre derivatan: cos(3x% + 1)

Inre derivatan:  6x

f'(x) = cos(3x? +1) - 6x = 6x cos(3x% + 1)
b) y=5 ¥

Yttre derivatan: 5 e"2
Inre derivatan: 2x

y =56 - 2x = 10xe*

C) f(x) — pXsinx

Yttre derivatan: e¥'sin¥
Inre derivatan: 1-sinx + xcosx

f'(x) = e*$"¥(sin x + x cos x)
d) s(t) = t?cos(Int)

s'(t) = 2t -cos(Int) + t2 - (— sin(Int) - %) = 2tcos(Int) — tsin(Int)
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e) Da*=D ()" =Del* =¥ . Ing = g* - Ina

1
f) Dx"=D (elnx)“ — DetInx — palnx 02— qa g 40—l = gya—l
X

Kedjeregeln kan dven anvidndas upprepade ganger pd en funktion som dr sammansatt
i flera steg. Exempelvis funktionen y = f(g(h(x))) har derivatan

y' = f'(g(h(x))) - &' (h(x)) - K (x).

Exempel 4
a) D sin®2x = D (sin2x)3 = 3(sin2x)? - D sin2x = 3(sin2x)? - cos2x - D (2x)
= 3sin?2x - cos2x - 2 = 6sin® 2x cos 2x

b) D sin((x* —3x)*) = cos((x* —3x)*) - D (x* — 3x)*

¢) D sin*(x*—3x) = D (sin(x? — 3x))4

= 4sin’(x? — 3x) - D sin(x? — 3x)

= 45in®(x2 — 3x) - cos(x? — 3x) - D(x% — 3x)
= 4sin®(x? — 3x) - cos(x? — 3x) - (2x — 3)

1
d) D(eV®1)=eV?®1.D/x8 _1=¢eV® 1. - . D(x¥-1
) ( ) 2vad —1 ( )
3_
= SR RN -5
2v/x3 —1 2v/x3 —1

Derivator av hogre ordningar

Om en funktion dr deriverbar mer &n en gang sd pratar man om funktionens andra-,
tredjederivata, osv.

Andraderivatan brukar betecknas f ' (1ases ”f-biss”), medan tredje-, fjardederivatan,
etc., betecknas f ), f#) osv.
d’y dy

=5, S5, ... Ar vanliga.
dx*" dx

Aven beteckningarna D? f, D3 f,...,och
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Exempel 5

a)

b)

flx) = 3ex' -1

Fl(x) =3e""1.D(x2—1) =3¢ 1. 2x = 6xe¥ !
F'(x) =61 46xer 1. 2x = 6e¥ 1 (1+2x2)

Yy =sinx cosx

dy . : 2 .2

gy = cosx cosx + sinx (— sinx) = cos* x — sin” x

x

d*y . . .

2 = 2cosx (—sinx) — 2sinx cosx = —4sin x cos x
x

D (e*sinx) = e*sinx + ¥ cos x = e*(sinx + cos x)
D?(e*sinx) = D (e*(sinx + cos x))

= e*(sinx + cos x) + e*(cos x —sinx) = 2e* cos x
D3(e*sinx) = D (2¢* cos x)

=2e*cosx +2e*(—sinx) = 2e*(cosx —sinx)
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1.2 Ovningar

Ovning 1.2:1
Berdkna derivatan av foljande funktioner och férenkla svaret sd langt som majligt
2
1
a) cosx-sinx b) x*Inx c) s
x+1
sin x X xInx
d — f
) x ©) Inx ) sin x
Ovning 1.2:2
Berdkna derivatan av foljande funktioner och férenkla svaret sd langt som majligt
a) sinx? b) ¥ t¥ c) /cosx
d) Inlnx e) x(2x+1)* f) cosv1—x
Ovning 1.2:3
Berdkna derivatan av foljande funktioner och férenkla svaret sd langt som majligt
x+1 1
a) In(vx++vx+1 b Q) ——
d) sincossinx e) esin¥ f)  xtanx

Ovning 1.2:4

Berdkna andraderivatan av foljande funktioner och forenkla svaret sd langt som mojligt
x

vV1—x2

a) b) x(sinlnx + coslnx)
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1.3 Max- och minproblem

Innehall:

» Kurvskissering
= Max- och minproblem

Lirandemal:

Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

= Kunna definitionen av strangt viaxande funktion, strangt avtagande funk-
tion, lokalt maximum, lokalt minimum, globalt maximum, globalt mini-
mum.

» Veta att om f’ > 01 ett intervall sd &r f strangt vixande i intervallet, och
attom f’ < O1iettintervall s &r f stringt avtagande i intervallet.

= Kunna bestimma lokala max- och minpunkter samt terasspunkter genom
teckenstudium av derivatan.

» Kunna skissera funktionsgrafer genom att gora en teckentabell over
derivatan.

» Kunna bestimma globala och lokala max- och minpunkter genom 1) teck-
enstudium av derivatan, 2) punkter dédr funktionen inte dr deriverbar,
3) andpunkter till definitionsméangden.

» Kunna avgora lokala max- och minpunkter med tecknet pa an-
draderivatan.

Vixande och avtagande

Begreppen vixande och avtagande kdnns kanske sjdlvklara ndr man pratar om matem-
atiska funktioner; om funktionen ar viaxande sa lutar grafen uppat och om den é&r av-

tagande sa lutar grafen nedat.
De matematiska definitionerna dr foljande:

= En funktion dr vixande i ett intervall om for alla x; och x; inom intervallet gdller

att
x1<xp = f(x1) < f(x2).

= En funktion &dr avtagande i ett intervall om for alla x; och x; inom intervallet

gdller att
X1 <X = f(xl) > f(JCQ).
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Med vardagligt sprak sdger alltsa definitionen av t.ex. vixande funktion att for ett x-
véarde till hoger pa x-axeln dr funktionsvardet minst lika stort som for ett x-varde till
vanster. Ligg marke till att denna definition innebér att en funktion kan vara konstant
i ett intervall och dnda vara vidxande eller avtagande. En funktion som &r konstant i
hela det aktuella intervallet dr enligt definitionen bdde vixande och avtagande.

Om man vill utesluta mojligheten att en vixande/avtagande funktion &r konstant
pé ett intervall talar man i stillet om stringt vaxande och stringt avtagande funktioner:

= En funktion dr stringt vaxande i ett intervall om for alla x; och x; inom intervallet
galler att

x1 < Xp = f(xl) < f(XQ).

= En funktion &r stringt avtagande i ett intervall om for alla x; och x; inom inter-
vallet géller att

x1 < Xp = f(xl) > f(XQ).

(En strangt vaxande/avtagande funktion far alltsd inte vara konstant i ndgon del av
intervallet.)

Exempel 1
a) Funktionen y = f(x) vars graf ges av figuren nedan langst till vinster ar
vaxande i intervallet 0 < x < 6.

b) Funktionen y = —x3/4 &r en strangt avtagande funktion.

2

c¢) Funktionen y = x* dr strangt vaxande for x > 0.

Grafen till funktionen Grafen till funktionen Grafen till funktionen
i uppgift a f(x) = —x%/4 f(x) =2

Derivatan kan givetvis anvandas for att undersdoka om en funktion dr vaxande eller
avtagande. Vi har att

f'(x) >0 = f(x) &r (strangt) vixande.
f'(x) <0 = f(x)ar (stringt) avtagande.
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Observera att dven enstaka punkter dér f'(x) = 0 kan ingé i ett strangt vixande eller
avtagande intervall.

Kritiska punkter

Punkter dér f'(x) = 0 kallas kritiska (eller stationéra) punkter och &r vanligtvis av tre
olika slag;:

= Lokal maximipunkt med f’(x) > 0 till véanster, och f'(x) < 0 till hoger om
punkten.

= Lokal minimipunkt med f’(x) < 0 till vénster, och f’(x) > 0 till hoger om
punkten.

» Terrasspunkt med f'(x) < Oeller f'(x) > 0 pa bada sidor om punkten.

Observera att en punkt kan vara en lokal maximi- eller minimipunkt utan att f'(x) =
0; lds mer i avsnittet om max- och minpunkter.

Yy
A

Funktionen i figuren ovan har en lokal minimipunkt for x = —2, terrasspunkt for
x = 0 och lokal maximipunkt for x = 2.

Teckentabell

Genom att studera derivatans tecken (+, — eller 0) kan vi alltsa fa en bra uppfattning
om kurvans utseende.

Detta utnyttjar man i en s.k. teckentabell. Man bestimmer forst de x-védrden dar
f’(x) = 0 och berédknar sedan derivatans tecken pa bdda sidor om dessa. Med hjilp
av en eller annan ”“stddpunkt” pa kurvan kan man dessutom utifrdn teckentabellen
skissera kurvan pa ett ofta godtagbart sétt.
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Exempel 2

Gor en teckentabell 6ver derivatan av funktionen f(x) = x> — 12x + 6 och skissera
déarefter funktionens graf.

Funktionens derivata ges av
f(x) =3x* —12 = 3(x*> —4) = 3(x — 2)(x +2).

Faktorn x — 2 &r negativ till vanster om x = 2 och positiv till héger om x = 2. P4

samma satt dr faktorn x + 2 negativ till vanster om x = —2 och positiv till hoger
om x = —2. Denna information kan vi ocksd sammanfatta i en tabell:
X -2 2
x—2 — — — 0 +
x+2 — 0 + + +

Eftersom derivatan dr produkten av x — 2 och x + 2 sa kan vi bestimma derivatans
tecken utifran faktorernas tecken och stilla upp foljande tabell 6ver derivatans
tecken pa tallinjen:

X —7 2
f(x) + 0 — 0 +
f(x) / 22 N\ —10 /

I tabellens sista rad har vi skrivit ut pilar som visar om funktionen ar strangt
vixande () eller strangt avtagande (\, ) i respektive intervall samt funktio-
nens vérde i de kritiska punkterna x = —2 och x = 2.

Fréan diagrammet ser vi att f(x) har en lokal maximipunkt i (—2,22) och en
lokal minimipunkt i (2, —10). Grafen kan nu skissas:

y
(=2,22) A
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Max- och minpunkter (extrempunkter)

Punkter ddr en funktion antar sitt storsta eller minsta vérde i jamforelse med om-
givningen kallas for lokala maximi- eller minimipunkter (forkortas ofta max- och min-
punkter). Med ett gemensamt namn kallas dessa punkter for extrempunkter.

En extrempunkt kan upptrédda i tre olika slags punkter:

® [ en kritisk punkt (dér f/(x) = 0).
= [ en punkt ddr derivatan inte existerar (s.k. singulir punkt).
= ] en d&ndpunkt till definitionsméangden.

Exempel 3

Funktionen nedan har fyra extrempunkter: maxpunkter i x = ¢ och x = ¢, och
minpunkter i x = a och x = d.

Yy
A

Ix=a,x=>bochx=dir f'(x) =0, men det &r endast i x = 4 och x = d som vi
har extrempunkter, eftersom x = b dr en terrasspunkt.

I x = c dr inte derivatan definierad (eftersom det dr en spets, eller horn, pa
kurvan och lutningen inte gar att bestimma). Punkten x = e dr en andpunkt.

Nar man letar efter extrempunkter hos en funktion géller det alltsd att ta reda pa och
undersoka alla tankbara kandidater av punkter. En lamplig arbetsgang ér:

1. Derivera funktionen.
Kontrollera om det finns ndgra punkter dér f’(x) inte dr definierad.

Bestdm alla punkter dér f'(x) = 0.

= w DN

Gor en teckentabell for att fa fram alla extrempunkter.

5. Berdkna funktionsvérdet i alla extrempunkter, samt i eventuella &ndpunkter.
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Exempel 4

Bestdm alla extrempunkter pa kurvan y = 3x* + 4x> — 12x% + 12.
Funktionens derivata ges av
y = 12x% 4+ 12x% — 24x = 12x(x® + x — 2).

For att bestimma hur derivatans tecken varierar over tallinjen forsoker vi faktoris-
era derivatan sd ldngt som mdajligt. Vi har redan lyckats bryta ut faktorn 12x och
vi kan faktorisera det aterstdende uttrycket x? + x — 2 ytterligare genom att hitta
dess nollstdllen

X Hx—2=0 & x=-2 eller x=1.
Detta betyder att x> + x —2 = (x 4+ 2)(x — 1) och hela derivatan kan skrivas som
Yy =12x(x+2)(x —1).

Det gar direkt ur denna formel att se att derivatan dr noll for x = —2, x = 0 och
x = 1. Dessutom kan vi se hur derivatans tecken varierar genom att undersoka
tecknet for varje enskild faktor i produkten for olika varden pa x

X —2 0 1
x+2 — 0 + + + + +
X — — — 0 + + +
x—1 — — — — — 0 +

Derivatan dr produkten av dessa faktorer och vi far derivatans tecken genom att
multiplicera ihop faktorernas tecken i respektive intervall.

X —2 0 1
f'(x) — 0 + 0 — 0 +
f(x) N\ —20 / 12 N 7 /!

Kurvan har alltsa lokala minpunkter i (—2, —20) och (1,7) samt lokal maxpunkt i
(0,12).
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Exempel 5

Bestdm alla extrempunkter pa kurvan y = x — x?/3.

Derivatan av funktionen ges av
1
Vx
Fran detta uttryck ser vi att i’ inte &r definierad f6r x = 0 (vilket dock y &r). Detta

betyder att funktionen har en singuldr punkti x = 0.
De kritiska punkterna till funktionen ges av

2
/:1_271/3:1__
y 3x 3

2 1 3
I _ _ _ 2 — (2)° —
De enda punkter ddr funktionen eventuellt kan ha extrempunkter &r alltsd x = 0
8 .. " . . .
och x = 5-. For att avgtra dessa punkters karaktér skriver vi upp en teckentabell:

g

X 0 %
v + ej def. — 0 +
y e 0 N\ - 2% /!

Kurvan har alltsa en lokal maximipunkti (0, 0) (en spets) och en lokal minimipunkt
(3 —2)-

Absolut min/max

En funktion har ett absolut (eller globalt) maximum (minimum) i en punkt om funk-
tionsvdrdet inte dr storre (mindre) i ndgon annan punkt i hela definitionsméangden.
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Ofta kallar man ocksa detta for funktionens storsta (minsta) varde.

For att bestaimma en funktions absoluta max. eller min. s maste man alltsd hitta al-
la extrempunkter och berdkna funktionsvidrdena i dessa. Om definitionsméngden har
dndpunkter mdste man givetvis ocksd undersoka funktionens vérde i dessa punkter.

Observera att en funktion kan sakna saval absolut max. som absolut min. Notera
ocksd att en funktion kan ha flera lokala extrempunkter utan att ha ett globalt max.
eller min.

Exempel 6

] T 7 N

I den forsta figuren saknar funktionen saval globalt maximum som globalt mini-
mum. I den andra figuren saknar funktionen globalt minimum.

I tillampningar ger omstdndigheterna ofta en begransad definitionsméangd, dvs. man
betraktar endast en del av funktionens graf. Man maste darfor vara vaksam pa att ett
globalt max. eller min. mycket vél kan ligga i intervallets &ndpunkter.

Y
absolut max
lokalt max |
lokalt max ‘ lokaIJt o ‘
absolut min w w w
L | | Lol x
a b ¢ d e

Funktionen ovan betraktas endast i intervallet a < x < e. Vi ser att funktionens minsta
vdrde i detta intervall intréffar i den kritiska punkten x = b, medan storsta vardet
aterfinns i andpunkten x = e.
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Exempel 7

Bestam storsta och minsta varde for funktionen f(x) = x> — 3x + 2 i intervallet
—05<x<1.

Vi deriverar funktionen, f’(x) = 3x? — 3, och sitter derivatan lika med noll for att
fa fram alla kritiska punkter

fllx)=0 & x*=1 & x=4=1.

Punkten x = —1 ligger dock utanfor den aktuella definitionsmangden och x = 1
sammanfaller med definitionsméngdens ena andpunkt. Eftersom funktionen sak-
nar singuldra punkter (funktionen dr deriverbar 6verallt) maste funktionens stors-
ta och minsta véarde antas i intervallets &ndpunkter,

£(—0,5) = 3,375,
£(1) =0.

Funktionens storsta virde i det givna intervallet &dr alltsa 3,375. Minsta virdet dr 0
(se figuren).

— 0

i

Figuren visar funktionens hela graf streckad, med den del som ligger inom det
givna intervallet heldragen.

Andraderivatan

Tecknet pd derivatan av en funktion ger oss information om huruvida funktionen &r

véaxande eller avtagande. P samma sétt kan andraderivatans tecken visa om forstaderivatan

ar vaxande eller avtagande. Detta kan man bl.a. utnyttja for att ta reda pd om en given
extrempunkt dr en max-, eller minpunkt.
Om funktionen f(x) har en kritisk punktix = a dér f”(a) < 0, da géller att

1. Derivatan f'(x) dr strangt avtagande i en omgivning kring x = 4.
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2. Eftersom f’(a) = 0 &r alltsd f'(x) > 0 till vénster om x = a och f'(x) < 0 till
hoger om x = a.

3. Detta medfor att funktionen f(x) har en lokal maximipunktix = a.

Om derivatan &r positiv till vanster om x = a och negativ till hoger om x = a
sa har funktionen ett lokalt maximum i x = a.

Om funktionen f(x) har en kritisk punktix = a dar f”(a) > 0, da géller att
1. Derivatan f'(x) &r strangt vixande i en omgivning kring x = a.

2. Eftersom f’(a) = 0 dr alltsd f'(x) < 0 till vénster om x = a och f'(x) > 0 till
hoger om x = a.

3. Detta medfor att funktionen f(x) har en lokal minimipunkti x = a.

\j
\j

| |
| |
X X =a X

\j

Om derivatan &r negativ till vanster om x = a och positiv till hoger om x = a
sa har funktionen ett lokalt minimum i x = a.

Om f”(a) = 0, far vi ingen information utan ytterligare undersokning krivs, t.ex.
teckentabell.

Exempel 8

3

Bestam alla extrempunkter for funktionen f(x) = x® — x> — x + 2 och bestdm deras

karaktdr med hjdlp av andraderivatan.
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Funktionen &r ett polynom och &r darfor deriverbar 6verallt. Om funktionen har
ndgra extrempunkter s4 maste de darfor finnas bland de kritiska punkterna. Vi
deriverar ddarmed funktionen, f’(x) = 3x?> — 2x — 1, och sétter derivatan lika med
noll

fllx)=0 <« xz—éx—%:o & x=1 eller x=-1.

Funktionen har kritiska punkter i x = 1 och x = —%. Med hjélp av tecknet pa
andraderivatan f”(x) = 6x — 2 kan vi bestimma vilken typ av extrempunkt re-
spektive kritisk punkt ér.

» For x = —3 har viatt f”(—1) = —4 < 0 och det betyder att x = —1 &r en
lokal maximipunkt.

= For x = 1 har vi att f”(1) = 4 > 0 och det betyder att x = 1 &r en lokal
minimipunkt.
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1.3 Ovningar

Ovning 1.3:1

Bestam kritiska punkter, terasspunkter, lokala extrempunkter och globala extrempunk-
ter for funktionerna som beskrivs i graferna nedan. Ange ocksd de intervall déar funk-
tionen &r strangt viaxande respektive strangt avtagande.

Y y
A

a) i b)

Ovning 1.3:2
Bestdam lokala extrempunkter och skissera funktionsgrafen till

a) f(x)=x>—-2x+1 b) f(x) =2+3x—x?

o f(x)=2x3+3x>—12x+1 d)  f(x) =x>—9x*+30x - 15
Ovning 1.3:3
Bestdm alla lokala extrempunkter till

a)  f(x) = —x*+8x>—18x2 b) f(x) =e 3% +5x

1 2
¢ f(x)=xlnx-9 d) f(x)zl—t—jc‘l

e) f(x)=(?>—x—1)* dda-3<x<3
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(")vning 1.3:4

Var pé kurvan y = 1 — x? i forsta kvadranten ska p
punkten P véljas for att rektangeln i figuren till
hoger ska ha maximal area?

Ovning 1.3:5
En 30 cm bred plat ska anvandas for att tillver-
ka en rdnna. Parallellt med platens ldngsidor viks
kanterna upp enligt figuren. Hur stor ska vinkeln
« vara for att rdinnan ska rymma sa mycket vatten
som mojligt?

Ovning 1.3:6

En pldtmugg som har formen av en rit cirkuldr cylinder ska tillverkas. Vilken radie
och hojd ska muggen ha om man vill att den har en bestdmd volym V samtidigt som
man anvander sa lite plat som mojligt.

Ovning 1.3:7

Ur en cirkuldr skiva skdrs en cirkelsektor bort och de tva radiella kanter som upp-
stdr fasts ihop sa att man far en konformad strut. Hur stor vinkel ska den borttagna
cirkelsektorn ha for att konen ska fa maximal volym?
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2.1 Inledning till integraler

Innehall:

= Integralens definition (6versiktligt).

= Integralkalkylens huvudsats.

® Primitiv funktion till x%, 1/x, e*, cos x och sin x.
» Primitiv funktion till summa och differens.

Lirandemal:

Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

= Tolka integraler som areor, dvs. “area ovanfor x-axeln” minus “area under
x-axeln”.

= Forstd andra tolkningar av integralen, t.ex. densitet/massa, fart/strdcka,
strom/laddning, etc.

» Kunna bestdmma primitiv funktion till x*,1/x, ek cos kx, sin kx och sum-
ma/differens av sddana termer.

» Kunna rdkna ut area under en funktionskurva.

» Kunna rdkna ut area mellan tva funktionskurvor.

= Veta att alla funktioner inte har primitiv funktion som kan skrivas som ett
analytiskt slutet uttryck, t.ex. exz, (sinx)/x, sinsin x, etc.

Area under en funktionskurva

Vi har tidigare sett att lutningen pa en funktionskurva &r intressant. Den ger oss infor-
mation om hur funktionen dndras och har stor betydelse i ménga tillimpningar. Pa ett
liknande sétt 4r den area som bildas mellan en funktionskurva och x-axeln betydelse-
full. Den &r naturligtvis beroende av funktionskurvans utseende och darmed intimt
besldktad med funktionen i fraga. Det ar latt att inse att denna area har en praktisk
betydelse i manga olika sammanhang.

Om ett foremal ror sig sa kan vi beskriva dess hastighet v efter tiden t i ett v,t-
diagram. Vi ser i nésta figur tre olika fiktiva exempel.
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3

Foremaélet ror sig med
den konstanta farten 5.

v
A
———o
341
} o f
3

Foremalet ror sig med
den konstanta farten 4
for att vid en stot nir
t = 3 plotsligt 6ka
farten till 6.

Den tillryggalagda strackan ér i respektive fall

I samtliga fall ser man att foremalets tillryggalagda stracka motsvaras av arean under

s(6) =5-6 =30m,

funktionskurvan.

Fler exempel pd vad arean under en funktionskurva kan symbolisera foljer nedan.

s(6) =4-34+6-3=230m,

Foremaélet glider ner
for ett sluttande plan
och har en linjart
Okande fart.

5(6) = 62—6 —18m.

Exempel 1

Energi

En solcell som bestrélas
av ljus med en viss

effekt p kommer ha
mottagit en energi som dr
proportionell mot arean
under grafen ovan.

Arbete

Kraften F som verkar i ett
foremadls rorelseriktning
utfor ett arbete som ar
proportionell mot arean
under grafen ovan.

Laddning

En kondensator som
laddas upp med en
strom i kommer ha en
laddning som ar
proportionell mot arean
under grafen ovan.
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Integralbeteckningen

For att beskriva arean under en funktionskurva i symbolform infér man integralteck-
net [ och gor foljande definition:

Med integralen av den positiva funktionen f(x) fran a till b menas arean mellan
kurvan y = f(x) och x-axeln fran x = a till x = b, vilket med symboler skrivs

/abf(x) dx.

Talen a och b kallas undre respektive 6vre integrationsgréns, f(x) kallas inte-
grand och x integrationsvariabel.

Exempel 2
Yy
A
Arean under kurvan y = f(x) franx = a tillx = ¢
ar lika med arean frdn x = a till x = b plus arean -~
frdn x = b till x = c. Detta betyder att \—
b c c i
| fdx [T pydx = [ fx) dx. |
a b a ! - X
a b ¢

Exempel 3
For ett foremdl, vars hastighet fordndras enligt 4
funktionen v(t) kan den tillryggalagda strdckan A

efter 10 s beskrivas med integralen /

5(10) = /Omv(t) dt.

Anm. Vi antar att hastigheten och strackan madts :
med samma ldngdenhet. 10
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Exempel 4

10
[ iy

Vatten rinner in i en tank med en hastighet som &r f(t) liter/s efter t sekunder.
Integralen

anger da hur manga liter som rinner in i tanken under den tionde sekunden.

a)

b)

Exempel 5

Berédkna integralerna

4
/ 3dx
0

Integralen kan tolkas som arean under kurvan
(linjen) y = 3 frdn x = 0 till x = 4, dvs. en
rektangel med basen 4 och hojden 3,

4
/ 3dx=4-3 = 12.
0

>rx
Integralen kan tolkas som arean under linjen

y =x/2—1frdan x = 2 till x = 5, dvs. en
triangel med basen 3 och hojden 1,5

/;(% —1) dx = 3'21’5 — 25,

a
/ kxdx dirk> 0.
0

Integralen kan tolkas som arean under linjen
y = kx frdn x = 0 till x = a, dvs. en triangel
med basen a och hojden ka

a a-ka  ka®
/kadx— =5

ka 1




42

Primitiv funktion

Funktionen F dr en primitiv funktion till f om F/(x) = f(x) i nagot intervall. Om F(x)
ar en primitiv funktion till f(x) sa ar det klart att &ven F(x) + C &r det, for varje kon-
stant C. Dessutom kan man visa att F(x) + C beskriver samtliga primitiva funktioner

till £(x).

Exempel 6

a) F(x) = x+cosx — 5 &r en primitiv funktion till f(x) = 3x? — sin x, eftersom

F'(x) = D (x> + cosx —5) = 3x* —sinx — 0 = f(x).
b) G(t) = *! +Int dr en primitiv funktion till g(t) = 3e3*1 + 1/t, eftersom

1
G'(t) =D (! +1Int) = .3+ 7= g(t).

¢ F(x) = }Tx‘* —x+ C, déar C dr en godtycklig konstant, beskriver samtliga
primitiva funktioner till f(x) = x° — 1.

Samband mellan integral och primitiv funktion

Vi har tidigare konstaterat att arean under en funktionskurva, dvs. integralen av en
funktion, dr beroende av funktionskurvans utseende. Det visar sig att detta beroende
utnyttjar den primitiva funktionen, vilket ocksd ger oss mojligheten att berdkna en
saddan area exakt.

Antag att f dr en kontinuerlig funktion pa ett intervall (= funktionskurvan har inga

avbrott i intervallet). Virdet av integralen | ub f(x)dx &r da beroende av integrations-
granserna a och b, men om man ldter a vara ett fixt varde och sitter x som Svre grans
blir integralens védrde beroende enbart av den dvre integrationsgransen. For att tydlig-
gora detta anvander vi hér i stillet t som integrationsvariabel.
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»
L

A(x)

X
X
m@:/"ﬂﬂﬁ
a
Vi ska nu visa att A i sjdlva verket dr en primitiv funktion till f.

Y
A

A(x) f(e)

" ' } >
a x x-+h

Den totala arean under kurvan fran t = a till + = x + h kan skrivas som A(x + h) och
ar approximativt lika med arean fram till { = x plus arean av en stapel fran t = x till
t =x+h,dvs.

A(x+h) =~ A(x)+h- f(c)
dér c ar ett tal mellan x och x + h. Detta uttryck kan vi skriva om som

A@+2—Aw):ﬂd

Om vi later h — 0 sd gér vinstra ledet mot A’(x) och det hogra ledet mot f(x) , dvs.

Al(x) = f(x).

Funktionen A(x) &r alltsd en primitiv funktion till f(x).

Berikning av integraler

For att kunna anvidnda primitiva funktioner vid berdkning av en bestdimd integral,
noterar vi forst att om F dr en primitiv funktion till f sd ar

/bf(t) dt =F(b)+C
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dér konstanten C maste véljas sa att hogerledet blir noll nér b = a, dvs.

/f F(a)+C=0

vilket ger att C = —F(a). Om vi sammanfattar har vi alltsa att

[ fyat = ) - Fla)

Vi kan naturligtvis hér lika gérna vélja x som integrationsvariabel och skriva

/abf(x) dx = F(b) — F(a).

Vid berdkning av integraler utfor man detta i tva steg. Forst bestimmer man en prim-
itiv funktion och sedan sédtter man in integrationsgranserna. Man skriver vanligtvis

b b
/a f(x)dx = [F(x) } — F(b) - F(a).

Exempel 7

Arean som begrinsas av kurvan y = 2x — x? och x-axeln kan berdknas med hjilp
av integralen

2
/ (2x — x?) dx.
0

y
Eftersom x? — x3/3 ar en primitiv funktion till A
integranden &r integralens varde
14
2 2
/(2x—x2)dx=[x2—%x3] , , . X
0 0 1
2 3 2 3
= (22— 327) - (0° = 30°)
_ 8 _ 4
=4-3=3

Arean ar % a.e.

Anm. Integralvéardet har ingen enhet. I praktiska tillimpningar kan dock arean ha
en enhet. Om arean i en enhetslos figur efterfragas skriver man ofta a.e. (areaenheter)
efter siffervérdet.

Bakldangesderivering

Att derivera de vanliga funktionstyperna innebdr inga odverstigliga problem; det finns
generella metoder for detta. Att utfora den omvanda operationen, dvs. hitta en primi-
tiv funktion till en given funktion dr dock betydligt svdrare och i vissa fall omojligt! Det
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finns ingen systematisk metod som fungerar 6verallt, men genom att utnyttja de van-
liga deriveringsreglerna “bakldnges” och dessutom ldra sig ett antal specialmetoder
och knep kan man klara av en stor del av de funktioner som vanligtvis férekommer.

Symbolen [ f(x)dx kallas den obestimda integralen av f(x) och anvinds for att
beteckna en godtycklig primitiv funktion till f(x). De vanliga deriveringsreglerna ger
att

xn+1
n _ . .
/x dx—n+1+C dar n # —1
/x_ldx:ln]x|—|—C
/exdx:ex—l—C

/cosxdx =sinx + C

/sinxdx = —cosx+C

Exempel 8
5 2 4 4 2
a) /(x4—2x3—|—4x—7)dx:x——i+i—7x—|—C
5 4 2
¥ Xt »
—-ig'—'7z'+'2x —7x+C
b) /(i—i)dx—/<3x_2—1x_3>dx— 3 —1-x—_2+C
x2 2x3)77 2 -1 2 =2
3 1
_ —1, 1,2 _
= —3x 4—ZX 4—C——-—;—FZ;§#—C

o) /idx: %-%dx:%1n|x|+c

d) /(ex—cosx—sinx)dx =¢* —sinx +cosx + C

Kompensation for “inre derivata”

Vid derivering av en sammansatt funktion anvinder man sig av kedjeregeln, som in-
nebdr att man multiplicerar med den inre derivatan. Om den inre funktionen da ar lin-
jar sd blir den inre derivatan en konstant. Vid integrering av en sddan funktion madste
man darfor dividera med den inre derivatan for att kompensera for detta.
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Exempel 9

e3x
a) /e3xdx:?—|—c

b) /sin5xdx:—COS5x+c
5
C) /(2x+1)4dx:M+C
5.2
Exempel 10
a) /sin kxdx = _coikx +C
b) /coskx dx = sin kx +C

ekx
) /ekxdeT—FC

Observera att detta sitt att kompensera for den inre derivatan endast fungerar om den

inre derivatan ar en konstant.

Rikneregler for integraler

Med hjdlp av berdkningsformeln for integraler ar det létt att visa foljande rdakneregler

for integraler
L[ = [ pax
2 [C e [ sxar= [0+ g(0)dx
s [k far=k [ fxa,

4. /ubf(x)dx—k/bcf(x)dx:/ﬂcf(x)dx.
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Dessutom géller att area under x-axeln rdknas negativt, dvs. om funktionskurvan lig-
ger under x-axeln sa blir integralens viarde negativt:

A

b
- , A
A= [l /x v
A= [ flxax. f W

Den sammanlagda arean blir A; + Ay = fabf(x) dx — [0 f(x)dx.

Anm. Vérdet av en integral kan alltsd vara negativt, medan en area alltid har ett posi-
tivt véarde.

Exempel 11
2 2 2

a) /(x3—3x2—|—2x-|—1)dx—|-/ de:/ (X =332+ 2x +1+42)dx
1 1 1

2
= [}lx4—x3+x2+3x}l
=(}4-2542243.2) - (L. 14 -13+12+43.1)

=6-3—1=14

| »
T L
»
L

1 2 1 2 1 2

1/ 11 /11
/ } } } }

Den vinstra figuren visar arean under grafen till f(x) = x> — 3x% + 2x +
1 och den mittersta figuren visar arean under grafen till g(x) = 2.1 fig-
uren till hoger adderas dessa areor ihop och ger arean under grafen till

f(x) +g(x).

3 3 3
2 . N2 _
b) /1(x /2 2x)dx+/1 (2x x/2+3/2)dx—/1 3/2dx




Grafen till f(x) = x%/2 — 2x (figuren till vinster) och grafen till g(x) =
2x — x?/2 + 3/2 (figuren i mitten) ar spegelsymmetriska kring linjen y =
3/4 (streckad linje i figurerna) och det gor att summan f(x) + g(x) &r
konstant lika med 3/2. Summan av integralernas varde dr darfor lika
med arean av en rektangel med bas 2 och hojd 3/2 (figuren till hoger).

0 /24x— dy — /222x -1) /22x —1
1 3x o 3

25/1 2x—;>dx:§[x2—lnx]j

= %((4—ln2) ~(1-In1)) =}(3-1n2) =2 3In2

a,
A
\r"\)
—~
R
N

|

p—
N—

U

R

I

w| %,
|

R

| N
—_

I
—~
W|co

|

N
SN—"

—(5t+1) =0

Figuren visar grafen till f(x) = x* — 1 och berdkningen ovan visar att
den skuggade arean under x-axeln ér lika stor som den skuggade arean
ovanfor x-axeln.

48
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Area mellan kurvor

Om f(x) > g(x) iettintervall a < x < b géller att arean mellan funktionskurvorna
ges av
b b
| fodx— [ gt ax,
a a

vilket kan forenklas till

Om f(x) och g(x) antar positiva vdrden och f(x) &r storre &n g(x), da ges
arean mellan graferna till f och g (figuren till vdnster) som differensen mel-
lan arean under grafen till f (figuren i mitten) och arean under grafen till g
(figuren till hoger).

Observera att det inte spelar ndgon roll om f(x) < 0 eller ¢(x) < 0 sa linge som
f(x) > g(x). Arean mellan kurvorna dr naturligtvis lika stor oavsett om kurvorna
ligger over eller under x-axeln, vilket foljande figurer illustrerar:

Y . Y . y
A . A . A

\_/ \/ - X
- - X 7 -

Arean mellan tva grafer paverkas inte av om graferna translateras i y-led.
Arean mellan graferna till f(x) och g(x) (figuren till vénster) dr lika med
arean mellan graferna till f(x) — 3 och g(x) — 3 (figuren i mitten), likval som
arean mellan graferna till f(x) — 6 och g(x) — 6 (figuren till hoger).
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Exempel 12

Berdkna arean av det omrdde som begrinsas av kurvorna y = e* +1ochy =
1 — x%/2 samt linjerna x = —1 och x = 1.

Eftersom e* + 1 > 1 — x2/2 i hela intervallet blir omradets area

/11(ex+1)dx—/11<1—x;>dx ]{
:/_11<ex+x;>dx
1

i O

-[e ]
-1

“( ) ) ERacd
11 1
—e—E—i—ga.e

Exempel 13

Berikna arean av det andliga omrade som begrinsas av kurvorna y = x> och y =
¥x.

Kurvorna skdr varandra i punkter dér deras y-vérden ar lika

2=x7 o P¥=x o xx*>-1)=0

& x=0 eller x=1.

Mellan x = 0 och x = 1 &r /x > x? s& omradets y
area ges av 1“
4/3 .3
0 4/3 3 lo
3x4/3 x3q1
_[ 4 _?}0 T
=3-1-(0-0)=3ae
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Exempel 14

Berdkna arean av det omrade som begréinsas av kurvan y = — samt linjernay = x
x

ochy = 2.
I figuren till hoger ar kurvan och de tva linjerna
skisserade och dd ser vi att omrddet kan delas upp i y
tva delomrdden som var och en ligger mellan tva 1 "\
funktionskurvor. Den totala arean &r darfor sum- Vo
man av integralerna A 1/ ‘ X A,
c
Aq :/ (2——> dx och Aj —/ (2 — x)dx.
a x2 b
— — X
Vi bestimmer forst skarningspunkterna x = a, x = - ab ¢
bochx =c:

= Skdrningspunkten x = a bestdms av ekvationen

(Den negativa roten dr dock inte aktuell.)

= Skdrningspunkt x = b bestdms av ekvationen

= Skdrningspunkt x = c bestdms av ekvationen x = 2.

Integralerna blir darfor

1 1 -
Al = 1/ﬂ(2_%> dx:/l/ﬁ(Z—x_z)dx: [2Jc—x_—1]1/\/E

:[2x+1}1 :(2+1)—(7+f)—3 2V/2,

“un e d)-

A2:/12(2—x)dx: [Zx—x;r

N[~

1

Den sammanlagda arean blir

Al+Ay=3-2V2+1=7-2V2ae.
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2.1 Ovningar

Ovning 2.1:1
Tolka integralerna som areor och bestim deras virde
a) /22dx b) /1(2x+1)dx
_21 02
C) /0 (83 —2x)dx d) /1 |x| dx
Ovning 2.1:2

Berdkna integralerna

a) /Oz(x2+3x3)dx b) /2 (x —2)(x+1)dx

-1

o) [f(\/_—%)dx d) /f;{—fdx

Ovning 2.1:3
Berédkna integralerna
a) /sinxdx b) /ZSinxcosxdx
2
0 /ezx(ex+1)dx d) /x J;Halx
Ovning 2.1:4

a) Berdkna arean mellan kurvan y = sin x och x-axeln ndr 0 < x < 57/4.

b) Berikna arean av det omrade under kurvan y = —x? + 2x + 2 och ovanfor
x-axeln.

¢) Berdkna arean av det dndliga omradet mellan kurvorna y = 1x* +2 och
y=8— %xz (studentexamen 1965).

d) Berdkna arean av det @ndliga omradet som kurvornay = x + 2,y = 1 och
y = 1/x innesluter.

e) Berdkna arean av omradet som ges av olikheterna x2 < y<x-+2

Ovning 2.1:5

Berédkna integralerna
dx

VX+9—+/x

b) sinxdx (Ledning: skriv om integranden med en trigonometrisk formel)

a) (Ledning: forlang med ndmnarens konjugat)
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2.2 Variabelsubstitution

Innehall:

m Variabelsubstitution

Lirandemal:

Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

» Forsta hdrledningen av formeln for variabelsubstitution.

= [osa enklare integrationsproblem som kraver omskrivning och/eller sub-
stitution i ett steg.

= Veta hur integrationsgranserna dndras under variabelsubstitution.
= Veta ndr en variabelsubstitution ar tillaten.

Variabelsubstitution

Néar man inte direkt kan bestimma en primitiv funktion genom att utnyttja de van-
liga deriveringsreglerna “bakldnges”, behtver man andra metoder eller tekniker. En
sadan dr variabelsubstitution, vilken kan sdgas baseras pa regeln for derivering av sam-
mansatta funktioner — den s.k. kedjeregeln.

Kedjeregeln 4 f(u(x)) = f'(u(x)) - u'(x) kani integralform skrivas

[ Fux) - w' (x)dx = f(u()) + C

eller,

dér F dr en primitiv funktion till f. Jamfor vi denna formel med

/f(u) du = F(u) + C,

sd kan vi se det som att vi ersitter uttrycket u(x) med variabeln u och u'(x) dx med
du. Man kan alltsd omvandla den krangligare integranden f(u(x)) - u/(x) (med x
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som variabel) med den forhoppningsvis enklare f(u#) (med u som variabel). Metoden
kallas variabelsubstitution och kan anviandas nir integranden kan skrivas pa formen

fu(x)) - u' (x).
Anm. 1 Metoden bygger naturligtvis pa att alla forutsattningar for integrering ar upp-

fyllda; att u(x) &ar deriverbar i det aktuella intervallet, samt att f &r kontinuerlig i
vardeméangden till u, dvs. for alla varden som u kan anta i intervallet.

Anm. 2 Att ersitta u’(x) dx med du kan ocksa motiveras genom att studera 6vergéngen
frén differenskvot till derivata:

1. _— — = /
A;lcr—r}o Ax  dx u(x),

vilket ndr Ax gar mot noll kan betraktas som en formell gransévergang
Au=~u'(x)Ax — du=u'(x)dx,

dvs., en liten dndring, dx, i variabeln x ger upphov till en ungefirlig 4ndring u'(x) dx
i variabeln u.

Exempel 1

Bestam integralen / 2x e dx.

Om man sitter u(x) = x2, sa blir u’(x) = 2x. Vid variabelbytet ersitts d& e*’ med
e och u/(x) dx, dvs. 2x dx, med du

/erxzdxz/exz-Zxdxz/e”du:e”—i—C:exz—i-C.

Exempel 2

Bestdm integralen / (x®+1)%- 22 dx.
Satt u = x3 + 1. Da blir u’ = 3x2, eller du = 3x2dx, och

3.41)3 3
/(x3+1)3x2dx:/u(’)xzdx:/u—du
3 3
—”—4+c—l(x3+1)4+c
120 712 '




55

Exempel 3

Bestam integralen / tanxdx, dar —m/2 <x < 7w/2.

Efter en omskrivning av tan x som sin x/cos x substituerar vi u = cos x,

_ U = COSX
sin x .
/tanxdx:/ dx=| u' = —sinx
Cos X ]
du = —sinxdx

:/_%du:_1n|u|+cz—ln|cosx|+C.

Integrationsgrianser vid variabelbyte

Vid berdkning av bestdimda integraler, t.ex. en area, dir man anvadnder variabelsubsti-
tution kan man ga till vdga pa tva satt. Antingen berdknar man integralen som vanligt,
byter tillbaka till den ursprungliga variabeln och sitter in de ursprungliga integra-
tionsgranserna. Alternativt d&ndrar man integrationsgranser samtidigt som man gor
variabelbytet. De bdda metoderna illustreras i foljande exempel.

Exempel 4
2 X
°_dx.

Berdkna integralen /
o 1+e*

Metod 1

Satt u = e* vilket ger att ' = e* och du = e* dx

AR N o R L A T
/0 1+ ™~ Jimo T1u u_[n| +u‘}x:0_[n( +€)]o

2
:1n(1+e2)—1n2:1n1+2€.

Observera att integrationsgranserna maste skrivas x = 0 och x = 2 nér integra-
tionsvariabeln inte &r x. Det vore fel att skriva

2 X 2 1
/ ¢ dx = du osv.
0

1+ eX o 1+u
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Metod 2

Satt u = e* vilket ger att u' = e* och du = e*dx. Integrationsgransen x = 0
motsvaras dd av u = ¢” = 1 och x = 2 motsvaras av u = ¢?

2 X o2 1 o2 ) 1+ez
/()1+exdx—/1 1+udu—[ln|1+u|}l—ln(1+e)—ln2—ln 5

Exempel 5
/2
Berédkna integralen / sin’x cos x dx.
0

Substitutionen u = sin x ger att du = cos x dx och integrationsgranserna forandras
till u = sin0 = 0 och u = sin(7r/2) = 1. Integralen blir

RN t s 1. 47"
/ sinxcosxdx:/ u’du = [Z“ }
0 0

Figuren till vanster visar grafen till integranden sin®x cos x och figuren

till hoger grafen till integranden u® som fés efter variabelsubstitutionen.
Vid variabelbytet dndras integranden och integrationsintervallet. Inte-
gralens vidrde, storleken pd arean, dndras dock inte.

Exempel 6
Betrakta berdkningen
u =sinx
n/2 du = d 11 191t
/ c?s2xdx: u = cosxdx :/ —zduz[——} 11— o
—m/2 sin“x u(—m/2) = -1 1 u ul-

u(rr/2) =1
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Denna utrdakning ar dock felaktig, vilket beror pa att
f(u) = 1/u? inte &r kontinuerlig i hela intervallet
[—1,1].

Villkoret att f(u(x)) ska vara definierad och kontin-
uerlig for alla varden som u(x) kan anta i det ak-
tuella intervallet beh6vs om man vill vara sdker pa
att substitutionen u = u(x) ska fungera.
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2.2 Ovningar

Ovning 2.2:1
Berédkna integralerna

2 d
a) /1 ﬁ genom att anvdnda substitutionen u = 3x — 1

b) / (x> +3)°xdx genom att anvinda substitutionen u = x% 43

3 . .
C) / x?¢" dx  genom att anvinda substitutionen u = x>

Ovning 2.2:2
Berédkna integralerna
T 1/2
a) / cos 5x dx b) / e 3 dy
0 0

) /05\/3x+1dx d) /01 Y1 — xdx

Ovning 2.2:3
Berédkna integralerna
a) / 2x sin x? dx b) / sin x cos x dx
Inx x+1
o0 [T O [mrrat
e) / SaEpN ) / sin yx
x2+1 Vx

Ovning 2.2:4

Anvand formeln

dx
/xz—i—l = arctanx + C

for att berdkna integralerna
a) / dx b) / _odx
x2+4 (x—1)2+3

dx x2
) /x2+4x—|—8 d) /x2+1dx
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2.3 Partiell integrering

Innehall:

= Partiell integration.

Lirandemal:

Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

= Forstd harledningen av formeln for partiell integration.

= Losa integrationsproblem som krdver partiell integration i ett eller tva
steg.

» Losa integrationsproblem som kraver partiell integration f6ljt av en sub-
stitution (eller tvart om).

Partiell integration

Vid integrering av produkter kan man ibland anvinda sig av en metod som kallas par-
tiell integration. Metoden bygger pa att man anvéander deriveringsregeln for produkter
bakldnges. Om f och g dr tva deriverbara funktioner sa géller enligt produktregeln att

D(f-g)=f"g+f g

Om man nu integrerar bada leden far man
f-g=/(f"g+f-g’)dx=/f"gdx+/f~g’dx
eller efter ommoblering
/f’-gdx:f-g—/f-g’dX-

Detta ger oss formeln for partiell integration.

Partiell integration:

[ £ s(x)dx = F(x) - 8(x) ~ [ F(x) -g'(x) .
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Detta innebaér i praktiken att man integrerar en produkt av funktioner genom att kalla
den ena faktorn f och den andra g, varefter man byter ut integralen [ f-¢dx mot den
forhoppningsvis enklare integralen [ F- ¢’ dx, ddr F dr en primitiv funktion till f och
¢ ér derivatan av g.

Det dr viktigt att papeka att metoden inte alltid leder till en integral som é&r léttare
dn den ursprungliga. Det kan ocksd vara helt avgorande hur man véljer funktionerna
f och g, vilket foljande exempel visar.

Exempel 1

Bestdam integralen / x-sinxdx.

Om man viljer f = x och ¢ = sinx far man F = x2/2 och g’ = cos x, och enligt
formeln for partiell integration
2 2
/x-sinxdx = % -sinx — /% -cos x dx.
Den nya integralen i hogerledet &r i detta fall inte enklare dn den ursprungliga

integralen.

Om man i stéllet véljer f = sinx och ¢ = x far man F = —cosx och ¢’ = 1, och

/x~sinxdx = —x~cosx—/(—1) ~cosxdx = —xcosx +sinx + C.

Exempel 2

Bestdm integralen / X Inxdx.

Satt f = x? och ¢ = Inx eftersom d& deriverar vi bort logaritmfunktionen nér vi
utfor en partiell integrering: F = x3/3 och ¢’ = 1/x. Detta ger oss allts att

3
/Zlnxdx—x—lnx—/— —dx——lnx——/x dx
3 X

X3 3

= — . .lnx —

3 3 %+C:%x3(lnx—%)+C.
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Exempel 3

Bestdm integralen / 2" dx.
Sitt f = e* och ¢ = x2, vilket ger att F = ¢* och ¢’ = 2x, och en partiell integrering

ger att
/ X dx = x%e* —/er dx.

Hir krévs ytterligare partiell integration for att 16sa den nya integralen [ 2xe* dx.
Vi véljer i detta fall f = e* och g = 2x, vilket ger att F = e¢* och g’ =2

/erxdx =2xe* — /Zexdx =2xe* —2¢* 4 C.
Den ursprungliga integralen blir alltsa

/ X dx = x%e* — 2xe* +2¢ + C.

Exempel 4

Bestdam integralen / e* cosxdx.

I en forsta partiell integrering véljer vi att integrera faktorn e* och derivera faktorn
cos X,

/excosxdx:ex-cosx—/ex-(—sinx)dx.

= excosx+/exsinxdx.

Resultatet blev att vi vidsentligen bytte ut faktorn cos x mot sin x i integralen. Om
vi darfor partialintegrerar en géng till (integrera e* och derivera sin x) da far vi att

/ex sinxdx = e*sinx — /ex cos x dx.
Den ursprungliga integralen dyker hér alltsa upp igen. Vi far sammantaget:
/excosxdx =e*cosx +e*sinx — /excosxdx

och samlar vi integralerna i ena ledet fas att

/excosxdx Je*(cosx + sinx) + C.
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Trots att de partiella integrationerna i detta fall inte ledde till ndgon enklare integral
kom vi alltsa fram till en ekvation dédr den ursprungliga integralen kunde “16sas
ut”. Detta &r inte helt ovanligt nédr integranden &r en produkt av trigonometriska
funktioner och/eller exponentialfunktioner.

Exempel 5

e 12x
Berdkna integralen / —dx.
0o e

Integralen kan skrivas om som
0 e¥ 0
Sattnu f = e * och ¢ = 2x, och partialintegrera
/erxdx— 2xex +/Ze
= [_fox}o + [—Ze*x}

0
=(=2-e =04 (-2-eH—(-2)

Exempel 6
Berdkna integralen / In/x dx.

Vi utfor férst en variabelsubstitution u = +/x vilket ger att du = dx/2+/x = dx/2u,

dvs., dx = 2udu,
/ln\/de: /lnu-2udu.

Sedan partialintegrerar vi. Satt f = 2u och ¢ = Inu, vilket ger att
/lnu~2udu =u’lnu — /u2 : %du =u?lnu — /udu

u? X
:uzlnu—?—i—C:xln\/}———i—C

2
=x(Inyx—1)+C.
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Anm. Ett alternativt tillvigagangssdtt dr att skriva om den ursprungliga inte-
granden som In y/x =  In x och sedan partialintegrera produkten % ‘Inx.




2.3 Ovningar

Ovning 2.3:1
Berédkna integralerna

a) /2x e “dx

Q) / x% cos x dx

Ovning 2.3:2
Berdkna integralerna

a) /eﬁ dx

) / tan x dx

b)

d)

b)

d)

/(x+1)sinxdx

/xlnxdx

L, o
/xexdx
0

/lnxdx
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3.1 Rakning med komplexa tal

Innehall:

= Real- och imagindrdel

= Addition och subtraktion av komplexa tal

= Komplexkonjugat

= Multiplikation och division av komplexa tal

Lirandemal:

Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

= Berdkna uttryck som innehdller komplexa tal och dr uppbyggda av de
fyra raknesétten.

= Losa komplexa forstagradsekvationer och forenkla svaret.

Inledning

De reella talen utgor en fullstindig méngd av tal i den meningen att de fyller tallinjen,
dvs. det finns inga “hal” i den reella tallinjen. Trots detta rdcker de reella talen inte till
som losningar till alla algebraiska ekvationer, dvs. det finns ekvationer av typen

apx" 4+ a, X"+ ax4ag=0

som inte har ndgon 16sning bland de reella talen. Exempelvis har ekvationen x> + 1 =
0 ingen reell 16sning, eftersom inget reellt tal uppfyller att x> = —1. Om vi ddremot
kan tédnka oss v/—1 som det tal som uppfyller ekvationen x> = —1 och tillater oss att
rikna med v/—1 som vilket tal som helst, s visar det sig att alla algebraiska ekvationer
har 16sningar.

Talet \/—1 &r allts inget reellt tal; vi kan inte gé ut i naturen och uppmata v/—1
nagonstans, eller hitta ndgot som ar /—1 till antalet, men vi kan dnd4 ha nytta av talet
i hogst reella sammanhang.

Exempel 1

Om vi skulle vilja ta reda pa summan av rotterna (l6sningarna) till ekvationen
x? —2x 42 = 04 far vi forst losningarna x; =14+ —1ochx; =1 —+/—1. Dessa
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rotter innehéller det icke-reella talet /—1. Om vi for en stund tillater oss att rikna
med /—1 s& ser vi att summan av x; och x, blir 1 +v—1+1—+/—1 = 2, alltsa
ett hogst reellt tal.

For att 16sa vart problem var vi hdr tvungna att tillfalligtvis anvanda tal som
inte dr reella for att komma fram till den reella 16sningen.

Definition av komplexa tal

Man infor den imaginira enheten i = /—1 och definierar ett komplext tal som ett objekt
som kan skrivas péd formen

z=a-+ bi,

dar a och b &r reella tal, och i uppfyller i> = —1.

Om a = 0 sa kallas talet “rent imagindrt”. Om b = 0 sa &r talet reellt. Vi ser har
att de reella talen utgor en delmédngd av de komplexa talen. Mdngden av de komplexa
talen betecknas med C.

For ett godtyckligt komplext tal anvdnder man ofta beteckningen z. Om z = a +
bi, déar a och b ér reella, sd kallas a for realdelen och b f6r imagindrdelen av z. Man
anvander foljande skrivsatt:

a = Rez,
b=Imz.

Nar man rdaknar med komplexa tal gor man i princip som med de reella talen, men
héller reda pa att i = —1.

Addition och subtraktion

Vid addition och subtraktion av komplexa tal lagger man ihop (drar ifran) realdel och
imagindrdel var for sig. Om z = a + bi och w = ¢ + di dr tvd komplexa tal géller alltsa
att
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z4+w=a+bi+c+di=a+c+ (b+4d)i
z—w=a+bi—(c+di)=a—c+ (b—d)i.

Exempel 2
a) (B—5i)+(—4+4i)=-1—4i

by (3+2i)—(3+3))=%1-i

3+2i 3—i 6+4i 15-5i —9+49i .
) T T T 10 - 10 =—-09+09
Multiplikation

Komplexa tal multipliceras som vanliga reella tal eller algebraiska uttryck, med tilldgget
att i = —1. Generellt géller for tva komplexa tal z = a + bi och w = ¢ + di att

z-w = (a+ bi)(c+di) = ac + adi + bci + bdi* = (ac — bd) + (ad + be)i.

Exempel 3

a) 3(4—i)=12-3i

b) 2i(3 —5i) = 6i — 10i> = 10 + 6i

o (1+i)(2+43i) =2+3i+2i+3i>=—-1+5i
d) (3+2i)(3—-2i)=3>—(2i)?=9—-4i>=13
e) (3+i)?=32+2-3i+i*=8+6i

f) 12=(2)6=(-16=1

g) B=i2.i=@)".i=(-1)i=—i
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Komplexkonjugat

Om z = a + bi sd kallas z = a — bi det komplexa konjugatet till z (omvant gdller ocksa
att z dr konjugatet till z). Man far da sambanden

z+zZ=a+bi+a—bi =2a=2Rez,
z—z=a+bi— (a—0bi)=2bi=2iImz,

men kanske framfor allt, pga. konjugatregeln, att
z-2=(a+bi)(a—bi)=a*>— (bi)?> =a® —V* =a® + 17,

dvs. att produkten av ett komplext tal och dess konjugat ar alltid reell.

Exempel 4
a) z=D5+i ddar z=5—1i.

b) z=-3-2i ddar z=-3+2i.

¢ z=17 daar z=17.

d z=i didar z=—i.
e) z=-—bi daar z=05i.
Exempel 5

a) Omz =4+ 3ida giller att

"z +z=4+3i+4-3i=38
"z —Z=60
mz.z2=4>—(3i)2=16+9 =25

b) For z géller att Rez = —2 och Imz = 1, och da far vi att

mz4+ZzZ=2Rez=—4
mz—z=2iImz=2i
mz.z2=(-2)2+12=5
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Division

Nér man dividerar tvd komplexa tal med varandra forlanger man med ndmnarens
konjugat och utnyttjar hdrigenom att nimnaren dd blir ett reellt tal. Dérefter kan saval
realdel som imagindrdel i tdljaren divideras med detta tal. Generellt, om z = a + bi
ochw = c+di:

z a+bi  (a+bi)(c—di) (ac+bd)+ (bc —ad)i ac+bd bc—ad

w ctrdi (Crd)c—d) Z+ & iy ey
Exempel 6
) 4+2i_(4+2i)(1—i)_4—4i+2i—2i2_6—2i_3_i
1+i  (A+i)(1—i) 1—i2 o2
b) 25 _ 25(§+4z)_:25(3+4z):25(3+4z):3+4i
3—4i (3—4i)(3+4i) 3*>—16i2 25
o . o . _. _. .2 _ . .
0 3 .212(3 '21)'( z): 31-1'—21 _ 2 312_2_31,
i i(—i) —i2 1
Exempel 7
2 2 i 20244 i(l—i) 4420 1+i
2—i 1+i (2-0)@2+i) (Q+i)@1-i) 5 2
844 5+45i 3—i
10 10 10
L2 1-i 2 1—i-2 —1—i
b) 1—i  1—i 1-i 1—-i  1-i
N o 2i(241) i 4i+2%4+i  —2+45i
2+i (24+i) 241 2+i 2+i
—1—-i 2+4i  (-1-i)@2+i)  -2—-i-2i—i

1—i —2+45i (1—i)(—245i) —2+5i+2i— 52
—1-3i (-1-3))(3-=7i) —3+7i—9i+21

3+7i  (B+7)(3-7i) 32 — 49;2
—24 -2 —12—i

58 29
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Exempel 8
. . 2—-3i .
Bestdm det reella talet 4 sa att uttrycket > ai blir reellt.

Forlang med ndmnarens konjugat sa att uttrycket kan skrivas med separata real-
och imagindrdelar

(2-3i)(2—ai) 4—2ai—6i+3ai> 4—3a— (2a+6)i
(2+ai)(2 —ai) 4 — 22 N 4+ a?

Om uttrycket ska bli reellt s mdste imaginardelen vara 0, dvs.

20+6=0 & a=-3.

Ekvationer

For att tva komplexa tal z = a + bi och w = ¢ + di ska vara lika, krdvs att bade real-
och imaginardel ar lika, dvs. att @ = c och b = d. Nar man soker ett okdnt komplext
tal z i en ekvation kan man antingen forsoka losa ut talet z pa vanligt vis, eller sdtta
in z = a + bi i ekvationen och dérefter jaimfora real- och imagindrdelar i ekvationens
bada led med varandra.

Exempel 9
a) Losekvationen 3z4+1—i=2z—-3+47i.
Samla z i védnsterledet genom att subtrahera bada led med z
2z4+1—i=—-3+7i
och subtrahera sedan med 1 — i

2z = —4 + 8i.

—4 + 8i :
Detta ger att z = 2+ L= 2 + 4.

b) Los ekvationen z(—1—1i) =6 — 2i.
Dela bdda led med —1 — i for att fa fram z

by o1 41)  —646it2 22 448
,_6-2i  (6-2i)(-1+i) —6+6i+2i-22 —4+8 .
—T—i  (-T=i)(-1+1) (-1)2 = 2
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d)

Los ekvationen 3iz —2i =1 —z.
Adderar vi z och 2i till bada led fas

Biz+z=14+2i < z(Bi+1)=1+2i
Detta ger att

C1+42i

Z (1+2))(1—3i) 1-3i+2i—6> 7—i
1430 (1+30)(1-3i) 1—9i2 10

Los ekvationen 2z +1—i =2z + 3+ 2i.

I ekvationen forekommer z ocksa som z och darfor skriver viz som z = a +ib
och 16ser ekvationen for a och b genom att sétta real- och imaginédrdel av bada
led lika

2(a+bi)+1—i=(a—0bi)+3+2i

dvs.
(2a+1)+ (2b—1)i=(a+3)+ (2—-1)i,

2a+1=a+3 o a=2
2b—1=2-b b=1"

Svaret ar alltsd z = 2 + 1.

vilket ger att




3.1 Ovningar

Ovning 3.1:1
Skriv i formen a + bi, dar a och b ar reella tal
a) (5—2i)+ (3+5i) b)
c) i(2+3i) d)
e) (1+i)(2—1i)? f)
Ovning 3.1:2
Skriv i formen a + bi, dar a och b &r reella tal
2) 3—2i b)
1+
2 —iy/3)?
g (2-iv3) Q
1+ z\/§
Ovning 3.1:3
N . 3+1
Bestdm det reella tal a sa att uttrycket p
med noll).
Ovning 3.1:4
Los ekvationerna
a) z4+3i=2z-2 b)
¢ iz+2=2z-3 d)
o ZZTl_s.; )

zZ+1
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3i— (2 —i)
(3 — 2i)(7 + 5i)

i20 + Z'll

3 1+i
4-6i 3+2i

5
141

3i +

2—-3i

blir rent imaginért (dvs. realdel lika

(2—i)z=3+2i
Q2+i)z=1+i

(14i)z+iz=3+5i

N
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3.2 Polar form

Innehall:

Det komplexa talplanet

Addition och subtraktion i talplanet

Belopp och argument

Polér form
= Multiplikation och division i poldr form
= Multiplikation med i i talplanet

Lirandemal:

Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

= Ha geometrisk forstdelse for de komplexa talen och rakneoperationerna i
talplanet.

= Kunna omvandla komplexa tal mellan formen a + ib och polér form.

Det komplexa talplanet

Eftersom ett komplext tal z = a + bi bestar av en realdel a och en imaginérdel b, sd kan
z betraktas som ett ordnat talpar (4, b) och tolkas som en punkt i ett koordinatsystem.
Man bildar dérfor ett koordinatsystem genom att stilla en imaginédr axel (en tallinje
med enheten i) vinkelrdt mot en reell axel (den reella tallinjen). Vi kan nu beskriva
varje komplext tal med en punkt i detta koordinatsystem, och varje punkt beskriver
ett unikt komplext tal. Denna geometriska tolkning av de komplexa talen kallas det
komplexa talplanet.

Anm. De reella talen, dvs. alla komplexa tal med imagindrdel 0, ligger alltsa langs den
reella axeln. Man kan dérfor se utvidgningen av talsystemet fran R (de reella talen) till
C (de komplexa talen) som att tillféra en ny dimension till den redan fyllda tallinjen.



Im

A
4i +
. 4 —.i— 3i
—4 —l— 2i 0i |
il
' : : : ' : +—» Re
-4 -3 -2 -1 2 3 4
i
—2it o
3—-2i
o —3it
—3—-3i
—4il

Det komplexa talplanet med talen —4 + 2i, —3 — 3i, 3 — 2i och 4 + 3i marker-

ade.

Addition av komplexa tal far helt naturligt en enkel tolkning i det komplexa talplanet
och sker geometriskt pa samma sétt som vid addition av vektorer. Subtraktion kan ses

som addition av motsvarande negativa tal, dvs. z — w = z + (—w).

Geometriskt fas talet z + w
genom att ett tiankt linjeseg-
ment fran 0 till w parallellfor-
flyttas sa att startpunkten i O
hamnar i z. D& kommer linje-
segmentets slutpunkt w hamna
iz+w.

Im
A

oz
/_.Re
o
22w

—w

Subtraktionen z - w kan skri-
vas som z + (-w) och kan darfor
tolkas geometriskt som att ett
tankt linjesegment fran 0 till -w
parallellforflyttas sa att 0 ham-
nar i z. D4 hamnar segmentets
slutpunkt -w i z - w.
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Exempel 1
Givetz = 2+iochw = —3 —i. Markera z, w, Z, Z — W och z — w i det komplexa
talplanet.
Vi har att
mz=2—1, IT
"W =—-3+1,
zZ—w
mz—w=2+4i—(-3—1) 3 .
=542, ?
= i -l = Re
mz—w=2—i—(-3+1i) o .
=5-2i (=z—w) w e
Z—W
Notera hur komplexkonjugerade tal ar

spegelsymmetriska i reella axeln.

Exempel 2
Markera i det komplexa talplanet alla tal z som uppfyller foljande villkor:

a) Rez >3,
b) —-1<Imz<2.

Den forsta olikheten definierar omradet i figuren till vanster nedan och den andra
olikheten omradet i figuren till hoger nedan.




Im

Alla tal som uppfyller Rez >
3 har en realdel som éar storre
an eller lika med 3. Dessa tal
bildar det fargade halvplanet i
figuren.

Im

Tal som uppfyller —1 <Imz <
2 har en imagindrdel som &r
mellan —1 och 2. Dessa tal lig-
ger dérfor inom det bandfor-
made omrdde som markerats i
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figuren. Den undre horisontel-
la linjen &r streckad och det be-
tyder att punkter pd den lin-
jen inte tillhor det fargade om-
radet.

Absolutbelopp

De reella talen gar att ordna i storleksordning, dvs. vi kan avgora om ett reellt tal ar
storre dn ett annat; ju langre till hoger pa den reella tallinjen desto storre dr talet.

For de komplexa talen saknar man denna mdjlighet. Vi kan inte utan vidare avgora
vilket tal som dr storst av tex. z = 1 —i och w = —1 +i. Med hjdlp av begreppet
absolutbelopp kan vi dock definiera ett matt pa storleken av ett komplext tal.

For ett komplext tal z = a + ib definieras absolutbeloppet |z| som

Vi ser att |z| &r ett reellt tal och att |z| > 0. For reella tal r b = 0 och da géller att |z| =

Va2 = |a|, vilket 6verensstimmer med den vanliga definitionen for absolutbelopp
av reella tal. Geometriskt dr absolutbeloppet avstandet fran talet z = a + ib (punkten
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(a,b)) till z = 0 (origo), enligt Pythagoras sats.

Avstand mellan komplexa tal

Med hjélp av formeln f6r avstdnd mellan punkter i ett koordinatsystem far man ocksa
en viktig och anvidndbar tolkning av absolutbelopp. Avstandet s mellan tva komplexa
tal z = a + ib och w = c + id (se figur) kan med hjélp av avstandsformeln skrivas

s:\/(a—c)2+(b—d)2.

Eftersom z —w = (a — ¢) +i(b — d), s& f&r man att

|z —w| = \/(a — )2+ (b — d)? = avstdndet mellan talen z och w.

Im

Exempel 3
Markera foljande talmédngder i det komplexa talplanet:



a)

2] =2

Ekvationen beskriver alla tal vars avstdnd
till origo dr 2. Dessa tal bildar i det kom-
plexa talplanet en cirkel med radien 2 och
medelpunkt i origo.

Im
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i
N

Im
A
b) [z—-2|=1
Denna ekvation uppfylls av alla tal vars
avstand till talet 2 ar 1, dvs. en cirkel med ra- N R
dien 1 och medelpunktiz = 2. \__ €
Im
. A
o |z+2—-i|<2
Vinsterledet kan skrivas |z — (—2 +1) |, vilket
innebar alla tal pa avstandet < 2 fran talet
—2 + 1, dvs. en cirkelskiva med radien 2 och » Re
medelpunkti —2 +i. A4
Im
A
d L<lz—(+3)|<1 @
Mingden ges av alla tal vars avstdnd till z =
2 + 3i ar mellan % och 1. > Re
Exempel 4

Markera i det komplexa talplanet alla tal z som uppfyller villkoren




79

a)

b)

|z—2i| <3
1<Rez<2

Den forsta olikheten ger punkterna pd och innanfér cirkeln med radie 3 och
medelpunkt i 2i. Den andra olikheten ger ett vertikalt band av punkter med
realdel mellan 1 och 2. Det omrade som uppfyller de bada olikheterna ges av

de punkter som samtidigt ligger inom cirkeln och bandet.

lz+1|=|z—2]

Ekvationen kan skrivas |z — (—1)| = |z — 2|. Man ser d4 att z ska ligga pa
samma avstand frdn —1 som fran 2. Detta villkor uppfylls av alla tal z som

har realdel %

l/ - L

Im

= Re

Det firgade omradet
bestér av de punkter
som uppfyller olikheter-
na |z —2i| <3

och1l <Rez <2.

De punkter som upp-
fyller likheten |z 4+ 1| =
|z — 2| ligger pa linjen
med realdel lika med 1.
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Polar form

I stéllet for att ange ett komplext tal z = x + iy i dess rektanguldra koordinater (x,y)
kan man anvinda poldra koordinater. Detta innebér att man anger talets ldge i det
komplexa talplanet genom dess avstand, r, till origo, samt den vinkel, x, som bildas
mellan den positiva realaxeln och strackan fran origo till talet (se figuren).

Im
A

r rsin a

b4
! » Re
T COS &

Eftersom cosa = x/r och sina = y/r sd &r x = rcosa och y = rsina. Talet z =
x + iy kan déarfor skrivas som

z=rcosa+irsinag =r(cosa +isina),

vilket kallas den polira formen av ett komplext tal z. Vinkeln « kallas arqumentet for z
och skrivs

a = arg z.

Vinkeln « kan t.ex. bestimmas genom att 10sa ekvationen tan« = y/x. Denna ekvation
har dock flera 16sningar, varfor man madste se till att man véljer den 16sning « som gor
att z = r(cos w + i sin ) hamnar i riatt kvadrant.

Argumentet till ett komplext tal dr inte heller unikt bestimt eftersom vinklar som
skiljer sig &t med 27 anger samma riktning i det komplexa talplanet. Normalt brukar
man dock ange argumentet som en vinkel mellan 0 och 27 eller mellan —7 och 7.

Det reella talet r, avstdndet till origo, kdnner vi redan som beloppet av z,

r=1/x2+y*=|z|
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a)

b)

d)

Exempel 5

Skriv foljande komplexa tal i polédr form:

-3

Vi har att | — 3| = 3 och arg(—3) = , vilket betyder att —3 = 3(cos 77 +
i sin 7).

i

Vi har att |i| = 1 och argi = 7/2 sa i poldr form dr i = cos(mt/2) +
i sin(rt/2).

1—1

Formeln for beloppet av ett komplext tal ger att |1 —i| = /12 4+ (—1)? =

/2. Det komplexa talet ligger i den fjarde kvadranten och bildar vinkeln 7t /4
med den positiva reella axeln, vilket ger att arg(1 — i) = 2m — /4 = 7 /4.
Alltsa ar 1—i = /2 (cos(7/4) +isin(7/4) ).

2v/3 4 2i

Beloppet &r enklast att rdkna ut

12v/3+2i| = 1/(2V3)2+22 = V16 = 4.

Om vi kallar argumentet for « sd uppfyller det sambandet
2 1

23 V3

och eftersom talet ligger i den forsta kvadranten (positiv real- och imag-

indrdel) sa &r « = 71/6 och vi har att

2\/§+2i:4<cos%+isin%>.

tana =

Im
A

2v/3 4 2i

9

1
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Multiplikation och division i polidr form

Den stora fordelen med att ha komplexa tal skrivna i poldr form ar att multiplika-
tion och division da blir véldigt enkla att utfora. For godtyckliga komplexa tal z =
|z| (cosa + isina) och w = |w]| (cos B + isin B) kan man genom de trigonometriska
additionsformlerna visa att

z-w = |z| |w| (cos(a + B) +i sin(a + B)),

d

= —(cos(a — B) +i sin(a — B)).

z
w  |wl

Vid multiplikation av komplexa tal multipliceras alltsa beloppen, medan argumenten
adderas. Vid division av komplexa tal divideras beloppen och argumenten subtraheras.
Detta kan kortfattat skrivas:

|z-w|=|z]| |w]| och arg(z - w) = arg z + arg w,
z | _ |z| AN B
’5’_ﬁ och arg(5>—argz arg w.

I det komplexa talplanet innebér alltsa en multiplikation av z med w att z forlangs med
faktorn |w| och roteras moturs med vinkeln arg w.

Im Im
A

og

B +
\/Dé > <\lx i » Re
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Exempel 6

Berdkna foljande uttryck och genom att skriva om pa polér form:
1 i 1 i

a) (—(=——=)/(——=+—=

(5w

Vi skriver tdljaren och nimnaren i poldr form

1 i T . . 7w
_Z_E: .<COSI—|—ISII’IT>/
_L+L:1<COS3_7T+ISIHB_7T)/
2 V2 4 4
och da foljer att /mo . . 7n
COS — +1 sIn —

@/ tar R
COSI—FZSII\I

7t 31 .. /7T 371 ..
:cos<———>+z sm(T—T> =cosm+isint=—1.

b) (=2 2i)(1+1)

Faktorerna i uttrycket skriver vi i poldr form

—2—-2i = \/g(cos% +1i sin%r),

1+i= ﬁ(cosg—kising).

Genom att utféra multiplikationen i polédr form far vi att
: : St m . . (5T m
(~2-2i)(1+i) = V8- V2 (cos( 2+ T) +isin(Z- + 7))

—4i.

= 4<cos37n +1 sin?%n)
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Exempel 7

a) Berdkna iz och % om z =2 (cos % +isin %) Svara pa polédr form.

Eftersom i =1 - (cos% +1isin %) sd ar

iz = 2(cos<E + E) +i sin<z+ )) = 2(c052§ +isin2§>,

s ) rion(gta
2= 2(cos<% - g) +1 sm(% - g) ) = 2((:05? +1 sin%).
b) Berdkna iz och ? om z = 3<COS %T + isin %) . Svara pad polar form.

Anvénder vi den poldra formen av i sd fas att

iz = 3<cos<7—n+z) +1 sin<7—n+z>) :3<c059—n+isin9—ﬂ>

4 2 4 2 4 4
:3<cosg—|—isin%),
§:2<COS<%— %T) —i—isin(%r—g)) :2<cos¥+isin¥>.

Vi ser hédr att multiplikation med i innebar en rotation 77/2 moturs, medan division
med i medfor en rotation 7t /2 medurs.

Im Im

iz

ig e
o2 /
7rt/4
: ) :7[/6 > Re : : C—o—o—»Re
z/i / t s

. .

z/i z
De komplexa talen z, iz och z/i De komplexa talen z, iz och z/i
nér |z| =2ochargz = 71/6. nér |z| =3 ochargz = 7m/4.
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3.2 Ovningar

Ovning 3.2:1

Givet de komplexa talen z =2+, w = 2+ 37 och u = —1 — 2i. Markera foljande tal
i det komplexa talplanet

a) zochw b) z+uochz—u

) 2z+4w d z—w+u

Ovning 3.2:2

Rita in foljande mangder i det komplexa talplanet

a) 0<Imz<3 b) 0<Rez<Imz<1
o |z|=2 d |z—-1-i=3

e) Rez=i+z ) 2<]z—i] <3
Ovning 3.2:3

De komplexa talen 1+, 3 4 2i och 3i bildar i det komplexa talplanet tre horn i en
kvadrat. Bestim kvadratens fjarde horn.

Ovning 3.2:4
Bestam beloppet av
a) 3+4 b) (2—i)+ (5+3i)
. . 3—4i
c) (3—4i)(3+2i) d) ST
Ovning 3.2:5
Bestdm argumentet av
a) —10 b) —2+2i
. . i
o  (V3+i)(1—i) )
Ovning 3.2:6
Skriv foljande tal i polar form
a) 3 b) —11i
o) —4—4i d) /10 ++/30i
14+iV3 (2+2i)(1+iV3)

© T

3i(v/12 — 2i)



3.3 Potenser och rotter

Innehall:

® De Moivres formel

Binomiska ekvationer

Exponentialform

Eulers formel
= Kvadratkomplettering
= Andragradsekvationer

Lirandemal:

Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

= Berdkna potenser av komplexa tal med de Moivres formel.

» Berdkna rotter av vissa komplexa tal genom omskrivning till poldr form.
= [osa binomiska ekvationer.

= Kvadratkomplettera komplexa andragradsuttryck.

= Losa komplexa andragradsekvationer.

De Moivres formel
Réknereglerna arg(zw) = argz +argw och |zw| = |z| - |w| betyder att

{ arg(z-z) = argz +argz { argz’ = 3argz

|2z = |z - [2] %] = |z

For ett godtyckligt tal z = r (cosa + i sinw) har vi dédrfor foljande samband
n

z" = (r(cosa +isina))" = 1" (cosna +i sinna).

Om |z| = 1, (dvs. z ligger pa enhetscirkeln) géller speciellt

(cosa +isina)" = cosna + i sinna,
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vilket brukar kallas de Moivres formel. Denna relation dr mycket anvandbar nar det
géller att hdarleda trigonometriska identiteter och berdkna rétter och potenser av kom-
plexa tal.

Exempel 1
141

V2

Skriver vi z i polar form

100

Om z = , berdkna z3 och z

1 T .. Tt
zZ=—-+ cos——i—zsm—)

V2 %:1-( 4 4

sd ger de Moivres formel oss att

Z3:<cosz+isinz>3:cos3—ﬂ+isin3—n:—L—I—Li:_1+i
i 4 TN A N
,100 _ <COS T isin ™ )100 oo 1007 tisin 1007
4 4 4 4
= c0os257T 41 sin257T1 = cos Tt + i sint = —1.

Exempel 2
Pa traditionellt sdtt kan man med kvadreringsregeln utveckla

2 — cos2p + i sinv + 2i sinv cosv

— cos?v — sinv + 2i sinv cosv

(cosv +1isinv)

och med de Moivres formel fa att

2

(cosv +i sinv)” = cos2v + i sin 2v.

Om man identifierar real- respektive imagindrdel i de bdda uttrycken far man de
kdnda trigonometriska formlerna

2 2

{ Cc0s 20 = cos“ v — sin“v,

sin2v = 2 sin v cos .
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Exempel 3

(V3 +i)t
(1+iv3)7(141)10

Vi skriver talen v/3+1i,1+iv3o0och1+1ii polér form

Berdkna

= \/§+i:2(cos%—|—isin%>,

. 1+i\/§:2<cos§+isinz>,

3
. T, . T
-1+1—\/§<cosz+zsmz).
D3 far vi med de Moivres formel att
147 147
14 iqrt . L 13T
(\/§+i)14 - 2 <cos G + 1 sin 6 )
(1+ivV3)7(1+i)10 7 o TN 10 10 . . 107
2 (cos 5 Tisin 3> (V2) (COS L Tisin— )

och detta uttryck kan forenklas genom att utféra multiplikationen och divisionen
i polar form

4 4
pl4 (cos 1% +1i sin 1—7T )

2§n> =2 (cos(=157) +isin(~3) )

297
212( ..
COS _6 4+ 1 sIin _6

Binomiska ekvationer

Ett komplext tal z kallas en n:te rot av det komplexa talet w om

Ovanstdende samband kan ocksa ses som en ekvation dar z dr obekant, och en sddan
ekvation kallas en binomisk ekvation. Losningarna ges av att skriva bada leden i polar
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form och jamfora belopp och argument.
For ett givet tal w = |w| (cos 6 + i sin ) ansétter man det sokta talet z = r (cosa +
i sina) och den binomiska ekvationen blir

r" (cosna +isinna) = |w| (cosf +isinf),

dar de Moivres formel anvénts i vansterledet. For belopp och argument maste nu gélla

r't =w|,

ne =6+k-2m.
Observera att vi lagger till multipler av 277 for att fd& med alla viarden pd argumentet
som anger samma riktning som 6. Man far da att

{r=W,

w = (0+2km)/n, k=0,+1,+2,...

Detta ger ett vdrde pd r, men odndligt manga vadrden pa a. Trots detta blir det inte
odndligt mdnga losningar. Fran k = 0 till k = n — 1 far man olika argument for z och
darmed olika ldagen for z i det komplexa talplanet. For 6vriga virden pa k kommer
man pga. periodiciteten hos sinus och cosinus tillbaka till dessa ldgen och fér alltsd
inga nya losningar. Detta resonemang visar att ekvationen z" = w har exakt n rotter.

Anm. Observera att rotternas olika argument ligger 27t/n ifrdn varandra, vilket gor

att rotterna ligger jamnt fordelade pa en cirkel med radien {/|w| och bildar horn i en
regelbunden n-horning.

Exempel 4

Los den binomiska ekvationen z* = 161i.
Skriv z och 16 i polédr form
m z =r(cosa +1isina),

L] 16i:16<cos§—|—ising).

D4 ger ekvationen z* = 16i att

r* (cosda + i sinda) = 16(cosg +i sin%).

Nar vi identifierar belopp och argument i bada led fas att

{r4:16, {rzé/l_zz,
dvs.

4o = /2 + k- 271, x=mn/8+kr/2, k=0,1,2,3.
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Losningarna till ekvationen dr alltsa Im
’21:2<Cos%+ising>, Z.2
2<cos——|—zsin5—n>, 21
8 :\ / 8 > Re

< 97t

:2<cos—+zsm?>, Z3¢

13 13 Tz
:2<cos—ﬂ-|-zsin7n>. #

Exponentialform av komplexa tal

Om vi behandlar 7 likvardigt med ett reellt tal och betraktar ett komplext tal z som en
funktion av « (och r dr en konstant),

f(a) =r(cosa+1 sina)
sd far vi efter derivering
f'(a) = —rsina+ricosa = ri>sina +ri cosa = ir(cosa +isina) =i f(«)
f"(a) = —r cosa —rising = i*r (cosa + i sina) = i* f(a)
OSV.

Den enda reella funktion med dessa egenskaper ar f(x) = e**, vilket motiverar defi-
nitionen ‘
e = cosa +i sina.

Denna definition visar sig vara en helt naturlig generalisering av exponentialfunktio-
nen for reella tal. Om man sitter z = a + ib sd far man

e? ="t = ¢ ¢t = ¢"(cos b+ i sinb).

Definitionen av ¢* kan uppfattas som ett bekvdmt skrivsitt for den poldra formen av
ett komplext tal, eftersom z = r (cosa + i sina) = re™.

Exempel 5

For ett reellt tal z 6verensstimmer definitionen med den reella exponentialfunktio-
nen, eftersom z = a 4 0 - i ger att

e? = "0 = ¢%(cos 0 +isin0) = e” - 1 = e".
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Exempel 6

Ytterligare en indikation pd det naturliga i ovanstdende definition ges av samban-
det ' |
(em)n = (COS « +isin cx)” = cosna -+ isinna = "™

vilket visar att de Moivres formel egentligen dr identisk med en redan kdnd

potenslag,
(a¥)¥ = a".

Exempel 7
Ur definitionen ovan kan man erhélla sambandet
el = cosmT+isinm = —1

vilket knyter samman de tal som brukar rdknas som de mest grundldggande inom
matematiken: e, 77, i och 1. Detta samband betraktas av manga som det vackraste
inom matematiken och upptéacktes av Euler i borjan av 1700-talet.

Exempel 8
Los ekvationen (z +1)% = —8i.
Sétt w = z +i. Vi far da den binomiska ekvationen w> = —8i. Till att borja med

skriver vi om w och —8i i poldr form

m w=r(cosa+isina) =re",

m 8 = 8<C08377T +i sin37n> = 8¢37/2,

Ekvationen blir i polédr form 33

ment i bdda led har vi att

= 8¢37/2 och identifierar vi belopp och argu-

{ r’ =8 N { = V8,
30 = 37/2 + 2k, x=m/2+2kn/3, k=0,1,2.
Rotterna till ekvationen blir darmed

L] —267”/2—2<Cos—+151 )
7
6

. 7T
m o, = 2¢77/6 :2<cos—+z sin

6 n>:_\/§_i’
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. w3:2611”"/6:2<c0s117n+isin117n> =3—1,

dvs. z1 =2i—i=1i, zp = —/3 —2i och z3 = /3 —2i.

Exempel 9

2

Los ekvationen z- = Z.

Om z = a +ib har |z| = r och argz = « sa galler att z = a — ib har [z| = r och
argz = —a. Dérfor giller att z = re' och z = re . Ekvationen kan ddrmed
skrivas . _ ' '

(ré®)? =re ™  eller r***=re %,

vilket direkt ger att » = 0 &r en 16sning, dvs. z = 0. Om vi antar att r # 0 s kan
ekvationen skrivas re>® = 1, som ger efter identifikation av belopp och argument

r=1, N r=1,
3a = 0+ 2k, o =2km/3, k=0,1,2.
Losningarna ar

mz =0 =1,

: 27 27 1 3
— 2mi/3 _ i Qi - ]
w7y =2¢ cos3—|—zsm3 2—|—21,
. 4 4 1
-23—647“/3:cos?ﬂ+isin?n:—E—gi,
'Z4—0

Kvadratkomplettering

Kvadreringsreglerna,
(a+4b)? = a*+2ab + b?
(a — b)? = a* — 2ab + b?

som vanligtvis anvdnds for att utveckla parentesuttryck kan dven anvandas bakldanges
for att erhalla jamna kvadratuttryck. Exempelvis ar

X +dx4+4=(x+2)?
x> —10x +25 = (x — 5)2
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Detta kan utnyttjas vid 16sning av andragradsekvationer, t.ex.

¥ 4+4x+4=09,
(x4+2)*>=09.

Rotutdragning ger sedan att x +2 = ++/9 och darmed att x = —243,dvs. x = 1
eller x = —5.

Ibland maste man ldagga till eller dra ifrdn lampligt tal for att erhdlla ett jamnt
kvadratuttryck. Ovanstdende ekvation kunde exempelvis lika gédrna varit skriven

x> +4x—5=0.
Genom att addera 9 till bdda led fér vi det onskade uttrycket i vénster led:

24+ 4x—5+9=0+9,
x2+4x+4 =9,

Metoden kallas kvadratkomplettering.

Exempel 10

a) Losekvationen x> —6x +7 =2.

Koefficienten framfor x &r —6 och det visar att vi maste ha talet (—3)? = 9
som konstantterm i véanstra ledet for att fa ett jamnt kvadratuttryck. Genom
att lagga till 2 pd bada sidor astadkommer vi detta:

X2 —bx+7+2=2+2,
x> —6x+9 =14,
(x —3)? =4.

Rotutdragning ger sedan att x — 3 = £2, vilket betyder att x = 1 och x = 5.

b) Losekvationen z% +21 =4 — 8z.

Ekvationen kan skrivas z? + 8z + 17 = 0. Genom att dra ifrdn 1 p& bada sidor
far vi en jamn kvadrat i vanster led:

2 4+8z+17-1=0-1,

Z+8+16 =-1,

(z+4)? = -1,

och dérfor dr z +4 = £+1/—1. Med andra ord &r l6sningarna z = —4 — i och
z=—4+1.
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Generellt kan man sdga att kvadratkomplettering gdr ut pa att skaffa sig “kvadraten
pd halva koefficienten for x” som konstantterm i andragradsuttrycket. Denna term kan
man alltid lagga till i bada led utan att bry sig om vad som fattas. Om koefficienterna
i uttrycket d&r komplexa sd kan man ga till vaga pd samma sétt.

Exempel 11

Los ekvationen x2 — %x +1=2.

Halva koefficienten for x 4r —3. Vi lagger alltsa till (— %)2 = 10 ibadaled

[[e)

X% — 3x+16+1_2+
(x—4%)° +1=%,

(x—3)° =3

= 2.
Nu ar det enkelt att fa fram att x — % = ig och ddarmed att x = % + %, dvs. x = —
och x = 3.

OJI»-P

(JJI»P

Q=

Exempel 12
Los ekvationen x? + px+4q = 0.

Kvadratkomplettering ger

N——
N N

o (B
(o)
.- _ ,/

Detta ger den vanliga formeln, pg-formeln, for 16sningar till andragradsekvationer

pim.

| I
S

N
Mm N
I\)

I
VRS

Exempel 13
Los ekvationen z2 — (12 + 4i)z — 4 + 24i = 0.

Halva koefficienten for z &r — (6 + 2i) sa vi adderar kvadraten pa detta uttryck till
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bada led
22— (12 4+ 4i)z 4 (—(6 4 2i))* — 4+ 24i = (— (6 +2i))*%

Réaknar vi ut kvadraten (—(6 -+ 2i))? = 36 + 24i + 4i> = 32 + 24i i hogerledet och
kvadratkompletterar vansterledet fas

(z— (6+2i))* — 4 +24i = 32+ 24i,

(z — (6 +2i))? = 36.

Efter en rotutdragning har vi att z — (6 +2i) = £6 och ddrmed &r losningarna
z=12+2iochz = 2i.

Om man vill 4stadkomma en jamn kvadrat i ett fristdende uttryck s kan man ocksa
gora pa samma sdtt. For att inte dndra uttryckets varde lagger man da till och drar
ifrdn den saknade konstanttermen, exempelvis

x> +10x+3=x>+10x+25+3 —25
= (x+5)% —22.

Exempel 14
Kvadratkomplettera uttrycket z2 + (2 — 4i)z + 1 — 3i.

Lagg till och dra ifran termen (3(2 — 41'))2 = (1-2i)%? = -3 — 44,

224+ (2-4i)z+1-3i=224+(2—4i)z+(1—-2)%—(1-2i)%+1—3i

(2—4i)z
— (24 (1-2i))* = (1—2i)> +1-3i
— (24 (1—2i))" = (—3—4i) +1—3i
= (z+ (1 - 21))2+4—|—1

Losning med formel

Att 16sa andragradsekvationer dr ibland enklast med hjilp av den vanliga formeln for
andragradsekvationer. Ibland kan man dock raka ut for uttryck av typen v/a + ib. Man

kan da ansitta
z=x+iy=Va+ib.
Genom att kvadrera béda led far vi att

(x4 iy)? = a + ib,
X2 —y? +2xyi = a+ib.
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Identifikation av real- och imagindrdel ger nu att
2y =a,
2xy =b.

Detta ekvationssystem kan 16sas med substitution, t.ex. y = b/(2x) som kan séttas in
i den forsta ekvationen.

Exempel 15
Berdkna /—3 — 4i.
Satt x +iy = v/ —3 — 4i déar x och y &r reella tal. Kvadrering av bada led ger

(x +iy)? = =3 — 4,
X2 —y? +2xyi = —3 — 4i,

vilket leder till ekvationssystemet

{ x2 o y2 - 3’
2xy = —4.
Ur den andra ekvationen kan vi losa ut y = —4/(2x) = —2/x och sitts detta in i
den forsta ekvationen fas att
2 4 4 2
X¥——==-3 < ¥ +3x"-4=0
x

Denna ekvation ar en andragradsekvation i x> vilket man ser littare genom att
sitta t = x2,
t* +3t—4=0.

Losningarna dr t = 1 och t = —4. Den sista l10sningen maste forkastas, eftersom x
och y 4r reella tal och da kan inte x> = —4. Vi far att x = ++/1, vilket ger oss tva
mojligheter

= x=-1somgeratt y=-2/(—-1) =2,

= x=1somgeratt y=—-2/1=-2.

Vi har alltsd kommit fram till att

m:{

1-—24,
—1+2i.




97

Exempel 16

a)

b)

Los ekvationen z2 — 2z + 10 = 0.

Formeln {6r 16sningar till en andragradsekvation (se exempel 3) ger att
z=1£vV1-10=1£vV-9=1+3i.

Los ekvationen z? + (4 — 2i)z — 4i = 0.

Aven hir ger pg-formeln 16sningarna direkt

2= —2+4itV(=2+i)2+4di=—2+it\/A—4i+i2+4i
=-2+i+V3=-2+V3+i

Los ekvationen iz? + (2 + 6i)z +2 + 11i = 0.
Division av bdda led med i ger att
22+
22+ (6 —2i)z +11 — 2i = 0.

=0,

2 ' 2411
-l;6zz+ —l—i i

Applicerar vi sedan pg-formeln sa fas att

z=-3+i+tV(=3+i)2—(11-2i)
= 3+itV—3—4i
= 344 (1-2i),

dér vi anvant det framrdknade vardet pd /—3 —4i frdn exempel 15. Los-
ningarna &r alltsa
—2—1,
z= _
— 4+ 3.
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3.3 Ovningar

Ovning 3.3:1

Skriv foljande tal i formen a + ib, ddr a och b ér reella tal.

. 14iyV/3\12
12
a) (i+1) b (—5—)
. 143412
4522
A (4v/3—4i) d) ( — )
(1+iv3)(1—i)®
e) :
(V3—1i)?
Ovning 3.3:2
Los ekvationerna
a) z*=1 b) z22=-1 ) z2=—-1-—i
4 B z+iN2
d) (z-1)4+4=0 e) (Z_i> =1
Ovning 3.3:3
Kvadratkomplettera foljande uttryck
a) z2+2z43 b) zz—i—3iz—}I
) —z2-2iz+4z+1 d) iz2+(2+3i)z—1
Ovning 3.3:4
Los ekvationerna
a) z2=i b) z2—4z+5=0
1 1
2 _ el — -
¢ z¢+2z4+3=0 d) Z+z >
Ovning 3.3:5
Los ekvationerna
a) z2—2(1+i)z+2i—-1=0 by z22—-(2-i)z+(3-i)=0
o) zZ2—(1+3i)z—4+3i=0 d) (@+i)z22+(1-21i)z=17

Ovning 3.3:6

Bestdm 16sningarna till 722 =1+1idelsi polér form, dels i formen a +ib, dédr a och b
ar reella tal. Anvind resultatet for att berdkna tan(7t/8).
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3.4 Komplexa polynom

Innehall:

= Faktorsatsen
= Polynomdivision
= Algebrans fundamentalsats

Lirandemal:

Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

» Utfora polynomdivision.

= Forstd sambandet mellan faktorer och nollstéllen till polynom.

= Veta att en polynomekvation av grad n har n roétter (rdknade med multi-
plicitet).

= Veta att reella polynomekvationer har komplexkonjugerade rotter.

Polynom och ekvationer

Ett uttryck pd formen
X" 4 a, X" 4 4 aax® 4 agx + ag

dér n dr ett naturligt tal, kallas ett polynom av grad n i en obestimd variabel x. Talet a;
kallas koefficienten for x, a, koefficienten for x2, etc. Konstanten ag kallas konstantter-
men.

Polynom dr grundldggande for en stor del av matematiken och visar bl.a. upp stora
likheter med vdra heltal, vilket gor att vi kan rdkna med polynom pa liknande sitt som
med heltalen.

Exempel 1

Jamfor foljande heltal skrivet i basen 10,
1353 =1-10°+3-10°+5-10+3
med ett polynom i x

P +3x2 +5x+3=1-2+3-224+5-x+3
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och sedan foljande divisioner,

1353
n ST 123 eftersom 1353 = 123-11,
3 2
I +3i++15x+3:x2+2x+3 eftersom x3 4+ 3x2 +5x+3 =

(x2+2x+3)(x+1).

Om p(x) &r ett polynom av grad n sa kallas p(x) = 0 en polynomekvation av grad n.
Om x = a &r ett tal sddant att p(a) = 0 sd kallas x = a en rot, eller 16sning till ekvatio-
nen. Man siger ocksa att x = a ar ett nollstille till p(x).

Som exemplet ovan visade kan polynom divideras precis som heltal. En sddan
division gar, precis som for heltal, i allmédnhet inte jamnt upp. Om t.ex. 37 divideras
med 5, far man

37 35+2 2

=g = 7+ =
Utrdkningen kan dven skrivas 37 = 7 -5 + 2. Talet 7 kallas kvot och talet 2 rest. Man
sdger att division av 37 med 5 ger kvoten 7 och resten 2.

Om p(x) och g(x) &r polynom sa kan man pa liknande sitt dividera p(x) med g(x)
och entydigt bestimma polynom k(x) och r(x) sa att

=

() _ iy 70
A TE)

N
—

eller p(x) = k(x) - g(x) + r(x) . Man séger hér att polynomdivisionen ger kvoten k(x)
och resten r(x).

Det dr uppenbart att en division gar jamnt upp om resten dr noll. For polynom
uttrycks detta pa foljande sitt: Om r(x) = 0 sa &r p(x) delbart med g(x), eller, g(x) &r
en delare till p(x). Man skriver

eller p(x) = k(x)-gq(x).

Polynomdivision

Om p(x) &r ett polynom med hogre grad &n polynomet g(x) sd kan man dividera p(x)
med g(x). Det kan t.ex. goras genom att successivt subtrahera lampliga multipler av
g(x) fran p(x) tills den aterstdende tdljaren har lagre grad 4n g(x) i ndmnaren.
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Exempel 2

x>+ x%—x+4
x+2

Utfor polynomdivisionen

Det forsta steget ar att vi ligger till och drar ifrdn en lamplig x>-term i tiljaren

B4 —x+4 B 42x2 -2+ x> —x+4
x+2 N x+2 '

Anledningen till att vi gor detta 4r att nu kan deluttrycket x> 4 2x? skrivas som
x?(x + 2) och férkortas med namnaren

x(x+2)—2x2 +x>—x+4 _x2+—x2—x—|—4
x+2 B x+2

Sedan lagger vi till och drar ifrdn en lamplig x-term s& att den ledande x?-termen i
taljaren kan forkortas bort

2, —x?—2x+2x—x+4 :x2+—x(x+2)+2x—x+4
x+2 x+2

_ 2 x+4
=x x—|—x+2.

X

Det sista steget dr att vi lagger till och drar ifrdn en konstant

2_, Xt o XH2-2+44 5 2
X x+x+2—x X+ P =x x+1+x+2.
Alltsd galler att
X34+ x®—x+4 2
=x°— 1 .
x+2 o +x+2

Kvoten &r x? — x + 1 och resten dr 2. Eftersom resten inte &r noll gar divisionen inte
jamnt upp, dvs. g(x) = x + 2 dr inte en delare till p(x) = x> + x> — x + 4.

Samband mellan faktorer och nollstiallen

Om g(x) ar en delare till p(x) sa géaller alltsa att p(x) = k(x) - g(x). Vi har darmed
faktoriserat p(x). Man sédger att g(x) &r en faktor i p(x). Speciellt giller att om forsta-
gradspolynomet (x — a) dr en delare till p(x) s& dr (x — a) en faktor i p(x) , dvs.

p(x) =q(x) - (x —a).

Eftersom p(a) = g(a)-(a—a) = q(a)-0 =0 sa betyder detta att x = 4 &r ett nollstélle
till p(x). Detta ar precis innehallet i den s.k. faktorsatsen.
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Faktorsatsen:

(x —a) &r en delare till polynomet p(x) om och endast om x = a &r ett nollstélle
till p(x).

Observera att satsen géller at bada héllen, dvs. om man vet att x = a &r ett nollstélle
till p(x) sé vet man automatiskt att p(x) ar delbart med (x — a).

Exempel 3

Polynomet p(x) = x?> — 6x + 8 kan faktoriseras som
x> —6x+8=(x—2)(x—4)

och har darfor nollstidllena x = 2 och x = 4 (och inga andra). Det &r precis dessa
man far fram om man loser ekvationen x> —6x +8 = 0.

Exempel 4

a) Faktorisera polynomet x? — 3x — 10.

Genom att bestimma polynomets nollstédllen far man enligt faktorsatsen au-
tomatiskt dess faktorer. Andragradsekvationen x> —3x — 10 = 0 har 16s-

ningarna
2
x=3+y ()~ (F10) =3£5,

dvs. x = —2 och x = 5. Detta betyder att x> —3x —10 = (x — (=2))(x —5) =
(x+2)(x—5).

b) Faktorisera polynomet x? -+ 6x + 9.

Detta polynom har en dubbelrot
x=-3+V(-3)?2-9=-3
och darmed ar x?> +6x +9 = (x — (=3))(x — (=3)) = (x +3)2.
c) Faktorisera polynomet x? — 4x + 5.

I detta fall har polynomet tva komplexa rotter

x=2+22-5=2++-1=2+i

och faktoriseringen blir (x — (2 —1))(x — (2+1)).
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Exempel 5

Bestam ett tredjegradspolynom med nollstédllena 1, —1 och 3.

Polynomet maste enligt faktorsatsen ha faktorerna (x — 1), (x +1) och (x — 3).
Multiplicerar vi ihop dessa faktorer far vi just ett tredjegradspolynom

(x—1D)(x+1)(x=3)= (x> —1)(x —3) = x> —3x2 — x + 3.

Algebrans fundamentalsats

Vi inférde i borjan av detta kapitel de komplexa talen for att kunna losa andragrads-
ekvationen x> = —1 och man kan nu stilla sig den lite mer teoretiska fragan om detta
racker, eller behover vi uppfinna fler typer av tal for att kunna 16sa andra mer kom-
plicerade polynomekvationer. Svaret pd den fragan ar att det behover vi inte gora utan
det rdcker med de komplexa talen. Den tyske matematikern Carl Friedrich Gauss be-

visade ar 1799 algebrans fundamentalsats som séger foljande:

Varje polynom av grad n > 1 med komplexa koefficienter har minst ett noll-
stdlle bland de komplexa talen.

Eftersom varje nollstélle enligt faktorsatsen motsvaras av en faktor, kan man nu ocksa
faststélla foljande sats:

Varje polynom av grad n > 1 har exakt n stycken nollstédllen om varje nollstille
raknas med sin multiplicitet.

(Med multiplicitet menas att ett dubbelt nollstille rdknas 2 ganger, ett trippelnollstille
3 ganger, osv.)

Notera att dessa satser bara sédger att det finns komplexa rotter till polynom men inte
hur man raknar ut dessa. I allmédnhet finns det ingen enkel metod att skriva upp en
formel for rotterna, utan for polynomekvationer av hogre gradtal far vi anvanda di-
verse knep for att 16sa. Om vi héller oss till polynom med reella koefficienter sa &r
ett av dessa knep som kan hjdlpa oss att polynomets komplexa rotter alltid dr kom-
plexkonjugerade.
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Exempel 6

Visa att polynomet p(x) = x* — 4x3 + 6x? — 4x + 5 har nollstdllena x = i och
x = 2 —i. Bestdm dérefter dvriga nollstéllen.

Vi har att
p(i) =i* — 42 + 6> —4i+5=1+4i—6—4i+5=0,
p2—i)=(2—i)*—4(2—i)*+6(2—i)* —4(2—i) +5.
For att rdkna ut det sista uttrycket behdver vi bestimma
(2—i)?=4—4i+i* =34

(2—i)=(3—4i)(2—i) =6—3i — 8 +4i* =2 —11i,
2-)=2-11)(Q2—i) =4 —2i —22i + 11i* = —7 — 24i.

Detta ger att

p(2—i) = —7—24i —4(2 —11i) + 6(3 — 4i) —4(2 —i) +5
— 7 —24i —8+44i+18 —24i —8+4i +5=0,

vilket visar att i och 2 — i dr nollstéllen till polynomet.

Eftersom polynomet har reella koefficienter kan vi direkt sdga att de tva andra
nollstédllena dr komplexkonjugatet av de tva forsta nollstédllena, dvs. de tvd andra
rotterna dr z = —i och z =2 + 1.

En konsekvens av algebrans fundamentalsats (och faktorsatsen) dr att alla polynom
kan faktoriseras i en produkt av komplexa forstagradsfaktorer. Detta géller d&ven poly-
nom med reella koefficienter, men for dessa gar det att multiplicera ihop forstagrads-
faktorer som hor till komplexkonjugerade rotter och fa en faktorisering helt med reella
forsta- och andragradsfaktorer.

Exempel 7

Visa att x = 1 &r ett nollstalle till p(x) = x3 + x> — 2. Faktorisera darefter p(x) i
polynom med reella koefficienter, samt fullstandigt i forstagradsfaktorer.

Vi har att p(1) = 134+1%2 -2 = 0 vilket visar att x = 1 &r ett nollstalle till
polynomet. Enligt faktorsatsen betyder detta att x — 1 4r en faktor i p(x), dvs. att
p(x) ar delbar med x — 1. Vi delar darfor polynomet med x — 1 for att fa aterstdende
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faktor om x — 1 bryts ut ur polynomet

3 2 2 2 2
x° +x 2 x“(x—1)4+2x 2 2x 2 2x(x —1)+2x —2
( ) 2 x2 ( )

x—1 x—1 x—1 x—1
2x — 2 2(x —1
=x2+2x—|—x—=x2+2x+u=x2+2x+2.
x—1 x—1

Alltsé har viatt p(x) = (x —1)(x® +2x +2).
Nu Aterstar att faktorisera x? + 2x + 2. Ekvationen x2 + 2x + 2 = 0 har los-
ningarna

x=-1£V(-1)2-2=-1+vV-1=-1+i
och déarfor har polynomet foljande faktoriseringen i komplexa forstagradsfaktorer

P —2=(x-12+2x+2)=(x—1)(x — (=1+1))(x — (=1 —1))
=(x—-1D(x+1-0)(x+1+1).
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3.4 Ovningar
Ovning 3.4:1
Utfor foljande polynomdivisioner (alla gar inte jamnt ut)
2 1 2 3 3
2) X b) x 0 x° +a
x—1 x+1 xX+a
X3+ x+2 B +2x2+1
d — e)
x+1 x2 +3x +1
Ovning 3.4:2

Ekvationen z® — 3z + 4z — 2 = 0 har roten z = 1. Bestdm 6vriga rotter.

Ovning 3.4:3

Ekvationen z* + 223 4+ 62> + 82+ 8 = 0 har rotterna z = 2i och z = —1 —i. Los
ekvationen.

Ovning 3.4:4

Bestam tva reella tal a och b sd att ekvationen z3 +az+b =0 harroten z =1 — 2i.
Los sedan ekvationen.

Ovning 3.4:5

Bestim a och b s& att ekvationen z* —6z% + az+ b = 0 har en trippelrot. Los sedan
ekvationen.

Ovning 3.4:6

Ekvationen z* + 3z% 4+ z2 + 18z — 30 = 0 har en rent imaginar rot. Bestam alla rotter.

Ovning 3.4:7
Bestdm polynom som har féljande nollstdllen
a) 1,2o0ch4 b) —-1+ioch —-1-—i
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Facit till 6vningsuppgifter

Derivata

1.1:1 a) f/(-5)>0 och f/(1)<0

b) x = —3o0chx =2
) 3<x<2

1.1:2 a) f/(x) =2x—-3
b) f'(x) = —sinx — cosx
o) fl(x)=e"—1/x
&) f(x) = 2 = 1725
e) f'(x) =4x(x*—-1)
f) f'(x)=—sin(x+ /3)

1.1:3 14,0 m/s

1.1:4 Tangenten: y = 2x —1
Normalen: y = —%x + %

1.1:5 (1—-+2,-342v2) och
(14+v2,-3-2v2)

2x = cos2x

1.2:1 a) cos’x — sin

b) 2xInx + x

0 X420 —1 _ 2
(x+1)2

cosx sinx

x 22

1 1

Inx (Inx)2
Inx+1 _ xInxcosx

d)

e)

f)

sin x sinZx
1.2:2 a) cosx?-2x
b) e t*(2x +1)
sin x
) —

2+/COSs X
1

d) xIlnx
e) (2x+1)3(10x + 1)
siny/1 — x

2v/1 —x

f)

 (x+1)2

1.2:3

1.2:4

1.3:1

1
Y ivril
b) — L

(x —1)3/2y/x +1
1—2x2

) T X2(1— x2)3/2
d) — coscossinx - sinsinx - cos x
e) eSin ¥ cog 2 - 2x

f xtanx( ln;c +tanx>
Cos”x x

3x
(1— x2)5/2
_2 sinln x
X

a)
b)

a) Kritisk punkt: x =0
Terasspunkt: Saknas
Lokalt min: x =0
Lokalt max: Saknas
Globalt min: x =0
Globalt max: Saknas
Strangt vax.: x > 0
Strangt avt.: x <0

b) Kritisk punkt: x = —1och1
Terasspunkt: Saknas
Lokalt min: x = —3 och 1
Lokalt max: x = —1 och 2
Globalt min: x = —3
Globalt max: x = —1
Strangt vax.: [—3,—1] och [1,2]
Strangt avt.: [—1,1]

c) Kritisk punkt: x = —2, —1, och %

Terasspunkt: x = —1
Lokalt min: x = -2 och 2
Lokalt max: x = —3 och %

Globalt min: x = -2

Globalt max: x = -3

Strangt vax.: [—2, 1]

Strangt avt.. [—3,—2] och [3,2]



d) Kritisk punkt: x = —g och %
Terasspunkt: Saknas
Lokalt min: x = —%, —% och 2
Lokalt max: x = —3, —1, och %
Globalt min: x = —%
Globalt max: x = —1
Strangt vax.:. [—3,—1], [—3, 1]
Strangt avt. [—3,—3], [-1, —3]
och [3,2]

132 a) x =1
b) x:%

(lokalt min)
(lokalt max)
c) x=—-2 (lokalt max)
x =1 (lokalt min)
d) Lokal extrempunkt saknas

a) x =0 (lokalt max)

b) x=—-%1In3 (lokalt min)

c) x=1/e (lokalt min)

d) x=—-vVv2—-1 (lokalt max)
x =0 (lokalt min)
x=1+vvV2—-1 (lokalt max)

= —3 (lokalt min)

= —2 (lokalt max)

=1 (lokalt min)

x =3 (lokalt max)

P = (1/v3,2/3)
a=71/6
Radie = hojd = v/V /7

1.3:3

2w R

1.3:4
1.3:5
1.3:6

2

1.3:7 2m(1—4/%) radianer

Integraler

21:1 a) 6 b)2 ¢ 2 d) 3

212 a) 4 b) -3 o £ d)1

2.1:3 a) —cosx+C b) —%cost—FC
) 234 1e?* +C
d) I +Inx+C

2.1:4

2.1:5

2.2:1

2.2:2

2.2:3

2.2:4

2.3:1

2.3:2

108

a) (3—1/v/2) ae. b) 43 ae.
c) 32 ae.

d) (\/5 —1- ln(\/i — 1)) a.e.
e) % a.e.

a) Z((x+9)Vx+9+xy/x)+C

b) —}isian + %x—l— C

a) 15 b) (x> +3)°+C
) %exs—kC
a) 0 b) J(e*—¢%) o) 14 d) 3

a) —cosx?+C
b) %sinzx—i—C
) 2(Inx)2+C
d) 3In(x>+2x+2) +C
e) 3In(x2+1) +C
f) —2cosy/x+C

1 *
a) 5 arctan > +C
—1
— +C
V3
2+C

1
b) — arctan a

V3

X
C) % arctan

d) x —arctanx 4 C

a) 2(x+1)e*+C

b) —(x+1)cosx+sinx+C
) 2xcosx + (x> —2)sinx + C
d) ix?(Inx—3) +C

a) 2¢V*(y/x—1)+C b) 1
c¢) —Injfcosx|+C
d) x(Inx —1)+C
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Komplexa tal

31:1 a) 8+3i b) —2+44i ¢) —3+2i
d) 314+i e 7—i f)1—i

. 1_5; 19, 2
3.1:2 a) 5 zl b) _26+13Z

1 _ 5 /2: 7 _ 93

) —7—3V3i d) 355!

313 a= -6

314 a) z=2+43i b)z=32+1%i
) z=2+41i d)z:%—%i
e)z=3%—i f)z=3+i

Im
A
3.2:1 a) *w
oz
» Re
Im
A
b) oz —U
» Re
oz+4u
Im
A
2z +we
c)
= Re

32:2 a)

Im
d)
ez—w—+u
i » Re
Im
A
» Re
Im
A
b)
= Re
Im
A
O AT
N
Im
A
\\/ » Re




3.2:3

3.2:4

3.2:5

3.2:6

3.3:1

3.3:2

Im
A
e)
= Re
Im
A
f)
» Re
2+4i
a)5 b) V53 ¢) 5V/13
d) 5/1/13
a) T b) in Q) 1271 eller ﬁn
d) %7‘(

a) 3(cos0+1i sin0)

b) 11(cos 377[ + i sin 32_7r)

C) 4\/§<COS % + i sin %)

d) 2\/E<cosg +1 sin%)

e) \/_<COS— +1 sm£>

12 12
) Q(

Cos ﬂ +1 sin 71)
3 4

4
a) —64 b) 1 c) 205 4205/3;

d) —64 e) 55V3— 5i

a) z==41, z=4i

b) z=3+1V3i, z=-1

3.3:3

3.3:4

3.3:5

3.3:6

3.4:1

3.4:2
3.4:3
3.4:4

3.4:5
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_ 51/10 7t 2k
c) z=2 exp(4—|— 5 )
for k=0,1,2,3,4.
d) z=2+i, z==+i
e) z==*£1
a) (z+1)2+2
b) (z+3i)°+2

o) —(z—2+41i)2+4(1—1)
d) i(z+32—i)°—4—13i
a) z=+(14i)/V2 b)z=2+i

Q) z=—-1+iV2
d) z= (14+iV/15)/4

a) z=2+1,

b) z=1+1i, z=1-2i

) z=2+1i, z=-1+2i

d z=i, z=1+4i
%(cos% +1 sin%)
4 97t 9
ﬁ(cos?—i-za ?>
IWV2V2+2+i3vV2v2-2
Wi—zzﬁ

Uttrycket: tan § =Vv2-1

z=1

1
1 b)x—14+—
a) x+ ) x + o
c) x> —ax+a*> d) ¥>—x+2
2x +2
14—
€ x +x2—|—3x—|—1

z=1%£1

z=—-1+1, z==2i

Vélja=1 och b =10.

Losningar: z=142i, z= -2.

Tva fall:

1. Védlj a =8 och b = 3.
Losningar: z =1 (trippelrot),
z=-3.
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2. Vélj a = —8 och b = —3. 347 a) (z—1)(z—2)(z—4)
Losningar: z = —1 (trippelrot), =23 _ 7241478
z=3.

b) (z+1—i)(z+1+1)
34:6 z=+iV6, z=—-3+3V29 =z24+2z+42



