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16.8. Basbyte

I det hér avsnittet kommer vi att ga fran en bas till en annan, dvs vi kommer att utfora
vad vi kallar fér basbyte.

Exempel 16.46. Lat e = {e1,ez,e3} och f = {f, fo, f3} vara tva givna baser i ett
vektorrum V. Vi tédnker oss dessutom att vi kéinner till sambandet mellan dessa baser, t.ex
via

fi = e
f2 = erte (16.13)
f3 = e;+ex+e;3

Vidare skulle vi kunna betrakta f = {f;, fo, f3} som en “ny” bas given i en “gammal”
bas e = {e1, es, e3}. Eftersom

1 1
fi=1l-e1=1-e1+0-e2+0-e3=(er,ez,e3)| 0 | =e| 0 |,
0 0
1 1
f2:§ 1 ) och .f3:§ 1 )
0 1

sa kan sambandet (16.13) skrivas pa matrisform:

1 1 1
0 1 1
(f1,F2. F3) = (e1, e2,€3) 0 0 1
—~ ~ =~
:fl =J2 :fs
Detta kallas fér Bassambandet mellan e och f och skrivs
J=e€T (16.14)

Matrisen T kallas transformationsmatrisen (eller basbytesmatrisen) for basbytet i (16.14)

Légg mérke till att koordinaterna for f;ma, j = 1,2,3 &r uppstéllda som kolonner i T
Eftersom f;ma &r en bas, sa dr dessa kolonner linjirt oberoende vilket medfér att matrisen
T &ar inverterbar. I det hir exemplet &r inversen till 1"

1 -1 0
T'=(0 1 -1
0o 0 1
Det omvinda bassambandet ges dirfor av
e=fT!
eller komponentvis:
1 -1 0 es = fi
(61762763):(.f17f27f3) 0 1 -1 ~ €2 = _fl + f2
0o 0 1 e; = - f2 + 3
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Om w dr en godtycklig vektor i V' given i savil den gamla basen med gamla koordinater X,
dvs u = eX, som i den nya basen med nya koodinater Y, dvs u = fY, sa erhaller vi
eX=u=fY & eX = fY.
Anvinder vi bassambandet i (16.14), sa far vi
eX =fY & eX =eTY & X=TY.

Detta ger koordinatsambandet

X=TY & Y =T7'X. (16.15)

Komponentvis kan detta skrivas:

x1 = Y1 + Y2 + Y3 Yy1 = Tr1 — T2
Ty = Y2+ y3 eller Y2 = T9 — T3
xr3 = Y3 Yys = €3

Lat oss se vilka koordinater vektorn u = 3e; + 2e3 + e3 har i den nya basen given i (16.14).
Enligt koordinatsambandet (16.15), sa ges de nya koordinaterna av

1 -1 0 3 1
Y=T"'X=[0 1 -1 2 =11,
0 0 1 1 1

sa att uw = f; + fo + f3 i nya basen. O
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Exempel 16.47. Lat e = {e1, e5, e3} vara en bas i R?. Visa att vektorerna

fi = eit+extes
fo = e1—e3
f3 = e —2ex+e3

bildar en ny bas i R®. Bestiim bassambandet och koordinatsambandet mellan den gamla
och den nya basen. Bestdm ocksa koordinaterna for u = 6e; + 6e3 i den nya basen.

Losning: Mingden f = {fy, fo, f3} &r linjart oberoende, ty systemet

1 1 1 0
M+ Xfo+XAsfs=05 el 1 + Xoe 0 +Mel| —2 =e| O
1 —1 1 0
1 1 10 At =0
& 1 0 —2|10 |]<< X =0
1 -1 110 A3 = 0
har endast den triviala l6sningen. Alltsa &r f = {fy, fo, f3} en ny bas i R3.

Bassambandet blir da
1 1 1
1 0 -2

f=€el' < (fi,f2F3)=(e1,e2,€3) 1 -1 1
' —— ~~

:.fl :.fz :.f3

Koordinatsambandet far vi ur (16.15), sa att om vi later en godtycklig vektor w ha koordi-

naterna X i den gamla basen e, dvs u = e X och koordinaterna Y i den nya basen f, dvs

u = fY, foljer att B
X=TYy Y=T1'X

6
Vektorn u = 6e; + 6es = e | 0 | har i den nya basen koordinaterna Y som &r 16sningen
6
till
11 1 Y1 6 1 1 116 y1 = 4
TY=X< |1 0 -2 2 |=10]<| 1 0 —2|0 ]|<< yp =0
1 -1 1 Ys 6 1 -1 16 Y3 = 2

Ekvationssystemet ovan l6ser vi genom Gausselimination eller genom att invertera matrisen
T. Alltsa &r w = 4f; + 2f3 i nya basen f. O
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Kalkylen miskar avsevirt da vi arbetar med ON-baser. T.ex. behdver vi inte invertera
transformationsmatrisen T eftersom den &r ortogonal da, dvs

T'T =F & 71 =1t

Detta visas 1 nésta sats.

Sats 16.48. Transformationsmatrisen mellan tva ON-baser dr ortogonal.

Bevis: Lat T' vara transformationsmatrisen mellan ON-baserna e och f med bassambandet
J = eT. Vi kommer att visa att
T'T = E.

Betrakta elementet ;5 i matrisen T'T. Enligt definitonen av multiplikation mellan matriser
sa galler att

tjr = radjimatris T* x kolonn k i matris T
= kolonn j i matris T" x kolonn k i matris T

- |1, omj=k,
= J fk—{O, om j #k

vilket visar pastaendet. O
Exempel 16.49. Lat e vara en ON-bas i R3. D4 iir méingden f=A{f1,F2 fs}, dér

fi = %(eﬁrefreg)
fo = L<€1—63)

f3 = (61—262-1-63)

S

en ny ON-bas i R3, ty dessa &r bade ortogonala och normerade. Bassambandet &r da

Sl

1
V2

Sl

T dar T =

gl

[~
Sl

o)

Sl
Sl
Sl

Matrisen T #r ortogonal, ty 77" = T'T = E. O



