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11.1. Se Exemepl 10.55.

11.2. Se Exempel 10.67.

a) U = [up = (1,0,2,1)"us = (1,1,0,1)",uz = (2,1,2,1)"]. Visa att mingden
{u1,u2,us} dr linjirt oberoende, sa att dim U = 3.

Vi fyller ut {wi, uz, us} med uy ¢ U till en bas {uy, up, us, uy} for hela R
Alternativ 1: Méangden {u,ug,us, us} skall vara linjért oberoende:

112 710 1 1 2 7|0
01 17]0 0 1 0 7|0
)\1’U,1+)\QUQ+)\3’U,3:0 & 20 2 70 & = 0 -9 N
1117?10 0 0 -1 7|0
T.ex. kan vi vilja vy = (1,0,0,0)", ty
1 1 2 1]0 M =0
0 -1 1 0]0 - Ao = 0
0 -2 0 0]|0 A3 = 0
0 0 -1 00 M = 0

Alltsa #r méngden {u1, uo, us, uy} en bas for hela R%.

Alternativ 2: Eftersom U har en deminsion upp till R* &r U ett hyperplan i R%. Vi
bestdmmer dérfor ekvationen for linjéara holjet U:
En vektor u = (x1, 29,73, 24)" € U om det finns tal Aj, Ay och A3, s& att

1 1 2|x 1 1 2 T
_ 0 1 1|z 01 1 T
At fAsus =u Sy g g TS 0 0 0wy — 200 + 200
1 1 1|24 0 0 -1 T4 — 21
Alltsa for att en w = (21, 22,73,24)" ska fa ligga i U, s& maste dess koordinater
uppfylla ekvationen 2x1 — 229 — x3 = 0. Vi har ddrmed visat att

[(1,0,2,1),(1,1,0,1)%,(2,1,2,1) ] = U = {u € R*: 221 — 229 — 23 = 0.}.

En vektor uy ¢ U dr en vektor vars koordinator inte uppfyller ekvationen. T.ex. kan
vi viilja ug = (1,0,0,0)". Den utvidgade méngden {wy, w2, u3, us} #r nu en bas for
hela R%.
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b) V = [v1,v2,v3,v4]. Vi undersoker linjért oberoende:
-1 0 1 1 -1
-1 - 1 —-11(0 0 0 0
AMV1+ v+ N33+ 4 = 0 & 9 3 0 510 & = 0 1 9
1 2 1 410 0 0 0

Sétter vi Ay =, A3 = s, far vi Ay = —2s — 3t och A1 = 3s + 4¢. Insatt i relationen far
vi
(38 + 4t)’01 + (—28 — 3t)’l)2 + svz +tvg = 0.

Viljer vi s = 0 och t = 1 far vi linjirkombinationen
dv| — 3vo + v4 = 0 = vgy = —4vq + 3vo.
Viljer vi ddremot s = 1 och ¢t = 0 far vi linjirkombinationen
3v| — 2v9 + v3 = 0 = vy = —3v] + 2vs.
Alltsa klarar vi oss utan vz och v4 och det giller att
V = [v1,v2,v3,v4] = [v1, V2]

samt att dim V' = 2. Vi utvidgar med v% och v/, som inte ligger i V', s& att {v1, va, v}, v} }
blir en bas for hela R*.

1 ?7 710 11 7 7
-1 -1 7 710 o0 7 7
)\1’1)14—)\2’02—1-)\3'0&4-)\4’02:0@ 3 2 200 = 01 7 2
1 2 7 710 o0 7 7
Viljer vi v = (0,1,0,0)" och v} = (0,0,0,1)*, sa giller
1 1 0 00 Moo= 0
0 01 0]0 - A = 0
01 0 0]0 A3 = 0
0 0 0 1]0 N = 0
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11.3.

11.4.

11.5.

11.6.

c¢) Vi parametriserar W och bestdmmer dérmed riktningsvektorerna som &r en bas for
w.
Sétt x4 = t, 3 = s och x9 = r far vi att 1 = —x3 + 224 = —s + 2t, dvs

(x1, 29,23, 24)" = 7(0,1,0,0)" + s(—1,0,1,0)" +£(2,0,0,1)".

Dessa #r linjirt oberoende sa att dim W = 3. Utvidga med (0,0,0,1)" ¢ W till en bas
for hela R*.

Redovisningsuppgift.
se Exempel 10.69.

Se Exempel D i Temadag 4.
Lat U = [u; = (1,1,1)",us = (1,0, —1)"] och V = [v; = (2,1,1)", v = (1,0,1)"].
Vi soker alltsa snittméngden

U NV = {alla vektorer som ligger i bade U och V'},

dvs
U3 Mup + dous = u = g1v1 + povg € V.

Samlas termerna i vénstra ledet far vi ett ekvationssystem i de obekanta A1, Ao, —uq
och —po:

1 1 2 1 0
A1 1 + A 0 — U1 1 — U2 0 = 0
1 -1 1 1 0

som har 16sningen A\; = 2t, Ao = ¢, ju; = 2t och po = —t. Detta ger att u = (3,2, 1)".
Alltsa dr underrummet U NV = [(3,2,1)!] en linje genom origo. Riktningsvektorn
(3,2,1)" spanner upp underrummet och #r dirmed bas for detta rum.

Alternativ 2: Underrummet U &r ett plan genom origo med normalen n = uy X ug =
(1,—2,1)", dvs
U={ucR?: z;—2ry+ 23 =0}

P& samma siitt foljer att V = {u € R3: z; — 5 — x3 = 0}. Snittméngden U NV &r
alla gemensamma vektorer som finns i bade U och V, dvs w = (z1, 2, z3)" ligger i U

och V om
Ty — 229 +23 = 0
r1 — Ty — T3 — 0

Detta system har 16sningen u = ¢(3,2, 1)".

a) Se Exempel 10.10. Kalla méngden M;. Polynomen 1 + = + 3z1 och 2® + 2* tillhor

1
M;. Dock tillhér elementen 1 + 22, 22 + 28, sinz och 1 ej My. Vi undersoker

om summan av 2 godtyckliga polynom p(z) = ag + a1z + asz? + asz® + asz* och
q(x) =qo + b1z + box? + bya® + by for ut oss ur mingden M eller inte. Vi har att

p(x) + q(x) = (ap + bo) + (a1 + b1)z + (az + ba)a* + (ag + b3)z® + (as + by)z™. (0.1)



11.7.

11.9.

Viljer vi koefficienterna a4 och by = —ay4 sa att aq + by = 0, vilket ar fullt mojligt, far
vi ett 3:e grads polynom i summan (0.1). Alltsa &r M; inte ett linjért rum.

b) Kalla méngden My. Om A = (a;j)3x3 och B = (b;;)3x3 &r 2 godtyckliga matriser i
Mj, sa ér ocksa summan A+ B = (a;; + b;j)3x3 samt multiplikationen AA = (Aa;;)3x3
matriser i Ms.

¢) Kalla miingden Mj. Funktionerna f(z) = 2 + 2, f(z) = cosz, f(z) = sin3z
ligger i M3 men inte f(z) = Inz, f(x) = Vx och f(z) = —. Lat f och g vara 2

godtyckliga funktioner i My. Da &r f(z) + g(z) samt \f(z) ocksa funktioner med
definitionsméngden intervallet [—1, 1], dvs ligger i Ms3.

81~

c) Kalla méngden M,. Exempel pa element i My ar f(z) = 1, f(x) = bz — 4 och
f(z) = 2® men inte f(z) = 14z och f(z) =sinz. Om f,g € My, sa ir f(1)+g(1) =
241, dvs f+g ¢ M.

¢) Kalla méngden Mj. T.ex., tillhér 2% — 3z + 2 och sin(rz) mingden Mz men inte
f(x) = x. M5 &r ett linjért rum da for 2 godtyckliga f,g € M5 géller att f + g € M5
och A\f € Ms, ty f(1)+g(1) =0 och Af(1) =0.

a) och b) Se Exempel 10.14 samt Exempel A. i Temadag 4.

c¢) Kalla méngden Wj. Da bestar Wi av de gemensamma vektorer i de bada planen,
dvs snittmingden. En vektor w = (21,2, x3)" tillhor alltsd W7 om dess koordinater
uppfyller de bada planens ekvationer, dvs

$1—2$2+3$3 = 0

Tro — T3 — 0
Sétt x3 = t. D& #r w9 =t och 21 = —t. Dirmed #r u = #(—1,1,1)" den vektor som
spanner upp Wi, dvs Wy = [(—1,1,1)"] ér en linje genom origo. Wy ér ett underrum.

d) Kalla mingden Ws. Fér 2 godtyckliga vektorer w = (0,z2,23)" € Wy och v =
(y1,0,13)" € Wo giller att w+v = (y1, 72, 23)" ¢ Wa. Alltsa ar W inte ett underrum.

Alternativ 1: Genom att séitt in de 4 punkterna i ekvationen fas ett 4 x 5 ekvations-
system i de obekanta A, B, C', D och E. Detta &r ett underbestimd ekvationssystem
med farre ekvationer dn obekanta som alltid har icke-trivial 16sning.

Alternativ 2: Kalla hyperplanet W. Bildar vi vektorer som utgar fran Py = (1,1,1,1)
far vi

u =P Py= , Uy = PPy = , uz= P3P =

— =N
Tt W = W
wWw N O =

Dessa ér linjirt oberoende och da &r W = [ug, ug, us]. Vi bestdimmer ekvationen for
W. Punkten Q = (1, z2, z3,24) ligger i W om vektorn

u =FPyQ= (.%'1 —1,1‘2—1,.%'3—1,.%’4—1)t eWw



dvs

1 3 —1|a—1 1 3 -1 2 — 1
B 2 4 0|ay—1 0 -2 2 4y — 1
u=Awthustgus & | g o L g g 3 T3 — &1
15 3|a—1 0 0 0| -z +z9—223+14+1

Alltsa @ € W om Q uppfyller

Ty — X9+ 2x3 — x4 = 1.

11.10. Vektorerna #r linjért beroende om det finns tal Ay, As, A3 och A4 ej alla noll sa att
AV1 + AUy + Agvs + Aqvg = 0.

Denna relation kan pa matrisform skrivas

a 1 1 2 A1 0
a a 2 1 A9 0
a a a 2 M| 1O < AX=0.
a l 2 a A4 0
—A A

Enligt Sats 8.17 har systemet AX = 0 den entydiga losningen A = 0 om det A # 0
och ddrmed &r M linjirt oberoende. Vi bryter ut a fran kolonn 1:

11 1 2 11 1 2
1 a 2 1 0 a—1 1 -1
detA=al 0 o1=0 as1 a1 0
112 a 0 0 1 a-—2

Utveckla efter kolonn 1 och bryt ut a — 1 fran rad 2. Ta Kolonn 2 minus kolonn 1:

a—1 1 -1 a—1 2—a -1
det A= (-1)""1a-(a—1):] 1 1 0 |=ala—1)=a(a—-1)| 1 0 0
0 1 a—2 0 1 a-2

Utveckla efter rad 2:
det A= (-1)*a(a—1)-1(—=(a—2)>+1) =0
for a = 1 eller @ = 3. Alltsa &r vektorerna linjért beroende om a = 0,1, 3.
11.11. Vektorerna &r linjért beroende om det finns tal Ay, As, A3 och A4 ej alla noll sa att

A1V1 + AUy + Agvs + Aqvg = 0.

Dvs
1 2 3 410 1 2 3 4|0
0 2 1 1|0 021 1(0
100 1]0o | loo1 10
4 0 2 610 00 0 0(0
som har losningen \y = t, A3 = —t, Ao = 0 och A\ = —t. Alltsa giller relationen

—t-v14+0-vo—t-v3+t-v4,=0& v +v3—v4=0.

Vi ser att v = v4 — v; men att vo inte &dr en linjirkombination i de 6vriga.



11.12

11.13.

11.15.

a) Sétt x4 = t, 13 = 5, och 29 = r. D& &r u = (v1, 22,73, 24)" € U om

u=r(-1,0,0,0)" +5(0,1,0,0)" +¢(0,0,0,1)".

V1 (% V3

M = {v1,v2,v3} spinner upp U samt #r linjirt oberoende och ddrmed &r en bas for
U. Alltsa dim U = 3. Vi utvidgar M med vy ¢ U till en bas for hela R, T.ex., kan vi
vilja “normalen” vy = (1,1,0,0)" till hyperplanet U.

b) Inldmningsuppgift.
Kalla elementen i U for uy, us och us. Da géller att w € U om
U = A\ju1 + Asusg + Azugs.

V ar skdrningsméngden mellan planen z1+xzo+x3+2x4 = 0 och z1+2z9+x3+ 324 = 0,
dvs

ryt+reotaztry = 0 o r1t+rotaxztary = 0
1+ 222 +23+3x4 = 0 To+2x4 = 0
Satter vi x4 = pq far vi zo = —2puq och x3 = ps far vi z1 = 1 — po, sa att

u = (r1,29,73,24)" €V om

w =y (1,-2,0,1)" 4+ (—1,0,1,0)",

V1 ()

ty V =1[(-3,1,0,1)",(~1,,1,0,0)"]. Vi soker nu U NV som #r méngden av alla
H1V1 + pleV2 = u = A\ju1 + Aoug + Azus.
Loser vi detta system far vi att u = #(—2, —2,3,1)". Alltsa &r UNV = [(—2, 2,3, 1)"].

Vi visar U = V genom att visa att U ligger i V, dvs U C V, samt att V ligger i U,
dvs V CU.

1. U C V: Eftersom

2 )
up = A\v1 + Avg = U1 52

och 4
Uz = A\jv1 + Agvg = U1~ v,

sa kommer varje u = suq + tug € U att ocksa tillhéra V', ty

5

u = suytiup = —-svy - 55Uy — vy — St
2 3 ) 4
= (_?5 - ?t)vl + (_?5 — ?t)’vz

ar en linjdrkombination av v och ve. Dédrmed har vi visat att hela U ligger i V.

2. V. C U: Detta visas pa samma sétt som 1. ovan.
Eftersom nu U och V ligger i varandra, si foljer att U = V.



13.1.

13.2.

Méngden {v1,v9,v3} dr en ON-f6ljd, ty
(v1|v2) = (vi|vs) = (valvs) =0
och
[v1]] = [lvz|| = [Jvs|| = 1.

Visa dettal
Vidare &r underrummet W = [v1,v2,v3] méingden av alla linjir kombinationer. En
vektor v = (x1, 29,3, 24)" tillhér W om

/2 1/2  1/2|m 1 1 1|21
B /2 1/2 —1/2 |z 1 1 —1]2z
v = Ao+ Aovg + A3v3 & 1/2 —1/2 —1/2 | a3 1 -1 4 223
1/2 —=1/2  1/2 | x4 1 -1 1|2z

1 1 1 211

.| 0 02 2z — 221

0 0 02z —2z9+ 223 — 224

0 -2 0 2x4 — 211

Systemet &r losbart endast om 1 — x9 + x5 — x4 = 0, dvs

W= [v17v27v3] - {u€E4: 1 —{I;2+(I;3_x420}.

1
Som w4 tar vi enklast en normerad normal, dvs vy = 5(1,—1,1,—1)t, ty den é&r

ortogonal mot W. Alltsa ér {vy,vs,v3,v4} en ON-bas fér E*. Koordinaterna for u
ges av
U = A1 + Av2 + A3v3 + Ay

eller eftersom det 4r en ON-bas:

u = (ulvy)vy + (u|ve)vs + (u|vs)vs + (u|vg)vy.

Av definitionen av linjért beroende foljer att v3 = 2vs — v1. Visa dettal

1
Alltsa ar W = [vq, vo,v3] = [v1,v2] med dim W = 2. Lat e; = —(1,1,-1,-1)%

1
—vV] =
[[oa] 2
G-S process ger

1
fo=v2— (v2]er)e; = 5(—1, 1,1,-1)"

1
= 5(—1, 1,1, —1)". For att fylla ut till ON-bas soker vi
- |

w = s(1,0,1,0) +¢(0,1,0,1).

1
Normera, sa att e; = me
2

w = (1, 72,23, 74)" sadan att
w-e; =0
w-ey =0

vilket har 16sningen

T1+x9—23—24=0
Ty — X9 —T3+x4=0



13.3.

13.4.

1 1
Fyll ut med ortogonala es = ﬁ(l,O,I,O)t och e4 = 5(0,1,0,1)’&. Vill man ha

samma struktur som e; och ey far man vilja s = ¢ = 1 som ger w = (1,1,1,1)" och
s=—t=1som ger w = (1,—1,1,—1)" ocksa ortogonala. Vidare giller

u = (uler)er + (ulez)es + (u- e3)es + (u - es)eq,

Uyw s
dar
wyy = (uler)er + (ulez)ez = (=1,0,1,0)°

och

’U,”WL =Uu— ’LL”W = (0, 1, 0, 1)t
Man kan om man vill arbeta med enklare siffror &n vad som finns i v, och vy lata
tex. f; = vy — vy = (0,1,0,1)" och f, = 2v; — vy = (1,0,1,0)". Dessa &ir dessutom
ortogonala, ty (f;|fy) =0.
Visa att dimW = [v; = (1,2,1,-1)",v2 = (0,1,0,1)"] = 2. Bestdm en ON-bas i W
mha G-S process: 1lat e; = —=(1,2,1, —1)%; vidare 1at

p 1 \/?( )

1
fo=v2— (valer)e; = ?(57 —4,5,2)".

1

V70

u = (uley)e; + (ulez)es + (ules)es + (uleq)ey,

Uyw Uyt

1
Normera, sa att e; = A fo= (5,—4,5,2)". Vektorn
2

dar )
u = (uler)er + (ulez)ex = 5(5,2,5, —1)%.
och

1
u”WL =u — u”W = 5(0, 3,0, 6).

Visa att dimW = [v; = (1,1,1,-1)",v9 = (—1,1,3,-1)%,v3 = (1,0,—1,0)] = 2,
ty det &r linjart beroende: vi — vy — 2v3 = 0 och onddiga vektorer skall strykas.
W = [v1,v2]. Bestdm nu en ON-bas i W mha G-S process sa att

1
W= ler=5(11,1,-1) es = (—1,0,1,0)t].

1
V2
Néarmaste vektorn till w &r wy, som ges av

u = (uler)er + (ulez)es.

Observera att
Uw =u—ujw,



13.5.

13.6.
13.7.

13.18.

13.19.
15.1.

15.2.

15.3.

15.4.

Visa att dimW = 2, dir W = [v; = (1,2,0,0,0)",v2 = (1,0,3,0,0)". Ortogonala
komplementet W+ med dim W+ = dimE® — 2 = 3 ir miingden av alla vektorer
w ortogonala mot W. Bestdm alltsa alla vektorer w sadana att (w|vi) = 0 och
(v|vg) = 0. Om w = (1, 29, 3, 24, 25)" € E?, sa ér

(wlvy)) = z1+2x2 = 0
(wlvg) = z1+3z3 = 0

Satt z1 = 6t. Da dr x9 = —3t och x3 = —2¢. Satt vidare x4 = s och x5 = r. Da ar
w = r(0,0,0,0,1)" + 5(0,0,0,1,0)" +¢(6,—3,—2,0,0)".

Alltsa & W+ = [(0,0,0,0,1)%,(0,0,0,1,0)!, (6, =3, —2,0,0)!]. Dessa #r ortogonala;
kvar att normera.

Inldmningsuppgift.

Redovisningsuppgift.

a) Se Exempel 12.30 samt 6vningarna ovan.
b) Se Exempel 12.29 samt évningarna ovan.
Samma tipset i 6vningen, dvs Definition 6.36.
Se Exempel 12.27 samt évningarna ovan.

Vektorn w = (z1, z2, x3, x4)t € W ¢ E* om w:s koordinater satisfierar bada ekvatio-
nenrna i W, dvs
Ty —x2+x3 = 0
{ To—x4 = 0

Satts x4 = ¢ far vi att x9 = ¢ och z3 = s visar att x1 = —s + ¢.
Alltsa dr w = s(—1,0,1,0)" +#(1,0,0,1)" och dirmed W = [(—1,0,1,0)*,¢(1,0,0,1)"].
Se vidare 12.27 samt 6vningarna ovan.

Se Exempel 14.7.

Satter vi in punkterna i linjens ekvation y = kx + m far vi ekvationsystemet;:

kK + m = =2 dvs 11 < ) =1 -2 dvs Ax =b.
3k + m = 5 31 " 5
Los normalekvationen A'Ax = A'b:
(—113) _}1 _<—113> :;’ - (11 3‘16)
1 1 1 31 1 1 1 5 3 3|0
Losningen dr k = 2 och m = —2. Linjen som ansluter bést till punkterna &r alltsa

y =2z —2.

Se Exempel 14.7 samt 6vningen ovan.

10



15.6.
17.1.

17.12.

17.3.
17.4.
17.5.
17.6.
17.7.

17.8.

17.9.

17.10.

Redovisningsuppgift.
Se Exempel 16.7.

a) Av riaknelagarna for skaldrprodukt foljer att F' &r linjér:

Flup +uz) = ((u1+wug)la)a = ((uila) + (uzla))a
(ui1la)a + (uzla))a = F(u1) + F(uz)

och
F(Au) = (A\ula)a = A(uq]|a)a = A\F(u).

b) Se Exempel 16.10.
c) F dr ej linjér:
Fup +u) = ((u1+u2)a)(ur +u2) = (w1 +uz)la)u + ((u1 + uz)|a)us
= (ui|a)u; + (uz]a)u; + (u1|a)us + (uz|a)uy

= F(u1) + F(u2) + (uzla)u; + (uia)ug # Fur) + F(uz)

Se Exempel 16.16.
Se Exempel 16.12.
Se Exempel 16.12.
Redovisningsuppgift.

Avbildningen F' som har matrisen As &r en vridspegling, ty

1 0 0 1 0 0

As=1| 0 1/2 —V3/2 01 0

0 Vv3/2 1/3 00 -1
Eftersom As &r symmetrisk med det A5 = —1 foljer av Anmérkning 16.61 att F' &r
en spegling i ett plan. Da planets riktningsvektorer v; = eX; och vy = eXs speglas
pa sig sjélva, bestims dessa genom att losa F(v;) = v; & AsX; = X, ji=12.

3 1
Planets riktningsvektorer dr v; = e; resp. vo = §e2 + 563.

Inldmningsuppgift.

1 1 1 0
En avbildning G som uppfyller GF = FG = I, dar I &r identiten &r inversen till F

1
med matrisen A7 = — b .
V2 \ -1 1

Fis matris A = (F(e1) Flez)) = < L > ger att ['*:s matris ir A® = < 0 -1 >

Se Exempel 16.42.
Nollrummet N (F) bestar av alla vektorer u = eX som under F' avbildas pa nollvek-

torn, dvs
Fluy=0& F(eX) =0 eAX =0 AX =0.

11



Loser vi ekvationssystemet far vi

3 -1 —-11]0 1
AX =0& 2 0 —-110 s X=t]| 1
4 -2 —-110 2

Vi ser alltsa att N(F') spidnns upp av endast vektorn u = e(1,1, 2)t. Detta betyder

att dim NV (F') = 1, dvs en rét linje genom origo.

Enligt dimensionssatsen dr dim V(F') = 2 och underummet V(F) = [F(ey), F(e2), F(e3)] =
[F(e1), F(e2)] ar ett plan genom origo. En normal till detta plan dr t.ex.

e; ey e3 4
Flej) x F(eg)=| 3 2 4 |=e| -2
1 0 2 —2

Geometriskt &r underrummet V(F) = {u € R® : 2x; — x5 — 23 = 0}. Eftersom
(1,1,2)" ¢ V(F) sa har N(F) och V(F) inga gemensamma element. Vidare giller att
F(e(3,2,4)") = e(3,2,4)" och F(e(1,0,2)") = e(1,0,2)", dvs avbildas pa sig sjilva.

17.11. N(F) = [(1,1,1)!], V(F) = [(2,1,1)%,(1,0,1)!]) = {u € R® : 1 — 29 — 23 = 0}.
Enligt 17.3., sa éir N(G) = {u € R®: 1 + 29 + 23 = 0} och V(F) = [(1,1,1)’].

0
_ t 1 —Tg —T3 = 0 _
u = (21, x2,23) GV(F)ON(G)@{ o1+ 1yt zs = 0 Su=e¢e _i

17.12. F? har matrisen A°.
17.13. Se Exempel 16.4.
17.14. Det giller att

s (1) () - (1) wr () - (3 1) (1) o

2
1 1
17.20. Se Exempel 16.57. Byt till en ny hoger ON-bas f, déir f = gﬁ 1 sa att
1
1 1 1
F(fi)=fi=f| 0 |.Véljtex., fo=e— | —1 | ochsedan f3 = f, x f, =
~\ 0 V2 g
1
1
e— 1 |, sa att
6\ —2
1 1 1
V3 V2 Ve
V2 V31
f=eT, T ! ! = vz —v3 1
=eT, T=| = ——& —F= |=—F% —
i va e | Tvel\ e T )
1 0 2
V3 V6
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17.21.
17.22.
17.23.

17.25.

17.27.

17.28.

Da ar

0
. 1 V3
F(fz):COSHf2+Sln9f3:—§f2+7f3:i —1/2
V3/2
0
. 3 1
F(f3):—SID9f2+COSQf3:_£f2+—f3:f —V3/2 |,
2 2 <
1/2
sa att
1 0 0 2 0 0
Ap=10 —1/2 —3/2 | =2 0 -1 -3
0 V3/2 1/2 0 V3 -1
Avbildningsmatrisen ges av
Lo (Y2 VB 2 0 V2 V2 V2
Ae:TAth:2—— V2 —V3 1 0 -1 —V3 V3 —V3 0
V6 VG V2 0 —2 0 V3 -1 1 1 -2
001
= 100 |.
01 0

Se Exempel 16.6.
Se Exempel 16.11.
Se Exempel 16.7.

(a) Linjensriktningsvektor &r v = e; och normal n = es. Alternativen dr manga:
Projektionsformeln, Basbyte. Kanske enklast F'(v) = v och F(n) = n.

(b) Utnyttja linjensriktningsvektor v = e; + e2 och normal n = —ej + es.

(c) Se (b).

(d) Utnyttja linjensriktningsvektor v = 4e; + 3e2 och normal n = —3e; + 4es. T.ex.,
sa ér F(v) = v och F(n) = 0.

(e) Se Exempel 16.20.

(d) Se Exempel 16.20. Negativ led § = —7/6.

Se Exempel 16.11.

W= [el - %(1, 1,1,1) es = %(1, 1, 1,—1)t], dim W = 2.
Vi soker alltsa Py (u) = )y

Py (u) = (uley)er + (ulez)es.

Lat u = (21,29, 73, 24)". Eftersom

1 1
(uler)e; = 5(561 +x9 + 23+ 364)5

—_ = = =

13



17.30.

17.36.

17.37.

17.40.

och

1

1 1] -1

(ulez)es = 5(561 — X2+ T3 — 564)5 1

-1

sa ar
1 + 23 1 010 1
1 xr1 + X3 1 1 010 o
P = — = —

ww) =351 o 1o 1010 3
,’L'l—l—{I,'g 1 01 0 Ty

Alltsa ges matrisen for ortogonalprojektion pa W av matrisen ovan.

Fér po(z) = 1 giller att po(z + 2) = 1 samt pj(z) = 0 och p{(x + 1) = 0.

For pi(z) = z géller att py(z + 2) = x + 2 samt pj(xz) = 1 och pj(z + 1) = 1.

For py(z) = 22 giller att po(z+2) = (z+2)% samt ph(z) = 2z och ph(z+1) = 2(z+1).
Bilden av baspolynomen &r dérmed

F(Py(z))=2-0+1=1=p(1,0,0),
F(P(z) =z -1+z+2=22+2=p(2,2,0)°,

F(Py(z)) =22z +2)+ (z+2)? =32 + 62+ 4 = p(4,6,3)".

F:s matris i basen p = {po(x) = 1,p1(x) = z,p2(z) = 22} ges saledes av

1 2
A=1 0 2
0 0

W O =~

Bassambandet f = eT och koordinatsambandet X = TY, dar T = < b=l >

= 1 1
Vidare ar .
1 11
Ap=T AeT:§< ot >
1 1 0
F:s matris i basen e ges av Ae = | 0 3 2
2 11
1 1 1 1 - 0
Bassambandet f =eT,dirT=[ 0 1 1 JochT'=[ 0 1 -1
B 00 1 0 0 1
Sambandet mellan avbildningsmatriser ger A = T 'AeT.

Om A och B ér avbildningsmatriser for samma avbildning givna i 2 olika baser med
transformationsmatris T, s géller att B = T~ 'AT. Enligt determinantlagarna giller
i sa fall

det B = det(T!)(det A)(det T) = det A.

Eftersom det A = 2 # 4 = det B kan dessa inte representera samma avbildning.

14



22.1.

22.2.

22.3.

22.4.

22.5.

22.6.

22.7.

22.8.

22.9.

Se tipset i svaret for dvningen.

Undersok for vilka vektorer v = e X det finns ett tillhéirande egenvirde A sa att

F(v) = v < AX = \X.

Sekularekvationen det(A — AE) = 0 ger egenvirdena A\; = A9 = —1 och A3 = 1.
Tillhérande egenvektorer ges av det homogena ekvationssystemet (A — AE)X = 0.
Detta ger egenrummen Ex—_; = {x € R®: zy+23 =0} = [(1,0,0)!, (0,1, —1)"] resp.
Eyx—1 =[(1,1,0)"].

Eftersom F' &r symmetrisk sa spektralsatsen att F' har en ON-bas av egenvektorer.
Utnyttja symmetrin i sekularekvationen

1—-A 2 3 1—X 2 24+ A
0=det(A—AE) = 2 2— A 2 ={k3—-kl} = 2 2— A 0
3 2 1—X 3 2 —2—= A
Addera nu R1 till R3 far vi

1—-Xx 2 24+ A

0= 2 2=Xx 0 |=(=D"22+0)B=2-N(A=X)=—2+NA(6-N).
4—-—X 4 0

Egenvektorerna fas genom att 16sa homogena ekvationssystemet (A — AE)X = 0.

Se tipset i svaret for dvningen.

Se Exempel 19.9.

Se tipset i svaret.

Q = X'AX, dir A = TDT" har egenvirden \; =

1
2
egenvektorer v; = et ~V3 resp. vo = et 1
g 1=€ 1 p. v2 =€ \/g .

1 5
I kanonisk bas ar ) = Ey% + Ey%

, och Ay = g med tillhorande

Q = X'AX, dir A = TDT" har egenviirden A\; = Ay = 2 och A3 = —1. Tillhérande
egenrum dr Ey— = [(1,1,0),(1,0,1)'] = {& € R3 : 1 — xy — 23 = 0} resp.
Ex—_1=[(1,-1,-1)]. Q = 27 + 2y? — 3 i kanonisk bas. Qumin = —1iy1 =y2 =0,
ys = +1. Bestdim X =TY. Qmax =2 1 y% + y% =1, y3 = 0. Bestdm X =TY som &r
punkter pa en ellips. Enklare &r att skriva planet y3 = 0 i gamla koordinaterna

0 0 0
O=ys=(rv2ys)| O | =Y"[ 0 |=XT[ 0 |=21—22—us.
1 1 1

Alltas fas ellipsen som skérningen mellan planet x1 — 29 — 3 = 0 och enhetssfiren.
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22.10.

22.11.

22.12.

22.13.

22.16.

22.17.

Se tipset i svaret. Det giller att

2 2
Y5 +9 Y5 +9 5 9.9
dQ:y%yS:{y%Z “ }z Sotui= g 2
. 3. 3 . .y s
Alltsa dpi, = 3 iy =0,y = :t§. Pa samma sétt visar
d* =y +y5 = {ys = 47 + 9} =5y{ +9,
att d saknar ett storsta viarde. Rimligt da @ &r en hyperbel.
I kanonisk b ON ktorer f 1<1> h f 1(_2> d
anonisk bas av -egenvektorer =e— oc =e— me
g 1 = \/g 2) 1 = \/g 1

tillhérande egenvirden A\; = 5 och Ao = 10 ges kurvan av 5y% + 20y% = 20. Ellips!

Ytan Q =1 < X'AX =1, dir A = TDT" har egenvirden \; = 0, Ao = 1 och \3 = 4.

Tillhérande egenrum ér Ex—o = [(1,0, —V/3)!], Ex—1 = [(0,1,0)!], Ex—s = [(V/3,0,1)1].

I kanonisk bas ser vi att ytan ar Q = y% + 4y§ =1, dvs en sned ellipsformad cylinder

med symmtriaxlen ldngs yi-axeln. Om d &r avstandet fran ytan till origo sa saknar d

ett storsta vérde, ty ytan dr inte begrdnsad. Vidare géller att

1—ys 1
4 4

=yl +ys+y3 =yl +us+
1 1. 1 .
Alltsa ar d > 3 och att dpin = 5 iw =y =0, y3::|:§. Bestdim X =TY.

Soker gemensamma punkter mellan ytan @ = 9 och enhetssfiren.
Ytan Q = 9 & X'AX =9, diir A har egenviirden A\; = 0, Ay = A3 = 9. Tillhérande
egenrum ar Ej—o = [(25 1, _2)t]’ Ey—9 = [(15 2, 2)ta (25 -2, 1)t]
I kanonisk bas &r Q = 9y3 + 9y§ =9 och S #r yi +y2 —|—y§ = 1. Gemensamma punkter
sokes bland

{ 95 +9y; = 9

2 2.,.2 _
ity +ys = 1

som har 16sningen y; = 0, y% + y§ = 1 som i gamla basen har koordinaterna

1 1 1
O=yi=@iyys)| 0 |=Y"| 0 |=XT|[ 0 | =22+ 2as.
0 0 0

Alltsd ges de gemensamma punkterna mellan ytorna av skérningen mellan planet
2x1 + 29 — 223 = 0 och enhetssfaren.

Y’ = AY, dir A = TDT ! har egenviirdena A\ = —2 och Ay = 2 med tillhérande
egenrum Ey— o = [(1,-3)"], Ex—o = [(1,1)"].

1 12
1 3
Eyx—_5 = [(=4,1)!], Exzo = [(3,1)], sd att A= TDT~!. Systemet kan da skrivas

(5) = alim)=a(i)-ror ()
- (D) e )i (DG

16

Matrisen A = < ) har egenvirdena A\; = —1 och A\ = 6. Tillhérande egenrum



H()-H D D) ()

da n — oo.

22.18. Systemet kan skrivas A = TDT !, dir A = har egenvirdena

— = O

1
0
1

O ==

A = Ay = —1 och \3 = 2. Tillhérande egenrum E)—_; = [(1,—1,0)",(1,0,-1)"],
BEy=p = [(1,1,1)'].

22.20. Om A ar diagonaliserbar med sa positiva sa ar

A—=TDT-} — TpY2pl/2p=1 — ppl/2 p=1ppl/2p—1 _ g2
=B =B

1 0
egenrummet Ey—; = [(1,1)']. Eftersom

3 -2 4 -3 5 —4 6 —5
2 _ 3 _ 4 _ 5 _
ee(3d) -G E) -(05) (0 )
sa formulerar vi pastandet att

an_ (™ +1 —n

n -n+1 )

Vi visar med induktioon att detta pastande &r sant. For n = 1 &r det trivialt. Antag
nu att pastandet dr sant for n. Da géiller att

ntl _ amg4_ (M1 —n 2 -1\ (n+2 —n-1
A _AA_< n n—l)(l 0) \n+l -—n '
Darmed foljer pastaendet.
0 2 .
< 1 ) med egenviirdena \; = —1/2, A = 1 och

1
tillhorande egenrum E)__;,, = [(-2, 1)'] och Ex—; = [(1,1)!]. D& kan ekvationen
skrivas som systemet

< ZZE > B A< Cblz > =A™t < Zg > _ pprtip-1
- (D)
_)( 1 1)<0 1)3( 1 2>(

da n — oco. Detta ger att lim a, = =
n—oo

2 -1
22.21. A= ( > dr inte diagonaliserbar, ty till egenvirdena A\; = Ao = 1 hor endast

22.22. Satt b, = an4q och lat A =

N | —
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22.25. Avbildningen har matrisen D i basen av egenvektorer f. Utnyttja matrissambandet

1 -1 1 1 00 1 1 21
A=TDT Y darT=| 2 0 -1 |,D=]0 3 0 Omqué 3 0 3
1 1 1 0 0 4 2 —2 2

22.41. Se Exempel 10.10 for detaljer.
(a) F har egenviirdena A\; = 0, Ay = A3 = 1. Tillhérande egenrum Ex—¢ = [(1,1,1)],
Ey—1 =[(1,-1,0)",(1,0,—1)"]. F ar symmetrisk med determinant 0.

(b) F har egenviirdena \; = 0, Ay = A3 = 1. Tillhérande egenrum Ey_o = [(1,1,1)"],
Ex—1 = [(1,-1,0)",(1,0,—1)!]. F &r ej symmetrisk och dirmed som tillsynes &r
egenvektorerna ej ortogonala. Vidare dr determinanten 0 samt dim N(F) = 1 dar
N(F) =[(1,1,1)] och dim V(F) = 2.

F #r en sned projektion pa planet Ey—; parallellt med linjen ¢(1,1,1)".

(¢) F har ortogonal matris med determinant 1, dvs F' &r en vridning.

(d) F har egenviirdena A\; = 1, Ay = A3 = 0. Tillhérande egenrum Ey—; = [(—1,2,1)"],
Ey—o = [(2,—1,0)*,(3,0,1)!]. F &r ej symmetrisk och dirmed som tillsynes #r egen-
vektorerna ej ortogonala.

Vidare #r determinanten 0 samt dim N(F) = 2 dir N(F) = [(2,—1,0)",(3,0,1)] och
dim V(F) = [(-1,2,1)"].

F #r en sned projektion pa linjen ¢(—1,2,1)" parallellt med Ey—q.

Z2

22.43. (a) Vi har (z1 x2) ( ; f > ( i; ) = 22 4 4z 39 + 23

1
-1
A=2-—1v2, Ay =2+ V2 och tillhérande egenrum E\, =11, V2 - 1)"] resp.

E\, = [(1,=v2 — 1)!]. T kanonisk bas ges ellipsen av (2 — v/2)y% + (2 + V2)%y3 = 1.
Vad ér a och b i ekvationen?

22.46. Vinstra ledet i sambandet kan skrivas X'AX, dir A = < _:1)) > med egenvirden
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