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Valkommen till kursen

Vad gjorde att Elin blev intresserad av matematik?

Titta pd videon diir Elin Ottergren, mentor pd kursen och tidiga-
re nitstudent, berittar om hur hennes matematikintresse vick-
tes.

(http://smaug.nti.se/temp/KTH/£ilm6.html)

Nu finns ett enkelt satt att komma battre rustad till dina
hogskolestudier

Den hér kursen ér till for dig som ska ldsa en utbildning dar matematik ingar, och som
vill vara ordentligt forberedd infér kursstarten. Kursen &r ocksa bra for dig som av
andra anledningar vill frascha upp dina kunskaper i matematik.

Kursen &r en 6verbryggning frdn gymnasiet in i hogskolan. Aven om du klarat ma-
tematiken mycket bra tidigare rekommenderar vi dig att ldsa kursen. Den beréttigar
till studiemedel och kan ldsas helt via Internet. Kursen ges i samarbete mellan flera av
landets hogskolor och centret MATH.SE.

Du bestimmer sjdlv nér du vill studera och kan l4tt anpassa studierna efter dina
ovriga planer.

Anmailan och tillgdng till forum, support, examination och personlig
mentor

Kurslitteraturen ar oppet tillganglig via Internet. Anmalan till kursen sker fortlopande
under aret genom ett elektroniskt formulédr pd www.math.se och du far da direkt ett
anvandarnamn och 16senord som ger tillgang till allt kursmaterial, diskussionsforum,
support, uppfoljning och prov. Du far ocksd en personlig mentor som hjilper dig att
lyckas med dina studier.

Handledning och examination

Du kan nédr som helst pa nitet diskutera med studiekamrater, stilla fragor och fa hand-
ledning av ldrare. Examination sker via Internet efterhand som du arbetar med kursen.
Vissa av vara hogskolor erbjuder handledning och satsningar pa plats som komple-
ment till det som sker pa Internet.



Observera att materialet i denna kurs ir utformat for att
man ska arbeta med det utan hjilp av minirdknare.

Nér du kommer till hogskolan kommer du ndmligen inte att
fd anvanda minirdknare pa dina “tentor”, &tminstone inte pa
grundkurserna. Pa hogre kurser i matematik har man knap-
past ndgon anvandning for minirdknare, eftersom matema-
tiken d& mer handlar om att forstd principer dn att utfora rakneoperationer. Det ar
exempelvis viktigare att forsta varfor 7 4- 3 dr detsamma som 3 + 7, &n att kunna utfo-
ra additionen och fa fram svaret 10.

Sa har lyckas du med kursen:

1. Borja med att ldsa genomgéngen till ett avsnitt och tinka igenom exemp-
len.

2. Arbeta sedan med 6vningsuppgifterna och forsok att 16sa dem utan mi-
nirdknare. Kontrollera att du kommit fram till ratt svar genom att klicka
pa svarsknappen. Har du inte det, sd kan du klicka pd 16sningsknappen,
for att se hur du ska gora.

3. Ga darefter vidare och svara pa fragorna i grundprovet som hor till av-
snittet.

4. Skulle du fastna, se efter om ndgon stéllt en frdga om just detta i avsnittets
forum. Stéll annars en frdga om du undrar 6ver nagot. Din ldrare (eller en
studiekamrat) kommer att besvara den inom nagra timmar.

5. Nar du ar klar med 6vningsuppgifterna och grundproven i ett avsnitt sa
ska du gora slutprovet for att bli godkdnd pa avsnittet. Dar géller det att
svara ratt pa tre fragor i foljd for att kunna g vidare.

6. Nar du fatt alla ratt pd badde grundprov och slutprov, sd dr du godkand
pa den delen och kan ga vidare till nédsta del i kursen.

P.S. Tycker du att innehéllet i ett avsnitt kidnns vélbekant, sa kan du testa att
ga direkt till grundprovet och slutprovet. Du maste fa alla rétt pa ett prov, men
kan gora om provet flera gdnger, om du inte lyckas pa forsta forsoket. Det ar
ditt senaste resultat som visas i statistiken.



Hur gar kursen till?

Elins tips till dig som ska lisa matte pd hogskolan. Vad kan vara
bra att veta?

Titta pd videon dir Elin Ottergren, mentor pd kursen och tidi-
gare "nitstudent”, tipsar dig.

(http://smaug.nti.se/temp/KTH/£ilm7 .html)

Aktuella kunskaper 6kar dina chanser att lyckas

Kursen &dr en 6verbryggning fran gymnasiet in i hogskolan och gar igenom nagra av
de basfardigheter som vi tycker &r viktiga att du har fullt uppdaterade infér dina hog-
skolestudier. Du ldser helt flexibelt i den takt som passar dig sjdlv.

S4a har ar det tankt att du ska arbeta med kursen:

= Borja med att ldsa genomgangen till ett avsnitt och
tanka igenom exemplen.

= Arbeta darefter med Ovningsuppgifterna och sva-
ra pa fragorna i grundprovet som hor till avsnittet.
Skulle du fastna, se efter om ndgon stéllt en frdga om
just detta i avsnittets forum, annars stéll en fraga sjalv.

® Nér du ar klar med 6vningsuppgifterna och grund-
provet i ett avsnitt sd gor du slutprovet for att bli
godkand pa avsnittet.

= Nér du klarat alla slutprov sa far du en individuell inlamningsuppgift som du
bade ska l6sa sjadlvstandigt och skicka in och dérefter bearbeta i grupp.

Din personliga mentor stoder dig

Nér du loggat in med ditt anvdndarnamn kommer du till “Stu-
dent lounge”. Dér hittar du mailadress och telefonnummer till
din personliga mentor som du kan kontakta, om du kor fast pa
en uppgift eller har ndgot du behover frdga om.

Mentorerna har tagit namn som Albert Einstein, Kurt Godel,
Arkimedes osv., men bakom dem finns en hel grupp personer,




vilka dr larare och/eller studenter pa ndgon hogskola inom MATH.SE. Din mentor vill
inget hellre dn att hjdlpa dig. Vart gemensamma mal dr att alla som borjar pd kursen
ska klara av den och fa en bra grund att sta pa infor sina hogskolestudier. For oss finns
inga dumma fragor, bara de som inte stélls!



Sa gar examinationen till

Du examineras online

Examinationen bestar av tva sjdlvrattande prov per av-
snitt och en inlamningsuppgift samt gruppuppgift i
slutet av kursen. Var och en av kursens 5 delar mot-
svarar 1 hogskolepodng och rapporteras i allmédnhet till
Ladok var for sig pd den hogskola dar du ar kursre-
gistrerad (for vissa kurstillfdllen sker rapportering nér
hela kursen &r klar). Kursbetyg erhalles nar alla fem
momenten dr godkdnda. Som betyg pa kursen ges un-
derként eller godként.

Grundproven och slutproven rittas via datorn

Till varje avsnitt i kursen finns det bdde ett grundprov och ett slutprov. Lank till proven
tinns i din "Student Lounge” som du kommer till ndr du loggat in med ditt personliga
anvdandarnamn. Du kan inte bli underkdnd pa dessa prov, utan misslyckas du med
nagot prov sa dr det bara att gora om tills du far alla ratt.

Slutproven bestdr av tre slumpmaéssigt genererade
frdgor som réttas automatiskt av datorn. Har ska du
kunna 16sa ett problem pa papper och skriva in rétt
svar pa skdarmen. Du mdste svara ritt pd samtliga tre frd-
gor i foljd for att bli godkind.

Om du svarat fel pd ndgon fraga kan du gora ett nytt
forsok. Du far nu tre nya varianter pa fragorna som du
ska losa (dven om du skulle ha klarat ndgon eller nagra
av de tidigare frdgorna ska du alltsd klara alla tre fragor
i denna omgang pa nytt). Tank pa att det ar ditt senaste resultat som registreras i
studiestatistiken.

Inlamningsuppgiften dr en viktig del av examinationen

Inlamningsuppgiften ingar i del 5 av kursen. Via en lank pa kurssidan for inlamnings-
uppgiften kommer du att kunna ladda ner din individuella inlamningsuppgift nir du
kommit halvvégs in i kursen. Forst nér ar klar med tre fjardedelar av alla prov kan du
skicka in din 16sning till inlamningsuppgiften.

I inlamningsuppgiften ska du kunna presentera en idé eller ett resonemang med
egna ord och inte bara med ett svar eller genom att ange ett korrekt alternativ. Din
individuella inlamning behdver dock inte vara perfekt, utan det &r forst i ndsta steg —



tillsammans med andra deltagare — som de slutliga l10sningarna ska fardigstallas.

Gruppovningen lir dig att diskutera matematik med
andra

Nar du skickat in din individuella inldimning kommer du au-
tomatiskt att bli grupperad tillsammans med tre andra per-
soner som nyligen skickat in sina individuella inlamning-
ar. Gruppen far ett eget gruppforum i systemet dir man
kan kommunicera och en knapp for att gora en gemensam
gruppinldmning.

Gruppens uppgift dr att granska samtliga medlemmars
individuella inlamningar och sedan komma &verens om en
gemensam “badsta” 10sning till var och en av uppgifterna.

Gruppen gor sedan en gruppinldamning och det dr dessa losningar som granskas
och kommenteras av dina ldrare. Lararen kommunicerar med hela gruppen, och om
det dr ndgot gruppen har missat s har man mdjlighet att gora nya gruppinlamningar
tills allt ar klart och godként. For att bli godkdnd pa gruppuppgiften maste du delta
aktivt, t.ex. genom att stdlla frdgor och hjdlpa till att arbeta fram forslag pa er gemen-
samma gruppinldmning.

Vinta med att skicka in din inlamningsuppgift om du planerar att vara borta
fran kursen.

Ibland kan det ta ndgra dagar att bli grupperad, men oftast gar det mycket
fortare. D& ar det meningen att gruppen direkt ska borja jobba med att 16sa
uppgiften.

Om du t.ex. dr bortrest och inte har tillgang till Internet sa blir de dvriga
gruppdeltagarna lidande och kan inte borja jobba med gruppoévningen. Darfor,
om du vet att du kommer att bli borta fran kursen, ber vi dig vanta med att
sanda in din inlamningsuppgift till dess du éar tillbaka och kan vara aktiv i
grupparbetet.



1.1 Olika typer av tal

Innehall:

= Naturliga tal

= Negativa tal

= Prioriteringsregler och parenteser
= Rationella tal

= Ndgot om irrationella tal

= Reella tal

Larandemal:

Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

= Berdkna uttryck som innehaller heltal, de fyra rdknesétten och parenteser.

= Veta skillnaden mellan naturliga tal, heltal, rationella tal och irrationella
tal.

= Omvandla braktal till decimalform och omvéant.

= Avgora vilket av tva brdktal som &r storst, dels med decimalbraksutveck-
ling, dels genom forlangning av braken.

= Ange ett ndrmevérde till decimaltal och brdktal med ett givet antal deci-
maler.

Rikneoperationer med tal

Att arbeta med tal innebédr att man utfor en rad rdkneoperationer. De grundldggande
ar de fyra raknesétten. I figuren som foljer finns ndgra begrepp som é&r bra att kunna
for att forstd matematisk text.
Nar man adderar tal 4r summan inte beroende av i vilken ordning termerna adde-
ras
3+4+5=3+5+4=5+4+3=12

Nar tal subtraheras ar naturligtvis ordningen viktig
5-2=3 medan 2-5=-3.

Om vi pratar om differensen mellan tva tal menar vi vanligtvis skillnaden mellan det
storre och det mindre. Sdledes menar vi att differensen mellan 2 och 5 &r 3.



Figuren visar de fyra rdknesdtten och namnen pa de olika delar som ingar.

Addition
term summa
/N /
344=7
Multiplikation
faktor produkt
/ 0\ /
3-4=12

Subtraktion

Division

taljare kvot

term differens
/ \ /
13—4=9
/
=9

namnare —

Nar tal multipliceras dr ordningen mellan faktorerna inte viktig

3-4-5=3-5-4=5-4-3=060.

Vid division dr ordningen av betydelse

6

3 =2 medan

0,5.

Rikneordning i uttryck (Prioriteringsregler)

10

Nar flera rdaknesatt forekommer i ett matematiskt uttryck dr det viktigt att man har en

overenskommelse om i vilken ordning operationerna ska utforas. Foljande géller:

= Parenteser (parentesen “langst in” forst)

= Multiplikation och division (fran vénster till hoger)

= Addition och subtraktion (fran vanster till hoger)

Exempel 1

a) 3—(2-(3+2) —5)=3-(2-5-5)=3—(10-5) =3—-5=—2

by 3-2-(3+2)-5=3-2-5-5=3-10-5=-7-5=-12

¢ 5+3

2

-(5— _—4)—3-(2+ 2-4))=5+3- (5—(=2)) =3~ 2+ (=2))

—=5+3.(5+2) —3-(2-2) =5+3-7—-3-0=5+21—-0=26
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”Osynliga” parenteser

Vid division ska tédljare och ndimnare berdknas var for sig innan divisionen utférs. Man
kan darfor sdga att det finns “osynliga parenteser” omkring tédljare och namnare.

Exempel 2
a) ?z%:6
SR

Speciellt viktigt ar detta vid anvdndandet av minirdknare. Divisionen

8+4
2+4

maste skrivas (8 +4)/(2+4) pd minirdknaren for att det korrekta svaret 2 ska erhallas.
Ett vanligt misstag ar att skriva 8 +4/2 + 4, vilket av minirdknaren tolkas som 8 + 2 +
4 =14.

Olika typer av tal

De tal vi anvander oss av for att beskriva antal och matt, mm., kallas sammanfatt-
ningsvis for de reella talen och kan illustreras med hjélp av en tallinje:
355

0,5 V2 385

3 —2 ] 0 l 2 3

o O

>

De reella talen “fyller” tallinjen, dvs. inga hal eller mellanrum finns nadgonstans langs
tallinjen. Varje punkt pa tallinjen kan anges med hjilp av en f6ljd av decimaler. Mang-
den av de reella talen dr alla decimaltal och betecknas med R. Tallinjen visar ocksa
talen i storleksordning; ett tal till hoger dr alltid storre &n ett tal till vanster. Man bru-
kar dela upp de reella talen i foljande typer av tal:

Naturliga tal (symboliseras vanligen med bokstaven N)

De tal som anviands niar man raknar antal: 0,1, 2, 3,4, . ..
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Heltal (Z)
De naturliga talen och deras negativa motsvarigheter: ..., -3, -2, -1,0,1,2,3, ...
Rationella tal (Q)

Alla tal som kan skrivas som en kvot mellan heltal (brak), t.ex.

33 37 .
1 2 128 OV

Observera att dven heltalen rdknas som rationella tal, eftersom

2 4 6 8 100 384

~1 2 3 4 5 192 &

Exempel 3

a) Att multiplicera tdljare och ndmnare hos ett rationellt tal med samma faktor
kallas forlangning och fordndrar inte talets varde

1-2 2 1-5 5
=_—=-=_—=— O0sW

1
3 3.2 6 3.5 15

b) Att dividera tdljare och ndmnare hos ett rationellt tal med samma tal kallas
torkortning och forandrar inte heller talets varde

_@_%w_g_wm_gmv
105 105/5 21 21/3 7 ‘

Irrationella tal

De tal pa tallinjen som inte kan skrivas som brak kallas irrationella tal. Exempel pa
irrationella tal ar de flesta rotter, som /2 och /3, men dven talet 77 t.ex.

Decimalform

Alla typer av reella tal kan skrivas pa decimalform, med ett godtyckligt antal decima-
ler. Decimalerna som skrivs till hoger om decimalkommat anger antal tiondelar, hund-
radelar, tusendelar, osv., pd samma sétt som siffrorna till vanster om decimalkommat
anger antalet ental, tiotal, hundratal, osv.
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decimalkomma

tusental tiotal \ tiondel tusendel
1234,5678
9
| | | |
hundratal ental hundradel tiotusendel

Exempel 4

6 n 7 n 8
100 © 1000 = 10000

1234,5678 = 1000 + 200 + 30 + 4 + % +

Ett rationellt tal kan skrivas pa decimalform genom att utféra divisionen. Saledes ar
talet % samma som ”3 dividerat med 4”, dvs. 0,75.

Las om liggande stolen pd wikipedia.

Exempel 5
1
a) 5= 0,5=0,50
1
b) 3= 0,333333 ... =0,3
5
) — = 0,4166666 ... = 0416
12
d) ; = 0,142857142857 ... = 0,142857
(understrykningen markerar decimaler som upprepas)

Som synes har de rationella talen ovan en periodisk decimalutveckling, dvs. decimal-
utvecklingen slutar alltid med att en viss f6ljd av decimaler upprepas i all oandlighet.
Detta géller for alla rationella tal och skiljer dessa fran de irrationella, vilka inte har
nagot periodiskt monster i sin decimalutveckling.

Omvint géller ocksa att alla tal med en periodisk decimalutveckling dr rationella
tal.
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Exempel 6

Talen 7t och /2 &r irrationella tal och har darfor inget periodiskt monster i sin
decimalutveckling.

a) 7 =23,141592653589793238462643 ...

b) V2 =1,414213562373095048 801688 ...

Exempel 7
a) 0,600 ...:O,6:%:%

Exempel 8

Talet x = 0,215151515 ... &r rationellt, eftersom det har en periodisk decimalut-
veckling. Vi kan skriva detta rationella tal som en kvot av tva heltal pa foljande
satt.

Multiplicerar vi talet med 10 forskjuts decimalkommat ett steg at hoger

10x =2,151515 ...

och multiplicerar vi talet med 10 - 10 - 10 = 1000 flyttas decimalkommat tre steg at
hoger
1000 x = 215,1515 ...

Nu ser vi att 1000 x och 10 x har samma decimalutveckling sd differensen mellan
talen
1000x — 10x = 215,1515 ... —2,151515 ...

blir ett heltal
990x = 213.

Alltsd ar
213 71

¥ 7990 ~ 330°
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Avrundning

Eftersom det dr opraktiskt att rdkna med ldnga decimalutvecklingar s& avrundar man
ofta tal till ett lampligt antal decimaler. Overenskommelsen som géller dr att siffrorna
0,1,2,3 och 4 avrundas nedat medan 5, 6, 7, 8 och 9 avrundas uppat.

Vi anvdnder symbolen ~ (dr ungefar lika med) for att markera att en avrundning
har skett.

Exempel 9

Avrundning till 3 decimalers noggrannhet:
a) 1,0004 ~ 1,000

b) 0,9999 ~ 1,000

c) 29994999 ~ 2,999

d) 299950 ~ 3,000

Exempel 10

Avrundning till 4 decimalers noggrannhet:

a) 7 =31416

b) 3~ 06667

Jamforelse av tal

Man anger storleksforhdllandet mellan tal med hjdlp av symbolerna > (ar storre dn),
< (dr mindre dn) och = (&r lika med). Storleksforhédllandet mellan tva tal kan avgoras
dels genom att skriva talen i decimalform, eller genom att skriva rationella tal som
brdk med gemensam ndmnare.

Exempel 11
a) Vilket ar storst av talen % och 0,33?
Vi har att L 100 3 9
= - = — h = = — = —
=37 300 °M Y097 150 = 300




Alltsa ar x > y eftersom 100/300 > 99/300.
Alternativt sa kan man se att 1/3 > 0,33 eftersom 1/3 = 0,3333 ... > 0,33.

b) Vilket tal ar storst av % och %?

Skriv talen med gemensam ndmnare, t.ex. 35:

2_14 3 _15
5 35 % 7735

o . 3 2 15 14
Alltsd ar z>5 eftersom B > 35
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Rad for inldsning
Grund- och slutprov
Efter att du har last texten och arbetat med 6vningarna ska du gora grund- och

slutprovet for att bli godkdnd pa detta avsnitt. Du hittar lanken till proven i din
student lounge.

Att tinka pa
Var noggrann! Manga losningar blir fel pa grund av misstag i avskriften eller
andra enkla fel, och inte for att du skulle ha tankt fel.

Lastips
For dig som vill fordjupa dig ytterligare eller behover en langre forklaring sa
vill vi tipsa om

= [ds mer om Aritmetik i engelska Wikipedia
(http://en.wikipedia.org/wiki/Arithmetic)

= Vem upptdckte Nollan? Lds mer i “The MacTutor History of Mathematics
archive”
(http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history/HistTopics/Zero.
html)

» Liggande stolen — en beskrivning
(http://wuw.fritext.se/matte/grunder/posi3.html)

m Visste du att0,999... = 1?
(http://en.wikipedia.org/wiki/0.999...)

Lanktips
Hur manga farger behovs det for att farglagga en karta? Hur manga génger
madste man blanda en kortlek? Vilket &dr det storsta primtalet? Finns det ndgra
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“turnummer ”? Vilket dr det vackraste talet? Lyssna till den kdnda forfattaren
och matematikern Simon Singh, som bland annat berdttar om de magiska talen
4 och 7, om primtalen, Keplers hogar och om nollan.

= Lyssna pa BBC-programmen ”5 Numbers”
(http://www.bbc.co.uk/radio4/science/5numbersi.shtml)

= Lyssna pa BBC-programmen ”Another 5 numbers”
(http://www.bbc.co.uk/radio4/science/another5. shtml)
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1.1 Ovningar

Ovning 1.1:1

Berédkna (utan hjdlp av raknedosa)

a) 3-7-4+6-5 b) 3—(7—4)+(6-5)
¢ 3—(7—(4+46)—-5) d 3—-(7—-(4+6))—5
Ovning 1.1:2

Berédkna

a) (3-(7-4)(6-5) b) 3-(((7-4)+6)-5)
¢ 3:-(=7)—4-(6-5) d) 3-(=7)—(4+6)/(-5)
Ovning 1.1:3

Vilka av foljande tal tillhor de naturliga talen? heltalen? rationella talen? irrationella
talen?

a) 8 b) —4 ¢ 8—4
d) 4-8 e) 8-(—4) ) (=8)-(=4)
Ovning 1.1:4
Vilka av foljande tal tillhor de naturliga talen? heltalen? rationella talen? irrationella
talen? Y
1 -8 2
4 \2
d) <ﬁ> e) - w41
Ovning 1.1:5

Ordna foljande tal i storleksordning

35 7
a) 2,5,30chsz

/503
1 1 3 1
b) =3 -5 —qgoch—3
1 2 3 5 21
¢ 2,35 g0chjy
Ovning 1.1:6

Ange decimalutvecklingen med tre korrekta decimaler till

a) ¢ b) ] 9 3 d V2
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Ovning 1.1:7
Vilka av foljande tal dr rationella? Skriv dessa som en kvot mellan tva heltal.
a) 3,14
b) 3,141614161416 ...
c) 02001001001 ...
d) 0,101001000100001... (en 1:a, en 0:a, en 1:a, tva O:or, en 1:a, tre 0:or osv.)
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1.2 Brakrakning

Innehall:

» Addition och subtraktion av braktal
= Multiplikation och division av braktal

Lirandemal:

Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

= Berdkna uttryck som innehadller brdktal, de fyra raknesdtten och parente-
ser.

= Forkorta brak sd ldngt som mojligt.
= Bestdmma minsta gemensamma ndmnare (MGN).

Forlangning och forkortning

Ett rationellt tal kan skrivas pd manga satt, beroende pa vilken ndmnare man véljer att
anvanda. Exempelvis har vi att

25 1 2 3 4
O’ZS_W_Z_g_E_E OSV.
Vardet av ett rationellt tal &ndras inte ndr man multiplicerar eller dividerar tédljare och
ndamnare med samma tal. Dessa operationer kallas forlingning respektive forkortning.

Exempel 1
Forlangning:
) 2 25 10
Y 3735 15
5 5.4 20
b 75717
Forkortning:
9 9/3 3
C) _— = — = —
12 12/3 4
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72 72/2 36 36/6 6 6/3 2

d - == _-_"_-~_"'1-_=
) 108 108/2 54 54/6 9 9/3 3

Man boér alltid ange ett brak forkortat sd ldngt som mojligt. Detta kan vara arbetsamt
ndr stora tal dr inblandade, varfor man redan under en pagaende utrdkning bor forso-

ka halla brdk i sd forkortad form som mojligt.

Addition och subtraktion av brak

Vid addition och subtraktion av tal i brdkform maste brdken ha samma ndmnare. Om
sa inte dr fallet mdste man forst forlinga respektive brdk med lampliga tal sd att ge-

mensam ndmnare erhélles.

Exempel 2

o 342.33,25 9 10 _9+410 19
5 3 5.3 3.5 15 15 15 15

b) 5 2 53 2.2 15 4 15-4 11
6 9 6-3 9.2 18 18 18 18

Det viktiga dr hér att dstadkomma en gemensam ndmnare, men man bor strava ef-
ter att hitta en s lag gemensam ndmnare som mojligt. Idealet &r att hitta den minsta
gemensamma ndmnaren (MGN). Man kan alltid erhdlla en gemensam ndmnare ge-
nom att multiplicera de inblandade ndmnarna med varandra. Detta dr dock inte alltid

nodvandigt.
Exempel 3
) 7 1 712 1-15 8 15 69  69/3 23
15 12 15-12 12-15 180 180 180 180/3 60
b) 7 1 74 1.5 28 5 23
15 12 154 125 60 60 60
0 1+§_1_1-4-6+3-8-6_1-8-4
8 4 6 8-4-6 4-8:6 6-8-4
24 144 32 136 136/8 17
192 0 192 192 192 192/8 24
" 1+3_1_1~3+3~6_1-4_3 18 4 17
8 4 6 83 4-6 6-4 24 24 24 24
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Man bor vara sa pass tranad i huvudrakning att man snabbt kan hitta MGN om nam-
narna dr av rimlig storlek. Att allmédnt bestimma den minsta gemensamma namnaren
kraver att man studerar vilka primtal som ingar som faktorer i respektive ndamnare.

a)

Exempel 4

1 1
Bera — 4+ —.
erdkna 0 + )
Delar vi upp 60 och 42 i sa sma heltalsfaktorer som mojligt, sa kan vi bestdm-
ma det minsta heltal som dr delbart med 60 och 42 genom att multiplicera
ihop deras faktorer men undvika att ta med for manga av faktorerna som

talen har gemensamt

60=2-2-3-5
MGN =2-2-3-5-7 = 420.

42=2-3-7

Vi kan d4 skriva

1+1_1-7+1-2-5_ 7+10_17
60 42 60-7 42-2-5 420 420 420°

.. 1 5
b) Berdkna 5 + ARETY
Minsta gemensamma ndmnare véljs sd att den innehaller precis sd manga
primtalsfaktorer sa att den blir delbar med 15, 6 och 18
15=3-5
6=2-3 = MGN=2-3-3-5=90.
18=2-3-3
Vi kan da skriva
2 +1_ 5 2:2.3 +1-3-5_ 5.5 _12+15_25_ 2 1
15 6 18 15-2-3 6-3-5 18-5 90 90 90 90 45
Multiplikation

Naér ett bradk multipliceras med ett heltal, multipliceras endast tédljaren med heltalet.
Det dr uppenbart att om t.ex. % multipliceras med 2 sd blir resultatet 2, dvs.

1-2 2
3 3

Q| =
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Om tvd brdk multipliceras med varandra, multipliceras tdljarna med varandra och
ndmnarna med varandra.

Exempel 5
3 8.3 24
) 8 o= =7
2 1 2-1 2
P 3553515

Innan man genomfor multiplikationen boér man alltid kontrollera om det dr majligt
att forkorta braket. Detta utférs genom att stryka eventuella gemensamma faktorer i
taljare och ndmnare.

Exempel 6

Jamfor utrdkningarna:

o 3.2.32_ 6 _6/3 2
53 5.3 15 15/3 5
32 3.2 2

by Z.Z2=_°-_Z=

) 53 5.3 5

Att stryka treorna i 6b innebdr ju bara att man forkortar brdket med 3 i ett tidigare
skede.

Exempel 7

2 7 2 X2 12 1 2 11 1
10 7 10 %X 101 251 51 5

b) 14 20 2.7 4.5 2:X 45 2 4.3 2 4 2.4 8
15 21 3.5 3.7 3.5 3.% 3.3 3 33 33 9
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Division

Om 411 delas i 2 s blir svaret %. Om % delas i 5 sa blir resultatet %. Vi har allts3 att
1

1 1 2 1 1

=1.2-3 ©°h FT=33=1

Nar ett brak divideras med ett heltal, multipliceras alltsd namnaren med heltalet.

N[ s =

Exempel 8
3 3 3
wgﬂ—ir%

6/, 6 2.3 2
m?/—faﬁﬁ—a

Naér ett tal divideras med ett brak, multipliceras talet med braket inverterat ("upp-
och-nervant”). Att t.ex. dividera med % dr ju samma sak som att multiplicera med 2,
dvs. 2.

Exempel 9
3 2 3.2
A
2
5 7 5.7 35
b 3=53=3 "3
7
2
9 3 28 28 16
5 35 5 15
8
3
d) i_§ 10 _ 3 25 5 _°
9 4 9 2.2 3-3 2.3 6
10
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Hur kan brédkdivision forvandlas till multiplikation? Forklaringen ar att om ett brak
multipliceras med sitt inverterade brak blir produkten alltid 1, t.ex.

23 23 9 17 8 V7

o=z -c=1 eller - —=—-—=1

32 32 179 17 9
Om man i en brakdivision forlanger tdljare och nimnare med ndmnarens inverterade
brdk, fdr man alltid 1 i ndmnaren och resultatet blir tdljaren multiplicerad med den
ursprungliga ndmnarens inverterade brak.

Exempel 10

WIN
Q11

U1l N3 G111
WIN
1l 3

\1IU1|OJIN
NIEGIEIES)

Brak som andelar

Rationella tal ar alltsa tal som kan skrivas i brakform, omvandlas till decimalform, el-
ler markeras pa en tallinje. I vart vardagliga sprakbruk anvdnds ocksa brak nar man
beskriver andelar av ndgot. Har nedan ges nagra exempel. Lagg mairke till hur vi an-
vander ordet “av”, vilket kan betyda savil multiplikation som division.

Exempel 11
a) Olle satsade 20 kr och Stina 50 kr.
20 20 2
Olles andel ar 50520 = =0 =5 och han bor alltsa fa % av vinsten.

b) Hur stor del utgor 45 kr av 100 kr?

.. 45 9
Svar: 45 kr ar 100 — 20 av 100 kr.

¢) Hur stor del utgér 1 liter av 1 liter?

2
= — av % liter.

Svar: % liter ar 3

=N

1
3

I\.)IH|(JJI»—\

d) Hur mycket ar g av 10007
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Svar: g -1000 = % = 625

ir 2 07
e) Hurmycketdr 5 av 37

2.3 2.2
7

Svar: 2.6 _ 2 B 4
"3 7 A N 7

Blandade uttryck

Nar brdk forekommer i rakneuttryck giller naturligtvis metoderna for de fyra rak-
nesdtten som vanligt, samt prioriteringsreglerna (multiplikation/division fore addi-
tion/subtraktion). Kom ocksd ihdg att tdljare och ndmnare i ett divisionsuttryck be-
rdknas var for sig innan divisionen utfors (“osynliga parenteser”).

Exempel 12
a) ! = 1 = 1 = 1 :1.222
2 3 2.4 3.3 8 9 17 17 17
373 34713 TR 1
4 1 4.2 1 8 1 7
b 5_6:ﬁ_6:6_6:§:?§zz
4 1 4.2 1 8 1 9 69 9
376 3276 66 6
5.3 353 153 12
9 5_ 5 5 5 5:5:g.<_§>
2 , 223 2 6 4 5 14
3 3 3 3 3 3
343 33 9
- 5 4 5 5
1 31 1 3-1 1 1
1 1 53 3 2 5.3 5 5
N 273 676 6
1 1 3 4 1
2/1 4 3 25 12 12 10 12
5/5_ 2 31 2 3 2




Rad for inlasning

Grund- och slutprov

Efter att du har ldst texten och arbetat med 6vningarna ska du gora grund- och
slutprovet for att bli godkdnd pa detta avsnitt. Du hittar lanken till provenidin
student lounge.

Tank pa att:
Strdva alltid efter att skriva ett uttryck i enklast mojliga form. Vad som é&r
“enklast” beror dock oftast pd sammanhanget.

Det ar viktigt att du verkligen behérskar brakrdakning. Att du kan hitta en
gemensam namnare, forkorta och forldnga etc. Principerna dr namligen grund-
laggande ndr man ska rdkna med rationella uttryck som innehaller variabler
och for att du ska kunna hantera andra matematiska uttryck och operationer.

Rationella uttryck med brak som innehdller variabler (x, y, ...) dar mycket
vanliga ndr man studerar funktioner, speciellt andringskvoter, gransvarden och
derivata.

Lastips
For dig som vill fordjupa dig ytterligare eller behover en langre forklaring.

= [ds mer om brdk och brdkrdkning i engelska Wikipedia
(http://en.wikipedia.org/wiki/Fraction_(mathematics))

= Brdkrdakning — Fri text
(http://wuw.fritext.se/matte/brak/brak.html)

Lanktips

= Experimentera interaktivt med brak
(http://nlvm.usu.edu/en/nav/frames_asid_105_g_2_t_1.html)

= Har kan du f8 en bild av hur det gar till ndr man ldagger ihop brak.
(http://www.theducation.se/kurser/experiment/gyma/applets/ex13_
brakaddition/Ex13Applet.html)
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1.2 Ovningar

Ovning 1.2:1

Skriv pa gemensamt brakstreck

7 11
+ = b)

4
1,1
3

@)
~
N =
|
a1l N

a)

d 45+

1
475

)
A
SR IENTEN)
_|_
B Ul =

|
Wl

Ovning 1.2:2

Bestdm minsta gemensamma namnare
1 1 1 1 1 1 2 1
AT Y i O nu Y Btn

Ovning 1.2:3

Berédkna foljande uttryck genom att anvdnda minsta gemensamma ndmnare:

3 7 1 1 1 1

24710 16

Ovning 1.2:4
Forenkla foljande uttryck genom att skriva pd gemensamt brakstreck. Braket ska vara
fardigforkortat.

3 2 1 1
5 7 4 5
- b) —
a) 7 ) 3 <) 3
10 8 10
Ovning 1.2:5

Forenkla foljande uttryck genom att skriva pa gemensamt brdkstreck. Braket ska vara
tardigforkortat.

1 1 3 1
2 273 0 5
a) b) ¢)
1 1 1 1 7 3
7715 372 8 16
Ovning 1.2:6
1
2 2
L 111
Forenkla 2 + 3
oren 1 3 .
2, 2
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1.3 Potenser

Innehall:

= Positiv heltalsexponent
= Negativ heltalsexponent
= Rationell exponent

= Potenslagar

Larandemal:

Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

= Kénna till begreppen bas och exponent.

» Berdkna uttryck med heltalsexponent.

» Hantera potenslagarna i forenkling av potensuttryck.
= Veta ndr potenslagarna &r giltiga (positiv bas).

= Avgora vilket av tva potensuttryck som &r storst baserat pa jamforelse av
bas/exponent.

Heltalspotenser

Vi anvander multiplikationssymbolen som ett kortare skrivsétt for upprepad addition
av samma tal, t.ex.
4+4+4+4+4=4-5.

Pa ett liknande satt anvands potenser som ett kortare skrivsétt for upprepad multipli-
kation av samma tal:
4-4-4-4-4=4.

Siffran 4 kallas for potensens bas och siffran 5 dess exponent.

Exempel 1
a) 5°=5.5-5=125

b) 10°=10-10-10-10-10 = 100000
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¢ 01*=0,1-0,1-0,1=0,001

d) (=2)*=(-2)(-2)-(-2) - (-2) = 16, men
2= -2 =—-(2-2-2-2) =16

e) 2-32=2.3.-3=18,men (2-3)>=6>=36

Exempel 2
2\3 22 2 23 8
3 (3)

3/ ©333 3 27

b) (2-3)*=(2-3)-(2-3)-(2-3)-(2-3)=2-2-2-2-3-3-3.3 =2%.3* = 1296

Det sista exemplet kan generaliseras till tvd anvdndbara rakneregler for potenser:

Potenslagar

Med definitionen av potens foljer ytterligare ndgra rakneregler som forenklar berak-
ningar med potenser inblandade. Man ser t.ex. att
22.2°=2.2.2-2.2:2.2.2=2:2:2.2.2:2.2.2 =23 =28

S——— ~~
3 st 5 st (3+5) st

vilket generellt kan skrivas

Vid division av potenser kan ocksa berdkningarna forenklas om potenserna har sam-
ma bas
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Den allmédnna regeln blir

Néar man rdkar ut for en potens av en potens finns ytterligare en anvandbar rakneregel.
Vi ser att

'5=5.55.5.55 — 523 — 56,

st 3 génger 2 st

(52> =52.52.52=5.5.5.5.5
2

och

5%2=5.5=5.5.5.5.5.5=5.5.5.5.5.5 =52 = 5%,
—— N — ~ —~ v
3 st 3 st 2 ganger 3 st

Allmint kan detta skrivas

Exempel 3
a) 29 X 214 — 29+14 — 223

b) 5.5 =51.53 —g51+3 _ 54
C) 32 X 33 . 34 _ 32+3+4 — 39

d) 10°-1000 = 10°-10° = 10°*3 = 108

Exempel 4
31 100—-98 2
1
b) 7_027_10:710—1:79

7 71
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Om ett brdk har samma potensuttryck i bade tédljare och ndmnare sa intréffar foljande:

5% .
5 = 5573 =50 samtidigt som
For att raknereglerna for potenser ska stimma gor man alltsd den naturliga definitio-
nen att for alla 2 som inte ar 0 géller att

5 5.5-5 125

2= == =1
5 5.5.5 125

a®=1.

Vi kan ocksa raka ut for att exponenten i ndmnaren ar storre dn den i téljaren. Vi far
34

t.ex. s
3.3, 1 1
= —=3%6=-3"2 och 3—: p-3-3-3 = = —.
36 3 3-3-3-3-3-3 3-3 32
Vi ser hér att enligt vara rdkneregler maste den negativa exponenten betyda att

1
-2 o
3 _— ?.

Den allmédnna definitionen av negativa exponenter ar att, for alla tal 2 som inte &r 0
galler att

_ 1
a v — a—n
Exempel 5
712% 12931293 0
a) 71293:7 =7"=1
b) 37.3-9.34 — 37+(-9)+4 — 32
1 1
12— = — = -3
c) 0,00 1000 — 108 10
8 1 1
d) 008=—r=—=_=573
) 1000 125 53
2\ 1 1 3 3
9 (3) = ) =127
3
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1\-3
f) (?) = (3723 = 3(—2)-(=3) — 36

g) 0,015 = (10"2)5 = 10725 = 1010

Om basen i ett potensuttryck dr —1 sa blir uttrycket alternerande —1 eller 41 beroende
pa exponentens varde

(- = -1

(1> =(-1)-(-1) = +1

(-1’ =(-1)- (1)’ =(-1)-1=-1
(D)= (-1)- (-1’ =(-1)- (1) = +1

Regeln &r att (—1)" ar lika med —1 om n &r udda och lika med +1 om 7 &r jamn.

Exempel 6
a) (—1)° =1 eftersom 56 ar ett jamnt tal
b) t 1 —1 eftersom 11 ar ett udda tal
S efterso ettu
(_2)127 (_1 ,2)127 (_1)127,2127 -1 _2127
9 om0 S 130 IES
1 1
_ _9127-130 _ -3 _ _ -+ _ 1
2 23 8
Byte av bas

Man bor vara uppmaérksam pa att vid forenkling av uttryck om mojligt férsoka skriva
ihop potenser genom att vélja samma bas. Det handlar ofta om att vilja 2, 3 eller 5 som
bas och dérfor bor man ldra sig att kidnna igen potenser av dessa tal, exempelvis

4=22 8=2% 16=2% 32=25 64=20 128=127, ...
9=3%2 27=3% 81=3% 243=3°, ...
25 ="5%, 125="5°, 625=5% ...



34

Men dven
1 1 1 1 1 1
S=— =272 Z=_=273% = _ =2
4 22 8 28 16 24
1 1 ., 1 1 3
R A A
1 1 1 1
— = =572 = _ =53
25 52 125 538
OSV.
Exempel 7

a) Skriv 8%-472.16 som en potens med basen 2.

83 . 4—2 .16 = (23)3 . (22)—2 . 24 — 23~3 . 22-(—2) . 24

— 29 . 274 . 24 — 2974‘%4 — 29

272 (1/9)72

b)  Skriv 512 som en potens av basen 3.

272 X (1/9)—2 B (33)2 . (1/32)—2 (33)2 . (3—2)—2

812 - (34)2 - (34)2
B 332, 3(-2)(-2) B 36 .34 B 36+4 B 310 1028 a0
- 342 3% T 38 _3_8_3 =3
1-322-(2/3)?
c)  Skriv i 325 T (2 4/3) sa enkelt som mojligt.
2? 22 2?
34_252,_ 34_25-2__ 34_210,_
81-322-(2/3)% SR __ 32 32
25 4 24 © 24kl p4 T opdlpl 404 24 (21 4 )
34 . 210 . 22

32

24.3 32.24.3

_ _ 3202 gia piovad gl g8 g o8
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Rationell exponent

Vad hdander om ett tal hojs upp till en rationell exponent? Géller fortfarande de defini-
tioner och riakneregler vi har anvant oss av ovan?
Eftersom exempelvis

21/2 _21/2 — 21/2+1/2 — 21 -9
s& maste 21/2 vara samma sak som v/2 i och med att v/2 definieras som det tal som

uppfyller V22 =2.

Allmént kan vi gora definitionen

Vi maste da forutsdtta att a > 0, eftersom inget reellt tal multiplicerat med sig sjdlv
kan ge ett negativt tal.
Man ser ocksa att exempelvis

51/3 . 51/3 51/3 _ 51/3+1/3+1/3 _ 51 _ 5

som innebdr att 5173 = %, vilket kan generaliseras till att

al/" = Va.

Genom att kombinera denna definition med en av de tidigare potenslagarna ((a™)" =
a™™") far vi att, for alla a > 0 galler att

eller

Exempel 8
a) 271/3 — W:3 eftersom 3-3-3 =27
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1 1 1 1 1

b) 1000~1/3 = — _ - -

) 10001/3 — (103)1/3 433 101 10
1 1 1 1

— 0—3/2

V3 82 (2812 2372

1 1 1

d) 16173~ (24)~1/3 ~ 274/3 —

2—(—4/3) — 04/3

Jamforelse av potenser

Om man utan tillgdng till minirdknare vill jimfora storleken av potenser, kan man i
vissa fall avgora detta genom att jamfora basen eller exponenten.
Om basen i en potens ér stdrre dn 1 sa blir potensen stdrre ju stdrre exponenten

ar. Ar ddremot basen mellan 0 och 1 sd blir potensen mindre istéllet nir exponenten
vaxer.

Exempel 9

a) 3%6>3%4  eftersom basen 3 ér storre dn 1 och den forsta exponenten 5/6
dr storre dn den andra exponenten 3/4.

b) 373/4 > 375/6  eftersom basen &r storre &n 1 och exponenterna uppfyller
—3/4> —5/6.

c) 0,3°<03* eftersombasen 0,3 ir mellan 0 och 1 och 5 > 4.

Har en potens en positiv exponent sd blir potensen storre ju storre basen dr. Det mot-
satta giller om exponenten &r negativ: dd blir potensen mindre nér basen blir storre.

Exempel 10
a) 532> 43/2  eftersom basen 5 ar storre dn basen 4 och bada potenserna har

samma positiva exponenten 3/2.

b) 2733 > 373/3  eftersom baserna uppfyller 2 < 3 och potenserna har den
negativa exponenten —5/3.
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Ibland krdvs det en omskrivning av potenserna for att kunna avgora storleksforhal-
landet. Vill man t.ex. jaimféra 1252 med 36 kan man gora omskrivningarna

1252 = (5°)2 =5% och 36° = (6%)° = 6°

varefter man kan konstatera att 36° > 1252

Exempel 11
Avgor vilket tal som &r storst av
a) 253 och 5%/4,
Basen 25 kan skrivas om i termer av den andra basen 5 genom att25 =5-5 =
52. Darfor ar
o51/3 _ (52)1/3 _ 525 _ 52/3

och d& ser vi att
5%/4 > 25'/3

eftersom % > % och basen 5 ar storre an 1.

b) (1/8)% och128.

Béde 8 och 128 kan skrivas som potenser av 2

8§=2.4=2.2.2=2%
128=2.64=2.2.32=2.2.2.16=2-.2.2.2.8
—2.2.2.2.28 =27,

Detta betyder att
(\/g)S _ (81/2)5 — (8)5/2 — (23)5/2 _ 23-% _ 215/2
128 = 27 = 214/2

och darfor ar

(V8)> > 128
i och med att % > % och basen 2 &r storre an 1.
c) (82)1/5 och (v/27)4/5.

Eftersom 8 = 2% och 27 = 33 s3 kan ett forsta steg vara att forenkla och skriva
talen som potenser av 2 respektive 3,

(81)1/5 = (8)%/5 = (23)%/5 = 235 _ 26/5
( /—27)4/5 _ (271/2)4/5 — o738 —972/5 _ (33)2/5 _ 335 _ 36/5.
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Nu ser vi att

( /57 )4/5 > (82>1/5
eftersom 3 > 2 och exponenten g ar positiv.
d) 33 och 2!/2
Vi skriver exponenterna med gemensam ndmnare

2 1 3
=- och =-=-.

D4 har vi att
31/3 _ 32/6 _ (32)1/6 _gl/6
21/2 — 23/6 — (23)1/6 — 81/6
och vi ser att
31/3 > 21/2

eftersom 9 > 8 och exponenten 1/6 dr positiv.

Rad for inldsning

Grund- och slutprov

Efter att du har last texten och arbetat med 6vningarna ska du gora grund- och
slutprovet for att bli godkdnd pa detta avsnitt. Du hittar lanken till proven i din
student lounge.

Tank pa att:
Ett tal upphoijt till 0 &r 1, om talet (basen) ar skild fran 0.
Lastips
For dig som vill fordjupa dig ytterligare eller behover en langre forklaring
= [ds mer om potenser pa engelska Wikipedia
(http://en.wikipedia.org/wiki/Exponent)

= Vilket dr det storsta primtalet? Las mer pa The Prime Pages
(http://primes.utm.edu/)

Lanktips

» Har kan du trdna pa potenslagarna
(http://www.ltcconline.net/greenl/java/BasicAlgebra/
ExponentRules/ExponentRules.html)
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1.3 Ovningar

Ovning 1.3:1

Berdkna

a) 23.32 b) 3°.972

Ovning 1.3:2
Skriv som en potens av 2
a) 2-4-8 b)

Ovning 1.3:3
Skriv som en potens av 3
1

Q) 3 b) 243

Ovning 1.3:4
Berdkna

a) 2°.277 b)
4 22 (-2)* e

~—"

Ovning 1.3:5

Berdkna
a) 41/2

C) 93/2

e) 31,4 X 30,6

Ovning 1.3:6

Avgor vilket tal som &r storst av
a) 2563 och 200!/3 b)
d) 4003 och (5/3)* )

-3
9 (-5 o (%)
o 1
1 3
313.973.2772 c) 5 (5%)°°
5—4

625 - (58 +57) 71

b) 4712
d) (472/3)3
) (125/3)%. (271/3) 7% . 91/2

0,573 och 0,473 c) 0,2° och 0,27
12512 och 625'/3 f) 25 och 3%



2.1 Algebraiska uttryck

Innehall:

= Distributiva lagen

= Kvadreringsreglerna
= Konjugatregeln

= Rationella uttryck

Lirandemal:

Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

= Forenkla komplicerade algebraiska uttryck.
= Faktorisera uttryck med kvadreringsreglerna och konjugatregeln.
» Utveckla uttryck med kvadreringsreglerna och konjugatregeln.

Distributiva lagen

Den distributiva lagen anger hur man multiplicerar in en faktor i en parentes.

a(Kb_?c) =ab+ ac
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Exempel 1
a) 4(x+y)=4x+4y
b) 2(a—b)=2a—-2b

1 1 1 1 x x
C) x<—+—2> =Xx-—4x-— ==+
X X

—142
X2 x K x

d a(x+y+z)=ax+ay+az

Med den distributiva lagen kan vi ocksa forstd hur vi kan hantera minustecken framfor
parentesuttryck. Regeln sdger att en parentes med ett minustecken framfor kan tas bort

om alla termer inuti parentesen byter tecken.
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Exempel 2
a) —(x+y) =D -ty =(Dx+(-y=—x—y
b) —(x?2—x)=(-1)-(x>—x)=(-1x* - (-1)x = —x*>+x
dér vi i sista ledet anvant att —(—1)x = (—=1)(—1)x =1-x = x.
o —(+y-y)=)-(x+y-y)=(1) x+(-1)-y—(-1)-y°
=-—x—y+y

d) x>—2x—(Bx+2)=x>-2x—-3x—-2=x>—(2+3)x -2
=x?—5x—2

Om den distributiva lagen anvands bakldnges sa sdgs vi faktorisera uttrycket. Ofta
forsoker man bryta ut en sa stor faktor som mojligt.

Exempel 3
a) 3x+9y=23x+3-3y=3(x+3y)

b) xy+y’=xy+y-y=ylx+y)
Q) 2x?—4x=2x-x—2-2-x=2x(x—2)

g Yox_—b-y -1
X—y X—y 1

Kvadreringsreglerna

Den distributiva lagen behover ibland anvdndas upprepade ganger for att behandla
storre uttryck. Om vi betraktar

(a+Db)(c+4d)

och ser a + b som en faktor som multipliceras in i parentesen (c + d) sa far vi

(c+d) = c+ d,
(a+b)(c+d)= (a+b)c+ (a+Db)d.

Sedan kan c och d multipliceras in i respektive parentes

(a+b)c+ (a+b)d = ac+ bc+ ad + bd.
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Ett minnesvart siatt att sammanfatta formeln ar:

(a-l—Ab)(c\-l—\d)zac-i—ad+bc+bd

-
Exempel 4
a) (x+1D)(x—-2)=x-x+x-(-2)+1-x+1-(=2)=x>—-2x+x-2
2
=x-—x—-2

b) 3(x—y)2x+1)=3(x-2x+x-1—y-2x—y-1) =3(2x> +x —2xy — y)
= 6x2 + 3x — 6xy — 3y

0 (1-x)R2-x)=1-24+1-(-x)—x-2—x-(—x)=2—x—2x+x?
=2 —3x + x?
dar vi anvant att —x - (—x) = (=1)x- (=1)x = (=1)2x%> =1 x> = x%.

Tva viktiga specialfall av ovanstdende formel dr nér a + b och c + d d&r samma uttryck
Kvadreringsreglerna

(a+b)* = a* 4 2ab + b?
(a—b)? =a® —2ab+1?

Dessa formler kallas for forsta och andra kvadreringsregeln.

Exempel 5
a) (x+2)2=x2+2-2x+22=x%+4x+4

b) (—x+3)%=(—x)2+2-3(—x)+3=x>—6x+9
dar (—x)2 = ((=1)x)2 = (—1)22 = 1-22 = 22

Q) (¥?2—4)?2=(x?)?-2-4x*+42=x*-8x2+16

d) (x+1)2—(x—12=(x>+2x+1)— (x> —2x+1)

=24 2x+1—x2+2x—1
=2x +2x = 4x
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e) (2x+4)(x+2)=2(x+2)(x+2) =2(x+2)> =2(x> +4x +4)
=2x2 +8x +8

f) (x—208=(x—-2)(x—2)2=(x—2)(x*—4x+4)
=x-x>+x-(—4x)+x-4-2-x2—-2-(—4x)—2-4
=x% —4x? +4x —2x> +8x — 8 = x> — 6x> + 12x — 8

Kvadreringsreglerna anvands ocksa i omvénd riktning for att faktorisera uttryck.

Exempel 6
a) xX>+2x+1=(x+1)?

b) x0—4xd+4=(x3)2—-2-223+22= (x> -2)2

O Ptx+i=x242-4x+ (3= (x+1)°

Konjugatregeln

Ett tredje specialfall av den forsta formeln i forra avsnittet ar konjugatregeln

Konjugatregeln:
(a+b)(a—b) =a®— b

Denna formel kan vi fa fram direkt genom att utveckla vinsterledet

(a+b)(a—b)=a-a+a-(=b)+b-a+b-(—b) =a*—ab+ab—b*>=a>— b

Exempel 7
a) (x—4y)(x+4y) = x* - (4y)* = 2* - 16°

b) (x?+2x)(x? —2x) = (x?)? — (2x)? = x* — 44?2

o W+3)B-y)=0B+y)B-y) =3F-y*=9-y°
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d) x*—16=(x?)? 42 = (22 +4)(x*> —4) = (x? +4)(x* - 2?)
= (x> +4)(x +2)(x —2)

Rationella uttryck

Ridkning med algebraiska uttryck som innehadller brdk liknar till stor del vanlig brakrak-
ning.

Multiplikation och division av brdkuttryck foljer samma rakneregler som géller for
vanliga brdktal,

a
ac_ac o L_2d
b d b-d ¢ b-c
d
Exempel 8
3x 4x 3x - 4x 12x2

a) x—y'2x+y: (x—y)-2x+y) (x—y)2x+y)

a
x a?
b) x+1:x(x+1)
a
X
(x+1)2  x(x—1)
) Ty 2 T o +i)e
x—1

Forlangning av ett brakuttryck innebar att vi multiplicerar tédljare och nimnare med
samma faktor

x+2  (x+2)(x+3)  (x+2)(x+3)(x+4)
x+1  (x+1)(x+3) (x+1)(x+3)(x+4)
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Forkortning av ett brakuttryck innebaér att vi stryker faktorer som tdljaren och ndmna-
ren har gemensamt

(x+2)(x+3)(x+4)  (x+2)(x+4) x+2
(x + D) (x+3)(x+4)  (x+1)(x+4) x+1

Exempel 9

2) x  ox  x+2  x(x+2)
x+1 x+1 x+2 (x+1)(x+2)
21 1

b) -t 2

x(x2—-1) «x

() (x-2) _
(2= 4)(x+y)

c) { konjugatregeln } =

(- PE—2) _x—y
(x+2)(x—2)(x+y) x+2

Nar brékuttryck adderas eller subtraheras behover de, om sa dr nodvandigt, forlangas
sa att de far samma ndmnare innan téljarna kan kombineras ihop,

1 1 _1 x—1 1 X x—1 X x—1—x_ -1

x x—1 x x—1 x—1 x x(x—1) x(x—1) x(x—1) x(x—1)
Ofta forsoker man forlanga med sd lite som méjligt for att underldtta raknandet. Mins-
ta gemensamma ndamnare (MGN) dr den gemensamma ndmnare som innehdller minst
antal faktorer.

Exempel 10

a) ! +
x+1 x+2

har MGN = (x +1)(x + 2)

Forlang den forsta termen med (x 4 2) och den andra termen med (x + 1)

1 + 1 x+2 n x+1
x+1 x+2 (x+1(x+2)  (x+2)(x+1)
x+2+x+1 2x +3

(x+1D(x+2) (x+1)(x+2)

1 1
b) -+  har MGN = x2
X X

Vi behover bara forlanga den forsta termen for att fa en gemensam ndmnare

1 1 X 1_x—|—1

x  x2  x2 x2 x2
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1 1

_ h — 42 12
eI ey ar MGN = x*(x +1)*(x 4+ 2)

c)

Den forsta termen forlangs med x(x 4+ 2) medan den andra termen forlangs
med (x + 1)2

1 1 _ x(x +2) B (x+1)2
x(x+1)2  x2(x+2)  22(x+1)2(x+2) 22(x+1)2(x+2)
X2 +2x B x?+2x +1
¥?(x+1)2(x+2) x2(x+1)%2(x+2)
x% 4+ 2x — (¥ +2x +1)
x2(x+1)%(x+2)
x?+2x — x> —2x —1
x2(x+1)%(x+2)

-1
x2(x+1)%(x+2)

x 1 _
x+1 x(x—1)

d) 1 har MGN = x(x —1)(x+1)

Vi forldnger alla termer sd att de far den gemensamma ndmnaren x(x —

1)(x+1)
x 1 (x-1) x+1 Cx(xr—1D(x+1)
x+1 x(x—1) x(x—1)(x+1) x(x—1)(x+1) x(x—1)(x+1)
x> — x? x+1 X —x

x(x—1)(x+1) x(x—1)(x+1) x(x—1)(x+1)
= (x+1) - (P —x)
N x(x—1)(x+1)
P—x?—x—1-x3+x
x(x—1)(x+1)
—x? -1
x(x—1)(x+1)

Vid forenkling av storre uttryck ar det ofta nodvandigt att bade forlanga och forkorta
i steg. Eftersom forkortning forutsitter att vi kan faktorisera uttryck ar det viktigt att
forsoka behalla uttryck (t.ex. ndmnare) faktoriserade och inte utveckla nadgot som vi
senare behover faktorisera.
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Exempel 11
1 4 1 4
2) x—2 x2—4 x—-2 (x+2)(x—2) {MGN = (x+2)(x~2) }
_ x+2 _ 4
C(x+2)(x—2)  (x+2)(x—2)
o ox+2-4 x—2 1
C(x+2)(x—-2)  (x+2)(x—2) x+2
2 2
x+1 x_+1 x-+1 ,
b) x _x x _x o x +1 :1
x2+1 x2+1 ?+1 x(x24+1) «x
l_l yZ B X2 yZ_XZ
9 2 _ 2y xR _ 22 _ P2 — x>
x+y x+y x+y o 2yA(x+y)

+x)(y—x) y—x
Py x+y) Xy

Rad for inlasning

Grund- och slutprov

Efter att du har last texten och arbetat med dvningarna ska du gora grund- och
slutprovet for att bli godkdnd pa detta avsnitt. Du hittar lanken till proven i din
student lounge.

Tank pa att:
Var noggrann. Om du gor ett fel pa ett stélle sd kommer resten av utrdkningen
ocksa vara fel.

Anviand manga mellanled. Om du ar osédker pa en utrakning utfér da hellre
enkla steg &n ett stort steg.

Utveckla inte i onddan. Du kan vid ett senare tillfdlle vara tvungen att fak-
torisera tillbaka.

Lastips

= [&s mer om algebra pa engelska Wikipedia
(http://en.wikipedia.org/wiki/Algebra)

= Understanding Algebra — engelsk textbok pa natet
(http://www.jamesbrennan.org/algebra/)



2.1 Ovningar

Ovning 2.1:1

Utveckla
a) 3x(x—1) b)

1 1
3.2(1 1
d) xy(y xy+1> e)

g) (y*—3x%)? h)

(x=7)

(523 +3x°)?

Ovning 2.1:2

Utveckla
a) (x—4)(x—5)—3x(2x—3) b)
) (Bx+4)2—(3x—2)(3x—8) d)
e) (a+b)*+ (a—b)?

Ovning 2.1:3

Faktorisera sd langt som mojligt

a) x*>-—36 b) 5x2—20
d) x*—10x+25 e) 18x —2x3
(")vning 2.1:4

(1+x—x?)xy
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o —x(4-y?)
f) (5+4y)?

(1 —5x)(1+15x) —3(2 —5x)(2 + 5x)
(3x% +2)(3x%2 — 2)(9x* +4)

c) x*+6x+9
f) 16x*+8x+1

Bestdm koefficienterna framfér x och x? nér foljande uttryck utvecklas

a) (x+2)(3x*—x+5)
b) (I+x+x2+x3)(2—x+x>+x%)

o) (x—x3+x°)(1+3x+5x2)(2—7x% — x%)

Ovning 2.1:5

Forenkla sa langt som mojligt
1 1

b)

a —
) x—x2 x

(3x?% — 122 ixz —1) "

) TEEDE+)

1 2

-2y yP—4

(" +4y+4) 2y —4)
(2 +4)(y2 —4)
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(")vning 2.1:6
Forenkla sa langt som mojligt
X y X X
— — -2
a) (x y+y—x><2x—y 1) b) x—2+x—|—3
b2
—-b
) 2a4b 2 0 G
¢ a?—ab a-—b> 1_<a—b>2
a+b
Ovning 2.1:7

Forenkla foljande brakuttryck genom att skriva pa gemensamt brakstreck
2 2 1 1 ax ax?

_ b il —
D Y33 x+5 ) Pt e ) aF1 @rip
Ovning 2.1:8
Forenkla foljande brakuttryck genom att skriva pa gemensamt brakstreck
X 3 1
x+1 x x 1
b
R w )T 9 : 1
x—3 + 1

1+

1+ x
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2.2 Linjdra uttryck

Innehall:

= Forstagradsekvationer

= Rita linjens ekvation

= Geometriska problem

» Omrdden som definieras av olikheter

Lirandemal:

Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

» Losa algebraiska ekvationer som efter forenkling leder till forstagrads-
ekvationer.

= Omvandla mellan formerna y = kx + m och ax + by +c = 0.
= Skissera rdta linjer utgdende fran ekvationen.
= Ldsa geometriska problem som innehaller réta linjer.

= Skissera omraden som ges av linjdra olikheter och bestimma arean av
dessa.

Forstagradsekvationer

For att 16sa forstagradsekvationer (dven kallade linjara ekvationer) utfor vi rakneope-
rationer pd bdda leden samtidigt, som successivt férenklar ekvationen och till slut gor
att vi far x ensamt i ena ledet.

Exempel 1

a) Losekvationenx 43 =7.

Subtrahera 3 fran bada led
x+3—-3=7-3.
Viansterledet forenklas da till x och vi far att

x=7-3=4.
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b) Los ekvationen 3x = 6.

Dividera bada led med 3
B _6
3 3
Efter att ha forkortat bort 3 i vinsterledet har vi att
6
= - =2
Y73

c¢) Losekvationen2x +1 = 5.

Forst subtraherar vi bdda led med 1 for att fa 2x ensamt i vansterledet
2x =5 —1.

Sedan dividerar vi bada led med 2 och far svaret

4
_:_
=3

En forstagradsekvation kan skrivas pa normalformen ax = b. Losningen dr da helt en-
kelt x = b/a (man maste anta att a2 # 0). De eventuella svarigheter som kan uppsté nar
man loser en forstagradsekvation géller alltsd inte sjdlva 16sningsformeln utan snarare
de forenklingar som kan behovas for att komma till normalformen. Har nedan visas
nagra exempel som har det gemensamt att en ekvation forenklas till linjar normalform
och darmed féar en unik 16sning.

Exempel 2

Los ekvationen 2x — 3 =b5x + 7.

Eftersom x forekommer bdde i vanster- och hogerledet subtraherar vi 2x fran bada
led
2x —3—-2x =5x+7—2x

och far x samlat i hogerledet
-3 =3x+7.

Nu subtraherar vi 7 frdn bada led
-3 -7=3x+7-7
och far 3x ensamt kvar i hogerledet

—10 = 3x.
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Det sista steget dr att dividera bada led med 3
-10 3_x
3 3
och detta ger att
e 10
-3
Exempel 3

Los ut x frdn ekvationen ax +7 = 3x — b.

Genom att subtrahera bada led med 3x

ax+7—-3x=3x—b—3x
ax+7—-3x= —b

och sedan med 7

ax+7—-3x—-7=-b-7
ax — 3x =—-b-7

har vi samlat alla termer som innehadller x i vansterledet och 6vriga termer i ho-
gerledet. Eftersom termerna i vénsterledet har x som en gemensam faktor kan x
brytas ut
(a—3)x=—-b-7.
Dividera bada led med a — 3
-b—-7
a—3"

Det dr inte alltid uppenbart att man har att goéra med en forstagradsekvation. I fol-
jande tvd exempel férvandlas den ursprungliga ekvationen genom foérenklingar till en
forstagradsekvation.

Exempel 4
Los ekvationen (x —3)% 4 3x2 = (2x + 7).
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Utveckla kvadratuttrycken i bdda leden

xZ — 6x +9 + 3x% = 4x% + 28x + 49,
4x% — 6x +9 = 4x% + 28x + 49.

Subtrahera 4x2 fran bada led

—6x +9 = 28x +49.

Addera 6x till bada led
9 = 34x + 49.
Subtrahera 49 fran bada led
—40 = 34x.
Dividera bada led med 34
g=_—0__2
34 17

Exempel 5

Los ekvationen x+2 = 3 .
x24+x 243x

Flytta 6ver bada termerna i ena ledet
x+2 3 _0
x24+x 243x
Forlang termerna sa att de far samma ndmnare
(x+2)(2+3x)  3(x¥*+x)
(x2+x)(2+3x)  (2+43x)(x2+x)
och forenkla tédljaren

=0

(x +2)(2+3x) — 3(x% + x)

i)
3x? + 8x +4 — (3x% + 3x) 0
(x2 + x)(2+4 3x) -
5x +4 -
(x2+x)(2+3x)

Denna ekvation dr uppfylld bara nér téljaren &r lika med noll (samtidigt som ndm-
naren inte ar lika med noll),
5x+4=0

Q1>

vilket ger att x = —
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Rita linjer

Funktioner av typen

y=2x+1
y=-x+3
y:%x—S

ar exempel pa linjdra funktioner och de kan allmént skrivas i formen
y=kx+m

dér k och m &r konstanter.
Grafen till en linjar funktion dr alltid en rét linje och konstanten k anger linjens
lutning mot x-axeln och m anger y-koordinaten f6r den punkt dér linjen skdr y-axeln.

y | y

A -4 |
BE7an :
1 steg /
> X - > X

Linjen y = kx + m har lutning k och skér y-axeln i (0, m).

Konstanten k kallas for linjens riktningskoefficient och innebar att en enhetsforandring
i positiv x-led pa linjen ger k enheters fordndring i positiv y-led. Det gédller darmed att
om

= k > 0 sd lutar linjen uppat,
= k < 0 sd lutar linjen nedat.

For en horisontell linje (parallell med x-axeln) d&r k = 0 medan en vertikal linje (pa-
rallell med y-axeln) inte har ndgot k-virde (en sddan linje kan inte skrivas i formen
y = kx +m).

Exempel 6

a) Skissera linjen y = 2x — 1.
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Jamfor vi linjens ekvation med y = kx +m sd ser viattk = 2 och m = —1.
Detta betyder att linjens riktningskoefficient dr 2 och att den skér y-axeln i
punkten (0, —1). Se figuren till vanster nedan.

b) Skissera linjen y =2 — 1x.

Linjens ekvation kan skrivas som y = —2x + 2 och d& ser vi att dess rikt-
ningskoefficient dr k = —1 och att m = 2. Se figuren nedan till hoger.

Yy Yy
4

A
2 steg
: X
BE:
H 7 1 steg
Linjeny = 2x — 1 Linjeny =2 —x/2

Exempel 7

Vilken riktningskoefficient har den réta linje som gar genom punkterna (2,1) och
(5,3)?

Ritar vi upp punkterna och linjen i ett koordinatsystem sd ser vi att 5 — 2 = 3 steg
i x-led motsvaras av 3 — 1 = 2 steg i y-led pa linjen. Det betyder att 1 steg i x-led

maste motsvaras av k = g’%% = % steg i y-led. Alltsd &r linjens riktningskoefficient

k=2,
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Tva réta linjer som &r parallella har uppenbarligen samma riktningskoefficient. Det
gdr ocksa att se (t.ex. i figuren nedan) att tva linjer som &r vinkelrédta har riktningsko-

efficienter k; respektive k, som uppfyller k, = —1/k;, vilket ocksa kan skrivas som
kiky = —1.
Yy Yy
A A
_k steg
%{ steg 11 steg
1 steg e
> X > X

Den réta linjen i figuren till vanster har riktningskoefficient k, dvs. 1 steg i x-led mot-
svaras av k steg i y-led. Om linjen vrids 90° motsols far vi linjen i figuren till hoger, och
den linjen har riktningskoefficient —,1( eftersom nu motsvaras —k steg i x-led av 1 steg
i y-led.

Exempel 8
a) Linjernay = 3x — 1 ochy = 3x + 5 &r parallella.

b) Linjernay = x +1och y = 2 — x dr vinkelréta.

Alla réta linjer (dven den vertikala linjen) kan skrivas i den allménna formen

ax+by =c

déar a, b och ¢ ar konstanter.

Exempel 9
a) Skriv linjen y = 5x + 7 i formen ax + by = c.

Flytta 6ver x-termen till vansterledet: —5x +y = 7.

b) Skriv linjen 2x 4- 3y = —11iformen y = kx + m.

Flytta over x-termen i hogerledet 3y = —2x — 1 och dela bada led med 3

_ 2 1
y=—5x—3.
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Omraden i koordinatsystem

Genom att tolka olikheter geometriskt kan de anvédndas for att beskriva omraden i
planet.

Exempel 10
a) Skissera omrddet i xy-planet som uppfyller y > 2.

Omréadet ges av alla punkter (x, y) vars y-koordinat &r 2 eller storre, dvs. alla
punkter pa eller ovanfor linjen y = 2.

b) Skissera omradet i xy-planet som uppfyller y < x.

En punkt (x,y) som uppfyller olikheten y < x har en x-koordinat som &r
storre dan dess y-koordinat. Omradet bestar alltsd av alla punkter till hoger
om linjen y = x.

4 T yv<x

Att linjen y = x &r streckad betyder att punkterna pa linjen inte tillhor det
targade omradet.
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Exempel 11
Skissera omrddet i xy-planet som uppfyller 2 < 3x + 2y < 4.

Den dubbla olikheten kan delas upp i tva olikheter
3x4+2y >2 och 3x+2y <4
Flyttar vi 6ver x-termerna till hogerledet och delar bada led med 2 far vi
3
yZl—%x och y§2—§x.

De punkter som uppfyller den forsta olikheten ligger pa och ovanfor linjen y =
1-— %x medan de punkter som uppfyller den andra olikheten ligger pa eller under

linjeny = 2 — 3x.

A

N

Figuren till vanster visar omradet 3x 4 2y > 2 och figuren till hger om-
radet 3x + 2y < 4.

Punkter som uppfyller bdda olikheterna tillhér det bandformade omrdde som de
targade omradena ovan har gemensamt.

A

Figuren visar omradet 2 < 3x + 2y < 4.
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Exempel 12

Om vi ritar upp linjerna y = x, ¥y = —x och y = 2 sa begrédnsar dessa linjer en
triangel, i koordinatsystemet.

Vi upptacker att for att en punkt skall ligga i denna triangel sa maste vi sétta en del
krav pa den.

Vi ser att dess y-koordinat mdste vara mindre &n 2. Samtidigt ser vi att triangeln
neddt begrdnsas av y = 0. y-koordinaten mdste sdledes ligga i intervallet 0 < y <
2.

For x-koordinaten blir det lite mer komplicerat. Vi ser att x-koordinaten maste
ligga ovanfor linjerna y = —x och y = x. Vi ser att detta ar uppfylltda —y < x <.
Eftersom vi redan har begransningar for y-koordinaten sa ser vi att x inte kan vara
storre dn 2 eller mindre d&n —2 automatiskt.

Vi ser att basen i triangeln blir 4 langdenheter och hojden 2 langdenheter.

Arean av denna triangel blir alltsd 4 - 2/2 = 4 areaenheter.

Rad for inldsning

Grund- och slutprov

Efter att du har last texten och arbetat med 6vningarna ska du gora grund- och
slutprovet for att bli godkdnd pa detta avsnitt. Du hittar lanken till proven i din
student lounge.

Tdnk pa att...
Rita egna figurer ndr du loser geometriska problem och att vara noggrann néar
du ritar! En bra figur kan vara halva 16sningen, men en dalig figur kan lura en.

Lastips
For dig som vill fordjupa dig ytterligare eller behover en langre forklaring vill



vi tipsa om:

= Lads mer om réta linjens ekvation i Bruno Kevius matematiska ordlista
(http://matmin.kevius.com/linje.html)

Lanktips

= Experimentera med réita linjens ekvation
(http://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Calculus/StraightLine.
shtml)

= Experimentera med Arkimedes triangel och andragradskurvor
(http://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/
ArchimedesTriangle.shtml)

60
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2.2 Ovningar
Ovning 2.2:1
Los ekvationerna
a) x—2=-1 b) 2x4+1=13
) %x—lzx d 5x+7=2x—-6
Ovning 2.2:2
Los ekvationerna
2) ox  x+2 1 b) 8x—i—3_5x—7_2
6 9 2 7 4
o (x+3)2—(x—5)2=6x+4 d)  (®+4x+1)2+3x* —2x2 =
(2x? + 2x + 3)?
Ovning 2.2:3

Los ekvationerna

x+3_x+5:o

2) x—3 x-—2
4x 1
T Al T
1 1 1y 6x—1
) <x—1_x—|—1>(x +7)_3x—3
2 1 1 1 2\2 1  1y,/1 1
O (-3t (35 ~(m+3)(5-3) =0
Ovning 2.2:4
a) Skriv ekvationen for linjen y = 2x + 3 pa formen ax + by = c.
b)  Skriv ekvationen for linjen 3x + 4y — 5 = 0 pa formen y = kx + m.
Ovning 2.2:5
a) Bestdm ekvationen for den rita linje som gér genom punkterna (2, 3)
och (3,0).
b)  Bestdm ekvationen for den rita linje som har riktningskoefficient —3 och gar
genom punkten (1, —2).
c) Bestdm ekvationen for den rita linje som gér genom punkten (—1,2) och ar
parallell med linjen y = 3x + 1.
d) Bestdm ekvationen for den rita linje som gar genom punkten (2,4) och ar

vinkelrédt mot linjen y = 2x + 5.

Bestam riktningskoefficienten, k, for den réta linje som skéar x-axeln i
punkten (5,0) och y-axeln i punkten (0, —8).
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Ovning 2.2:6

Finn skdrningspunkten mellan foljande linjer
a) y=3x+5och x-axeln b) y = —x+ 5 och y-axeln
c¢) 4x+45y+ 6 =0 och y-axeln d x+y+1=00ochx=12

e) 2x+y—1=0ochy—2x—-2=0

Ovning 2.2:7
Skissera grafen till foljande funktioner

a) f(x)=3x-2 b) f(x)=2-—x o f(x)=2
Ovning 2.2:8
Rita in i ett xy-plan alla punkter vars koordinater (x,y) uppfyller

a) y>x b) y<3x—4 c) 2x+3y<6
Ovning 2.2:9

Berédkna arean av den triangel som
a) har hornipunkterna (1,4), (3,3) och (1,0).
b) begrédnsas av linjerna x = 2y, y = 4 ochy = 10 — 2x.
c) beskrivs av olikheterna x +y > —2,2x —y <2och2y —x < 2.
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2.3 Andragradsuttryck

Innehall:

= Kvadratkomplettering
= Andragradsekvationer
» Faktorisering

= Parabler

Lirandemal:

Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

= Kvadratkomplettera andragradsuttryck.

» Losa andragradsekvationer med kvadratkomplettering (ej fardig formel)
och veta hur man kontrollerar svaret.

» Faktorisera andragradsuttryck (ndr det ar mojligt).

= Direkt16sa faktoriserade eller ndstan faktoriserade andragradsekvationer.
= Bestimma det minsta/storsta virde ett andragradsuttryck antar.

» Skissera parabler genom kvadratkomplettering.

Andragradsekvationer
En andragradsekvation dr en ekvation som kan skrivas som
x>+ px+g=20

dér x dr den obekanta och p och g dr konstanter.
Enklare typer av andragradsekvationer kan vi l6sa direkt genom rotutdragning.

2

Ekvationen x* = a dér a dr ett positivt tal har tvé 16sningar (rétter) x = /a och

x = —/a.
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Exempel 1
a) x2 =14 Tharrotternax =vV4=2o0chx = —v4 = —2.

b) 2x2 =18 skrivs om till x¥2 = 9 och har rotterna x = v9 = 3ochx = —/9 =
-3.

Q) 3x2—15=0 kan skrivas som x2 = 5 och har rotterna x = /5 &~ 2,236 och
x = —+/5~ —2,236.

d) 9x2+25=0 saknarlosningar eftersom vinsterledet kommer alltid att vara
storre an eller lika med 25 oavsett hur x viljs (kvadraten x? &r alltid storre 4n
eller lika med noll).

Exempel 2

a) Los ekvationen (x —1)? = 16.

Genom att betrakta x — 1 som obekant ger rotutdragning att ekvationen har
tva 16sningar:

" x—1=+16 =4 vilketgerattx =1+4 =5,
"mx—1=—v16= —4 vilketgerattx =1 -4 = 3.

b) Los ekvationen 2(x +1)? —8 = 0.
Flytta 6ver termen 8 till hogerledet och dela bada led med 2,
(x +1)% = 4.
Rotutdragning ger att:

mx+1=+v4=2 dvs. x=-1+2=1,
myx+1=—-V4=-2, dvs. x=-1-2=-3.

For att 16sa allmdnna andragradsekvationer anvander vi en teknik som kallas kvadrat-
komplettering.
Om vi betraktar kvadreringsregeln

X? +2ax +a* = (x +a)?

och subtraherar a2 fran bada led s far vi
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Kvadratkomplettering:

x? +2ax = (x +a)> —a®

Exempel 3

a) Losekvationen x> 4 2x —8 = 0.

De tva termerna x? + 2x kvadratkompletteras (anviand a = 1 i formeln)

X242x—8=(x+12-12-8=(x+1)>-9,

ddr understrykningen visar vilka termer som &r inblandade i kvadratkom-
pletteringen. Ekvationen kan darfor skrivas som

(x+1)>-9=0,
vilken vi 16ser med rotutdragning

" x+1=+v9=3o0chdirmedx=—-1+3=2,
mx+1=—-v9=-30ochdirmed x=—-1—-3 = —4.

b) Los ekvationen 2x? — 2x — % =0.

Dividera bada led med 2
X2 —x— % =0.
Viansterledet kvadratkompletteras (anvdand a = — %)

2 2 2
et B Ot il ) A B CEE R
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Tips!

Téank pd att man alltid kan prova losningar till en ekvation genom att sétta in
vardet och se om ekvationen blir uppfylld. Man gor detta for att upptéacka even-
tuella slarvfel. For exempel 3a ovan har vi tva fall att prova. Vi kallar véanster-
och hogerleden for VL respektive HL:

» x=2medfératt VL=22+2.-2—-8=4+4—8=0=HL.
= x = —4medfratt VL = (—4)2+2-(—4) -8 =16—-8—8 =0 = HL.

I bdda fallen kommer vi fram till VL = HL. Ekvationen &r alltsd uppfylld i bada
fallen.

Med kvadratkomplettering gar det att visa att den allmdnna andragradsekvationen

X2 +px+qg=0

o

forutsatt att uttrycket under rottecknet inte dr negativt.
Ibland kan man faktorisera ekvationer och direkt se vilka losningarna ar.

har 16sningarna

Exempel 4

a) Losekvationen x> —4x = 0.
I vinsterledet kan vi bryta ut ett x
x(x —4) =0.

Ekvationens vénsterled blir noll ndr ndgon av faktorerna &r noll, vilket ger
oss tvd 18sningar

mx =0, eller
mx—4=0 dvs. x=4.
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Parabler

Funktionerna
y=1x>—-2x+5
y =4 — 3x?
y= %xz + 3x

ar exempel pa andragradsfunktioner. Allméant kan en andragradsfunktion skrivas som
y=ax*+bx+c

dér a, b och ¢ ar konstanter och dér a # 0.
Grafen till en andragradsfunktion kallas for en parabel och figurerna visar utseen-
det for tva typexempel y = x? ochy = —x2.

Yy Yy
A

Figuren till vinster visar parabeln y = x? och figuren till hoger parabeln

Y= —x2.

Eftersom uttrycket x> d4r som minst nidr x = 0 har parabeln y = x? ett minimum nér
x = 0 och parabeln y = —x? ett maximum for x = 0.

Notera ocksd att parablerna ovan dr symmetriska kring y-axeln eftersom vardet pa
x? inte beror pa vilket tecken x har.

Exempel 5

a) Skissera parabeln y = x* — 2.

Jamfort med parabeln y = x? har punkter
pé parabeln (y = x* — 2) y-varden som &r
tvd enheter mindre, dvs. parabeln ar for- x
skjuten tva enheter nerat i y-led.
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b) Skissera parabeln y = (x —2)2.

P& parabeln y = (x — 2)? behover vi vél-
ja x-vdrden tva enheter storre jamfort med
parabeln y = x? for att f4 motsvarande y-
virden. Alltsa ar parabeln y = (x — 2)? — T x
torskjuten tva enheter at hoger jamfort

med y = x2.

c) Skissera parabeln y = 2x2. : Y

Varje punkt pa parabeln y = 2x? har dub-
belt sd stort y-viarde dn vad motsvarande
punkt med samma x-vdrde har pa para-
beln y = x2. Parabeln y = 2x? &r expan- > X

derad med faktorn 2 i y-led jamfort med

y = x2.

Med kvadratkomplettering kan vi behandla alla typer av parabler.

Exempel 6
Skissera parabeln y = x? + 2x + 2.

Om hogerledet kvadratkompletteras -
P2 +2=(x+1)2-124+2=(x+1)2+1

sd ser vi frdn det resulterande uttrycket y =
(x + 1) + 1 att parabeln dr foérskjuten en en-
het &t vinster i x-led jamfort med y = x? (ef-
tersom det star (x + 1)? istéllet for x?) och en
enhet uppat i y-led.

Exempel 7

Bestdm var parabeln y = x? — 4x + 3 skir x-axeln.

En punkt ligger pa x-axeln om dess y-koordinat &dr noll, och de punkter pa parabeln
som har y = 0 har en x-koordinat som uppfyller ekvationen

x2—4x+3=0.
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Vinsterledet kvadratkompletteras
x> —4x4+3=(x—-2)>-224+3=(x—-2)%2-1

och detta ger ekvationen
(x —2)2=1.

Efter rotutdragning far vi losningarna

mx—2=+1=1, dvs. x=2+1=3,
lx—2:—\/T:—1, dvs. x=2-1=

Parabeln skér x-axeln i punkterna (1,0) och (3,0).

Exempel 8

Bestam det minsta varde som uttrycket x + 8x + 19 antar.

Vi kvadratkompletterar y

»
-

X2+ 8x+19 = (x+4)>—4>+19 = (x +4)>+3

och da ser vi att uttrycket blir som minst lika
med 3 eftersom kvadraten (x +4)? alltid &r stor-
re dn eller lika med 0 oavsett vad x ér. T3

I figuren till hoger ser vi att hela parabeln y =
x? + 8x + 19 ligger ovanfor x-axeln och har ett :

minimumvarde 3 nir x = —4. —4




Rad for inldsning

Grund- och slutprov

Efter att du har last texten och arbetat med 6vningarna ska du gora grund- och
slutprovet for att bli godkadnd pa detta avsnitt. Du hittar lanken till proven i din
student lounge.

Tank pa att:

Lagg ner mycket tid pa algebra! Algebra dr matematikens alfabet. Nar du vl
har forstatt algebra, kommer din forstaelse av statistik, yta, volym och geometri
vara mycket storre.

Lastips
For dig som vill fordjupa dig ytterligare eller skulle vilja ha en langre forklaring

= [&s mer om andragradsekvationer pa engelska Wikipedia
(http://en.wikipedia.org/wiki/Quadratic_equation)

= [ds mer om andragradsekvationer i MathWorld
(http://mathworld.wolfram.com/QuadraticEquation.html)

= 101 uses of a quadratic equation — by Chris Budd and Chris Sangwin
(http://plus.maths.org/issue29/features/quadratic/index-gifd.
html)
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2.3 Ovningar

Ovning 2.3:1
Kvadratkomplettera foljande uttryck
a) x%—2x b) x*+2x—1 ) 5+2x—x? d) x*4+5x+3
Ovning 2.3:2
Los foljande andragradsekvationer med kvadratkomplettering
a) x2—4x+3=0 b) y?+2y—15=0 ) ¥+3y+4=0
d) 4x2—-28x4+13=0 e 5x°4+2x—3=0 fy 3x2—10x+8=0
Ovning 2.3:3
Los foljande ekvationer direkt
a) x(x+3)=0 b) (x—3)(x+5)=0
) 5Bx—2)(x+8)=0 d) x(x+3)—x2x—9)=0

e) (x+3)(x—1)—(x+3)2x—9)=0 f) x(x*>—-2x)+x2—-x)=0

Ovning 2.3:4
Bestdm en andragradsekvation som har rotterna

a) —1 och 2

b) 14++v3 och 1—+/3
¢) 3 och V3

Ovning 2.3:5
a) Bestdm en andragradsekvation som bara har —7 som rot.

b) Bestdm ett viarde pd x som gor att uttrycket 4x? — 28x + 48 &r negativt.

c) Ekvationen x> +4x+b =0 harenrot x = 1. Bestim vardet p& konstanten b.

Ovning 2.3:6
Bestdm det minsta virde som fdljande polynom antar

a) x>—2x+1 b) x*—4x+2 c) x*>—5x+7
Ovning 2.3:7

Bestdm det storsta varde som foljande polynom antar
a) 1—x2 b) —x>+3x—4 o xX*+x+1
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Ovning 2.3:8
Skissera grafen till foljande funktioner

a) f(x)=x*+1 b) f(x)=(x-12+2 ¢ f(x)=x*>—6x+11
Ovning 2.3:9
Hitta alla skdrningspunkter mellan x-axeln och kurvan

a) y=x>-1 b) y=x>-5x+6 0 y=3x>—12x+9
Ovning 2.3:10

Rita in i ett xy-plan alla punkter vars koordinater (x,y) uppfyller
a) y>x>ochy<l1 b) y<1-—x?och x>2y—3
o 1>x>v? d) »®<y<x
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3.1 Rotter

Innehall:

» Kvadratrot och n:te rot
= Rotlagar

Liarandemal:

Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

= Skriva om ett rotuttryck i potensform.

= Berdkna kvadratroten ur ndgra enkla heltal.

» Kvadratroten ur ett negativt tal inte dr definierad.

= Kvadratroten ur ett tal betecknar den positiva roten.

= Hantera rotlagarna i forenkling av rotuttryck.

= Veta nédr rotlagarna &r giltiga (icke-negativa radikander).

= Forenkla rotuttryck med kvadratrotter i ndmnaren.

= Veta ndr n:te roten ur ett negativt tal dr definierad (n udda).

Kvadratrotter

Symbolen v/a, kvadratroten ur a, anvinds som bekant for att be-

teckna det tal som multiplicerat med sig sjdlvt blir 2. Man maste (” DR

dock vara lite mer exakt ndr man definierar denna symbol. C o) ==
Ekvationen x?> = 4 har tva losningar x = 2 och x = -2, ef- A~

tersom savdl 2 -2 = 4 som (—2) - (—2) = 4. Man skulle da kunna °

tro att v/4 kan vara vilken som helst av —2 och 2, dvs. V4 = +2, men /4 betecknar
bara det positiva talet 2.

Kvadratroten /a betecknar det icke-negativa tal som multiplicerat med sig
sjalvt blir a, dvs. den icke-negativa losningen till ekvationen x* = a.
Kvadratroten ur a kan dven skrivas a'/2.

Det 4r darfor fel att pastd att /4 = £2, men korrekt att sdga att ekvationen x> = 4 har
losningarna x = £2.
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Exempel 1
a) v0=0 eftersom 0> =0-0 = 0och 0 ir inte negativ.

b) /100 =10 eftersom 10?> = 10- 10 = 100 och 10 &r ett positivt tal.

¢) +025=05 eftersom0,5>=0,5-0,5=0,25o0ch 0,5 ar positiv.

d) V2 =~ 1,4142 eftersom 1,4142 - 1,4142 ~ 2 och 1,4142 &r positiv.

e) Ekvationen x2 = 2 har losningarna x = V2=~ 1414 0och x = —/2 ~ —1,414.

f) v —4 drinte definierad, eftersom det inte finns nagot reellt tal x som upp-
fyller x2 = —4.

g) (—=7)2=7 eftersom \/(—=7)2 = /(=7) - (=7) = VA9 =7 -7 =7.

Nér man raknar med kvadratrotter kan det vara bra att kdnna till ndgra rakneregler.
Eftersom /a = a'/2 kan vi 6verfora potenslagarna till “rotlagar”. Vi har t.ex. att

V9.-4=(9-4)1/2=912.4172 = \/9. /4,

P& detta sdtt kan vi fa fram foljande rakneregler for kvadratrotter, som géaller for alla
reellatala,b > 0:

=

SR %\
QN él‘& §|

S

=
I

S

(Vi maste dock vid divisionen ovan som vanligt forutsétta att b inte &r 0.)
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0 VI8 Vi=VIB 2= 36=6

V75 75 _
d) W_\/;_Jﬁ_S

e) VI2=+V4.3=V4./3=2V3

Observera att raknereglerna ovan forutsitter att a och b > 0. Om a och b dr negativa
( < 0) sd ar inte y/a och Vb definierade som reella tal. Man skulle t.ex. kunna frestas

att skriva
—1=vV-1-V/=1=/(-1)-(-1)=vV1=1

men ser da att ndgot inte stimmer. Anledningen dr att v/ —1 inte ar ett reellt tal, vilket
alltsa gor att raknereglerna ovan inte far anvéandas.

Hogre ordningars rotter

Kubikroten ur ett tal 2 definieras som det tal som multiplicerat med sig sjélvt tre gdng-
er ger a, och betecknas /4.

Exempel 3
a) Y8 =2 eftersom2-2-2=8.

b) 30,027 = 0,3 eftersom 0,3-0,3-0,3 = 0,027.

) v—8=-2 eftersom (—2)-(-2)-(—2) = —8.

Notera att, till skillnad fran kvadratrotter, ar kubikrotter d&ven definierade for negativa
tal.

Det gar sedan att for positiva heltal n definiera n:te roten ur ett tal 2 som

» om 7 &r jamn och a > 0 dr {/a det icke-negativa tal som multiplicerat med sig
sjdlvt n ganger blir 4,
» om n dr udda sé dr {/a det tal som multiplicerat med sig sjilvt n ganger blir a.

Roten /a kan 4ven skrivas som a!/",
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Exempel 4
a) V625=5 eftersom5-5-5-5=625.

b) /=243 = -3 eftersom (—3)-(=3) - (=3)-(=3)-(=3) = —243.

¢) ¥=17 &rinte definierad eftersom 6 dr jimn och —17 ir ett negativt tal.

For n:te rotter gdller samma rakneregler som for kvadratrotter om a, b > 0. Observera
att om n dr udda géller de dven for negativa a och b, dvs. for alla reella tal a2 och b.

b

=
=
S
I
:Ql
IS

S
$
oy

x
=
S
I
By
x
=
S

Forenkling av rotuttryck

Ofta kan man genom att anvianda rdaknereglerna for rotter forenkla rotuttryck vasent-
ligt. Liksom vid potensrdkning handlar det ofta om att bryta ner uttryck i sd “sma”
rotter som mojligt. Exempelvis gor man gdrna omskrivningen

V8=V4-2=+4.-v/2=2V2

eftersom man dé kan forenkla t.ex.
22
\/75 _ Tf _

Genom att skriva rotuttryck i termer av “sma” rotter kan man ocksa addera rotter av
”samma sort”, t.ex.

V8+V2=2V2+V2=(2+1)V2=3V2

Exempel 5

V8 V24 V222 V2.2 22
VI8 V29 233 V2.3 32

a)

WIN
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V72 V8.9 V2:2:2.3-3 V22:32.2  2-3v2 _ V3

6 2.3 2-3 2-3 2-3

) V45++v20=+9-5+V4-5=+32.54+V22.5=35+25
=(3+2)v5=5V5

d) V50+2v3-v32++v27=v5-10+2V3—-v2-16+V3-9

=5-2-54+2/3—-v2-4-4++3-3-3

=V52.242y/3-v22.22.2+3.32

=5V2+2V/3-2-2v/2+3V3

=(5-4)V2+(2+3)V3

b)

=V2+5V3
0 2.3 2.3 2.3 2 2
Viz Y34 V3-Ui Vi 22
__ 2 V2_292_ s,
22 22

D (VB+v2)(VE-V2)= (V3P —(V2P=3-2=1
dar vi anvant konjugatregeln (a + b)(a — b) = a* — b*> med a = v/3 och

b= 2

Rationella rotuttryck

Nar rotter forekommer i ett rationellt uttryck vill man ofta undvika rotter i ndmnaren
(eftersom det &r svart vid handrdkning att dividera med irrationella tal). Genom att
forlanga med /2 kan man exempelvis gora omskrivningen

1 1-v2 V2

V2 Vi 2

vilket oftast dr att foredra.

I andra fall kan man utnyttja konjugatregeln, (a +b)(a — b) = a?> — b?, och forlinga
med ndmnarens s.k. konjugerade uttryck. Pa sa satt forsvinner rottecknen frdn naimnaren
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genom kvadreringen, t.ex.
Vi VB Vi1 VBV
V241 V241 V2-1  (V2+1)(V2-1)
VEVI-VE VB3IV VB3
= (\/5)2_12 = 51 = 1 :\/6—\/5

Exempel 6

10v/3  10v3-v5  10V15
s s B

1+v3  (1+v3)-vV2 _ V2+6

a)

R N T TR

) 3. 3(v2+2)  3vV2+6 3V246  3V2+6
Y oVi—2 (Ve-o(Vewy  (Vep-z o 2od 2
o V2 VIWE-V3)  _ VIVB-2Y3

Vo+v3  (V6+v3)(V6—3) (V6)2—(V3)

_V2V23-V2V3 _2V3-V2V3_ (2-V2)\V3
6—3 B 3 N 3

Réd for inlasning

Grund- och slutprov

Efter att du har last texten och arbetat med 6vningarna ska du gora grund- och
slutprovet for att bli godkadnd pa detta avsnitt. Du hittar lanken till proven i din
student lounge.

Tank pa att:

Kvadratroten ur ett tal &r alltid icke-negativ (dvs. positiv eller lika med noll)!
Rotlagarna ér egentligen specialfall av potenslagarna. Exempelvis: /x = x!/2.
Lastips

For dig som vill fordjupa dig ytterligare eller behover en langre forklaring

= [&s mer om kvadratrotter i engelska Wikipedia
(http://en.wikipedia.org/wiki/Root_(mathematics))

» Hur vet man att roten ur 2 inte ar ett braktal?
(http://www.mathacademy.com/pr/prime/articles/irr2/)
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Lanktips

= Hur man finner roten ur ett tal, utan hjdlp av minirdknare?
(http://mathforum.org/dr.math/faq/faq.sqrt.by.hand.html)



3.1 Ovningar
Ovning 3.1:1
Skriv i potensform
a) V2 b) V7 o (V3)* d V3
Ovning 3.1:2
Forenkla sa langt som mojligt
a) V32 b) (—3)2 Q) —32 d V5-Y5-5
e) VI8-/8 f) 8 g) V/—125
Ovning 3.1:3
Forenkla sd langt som mojligt
V96
a) (V5-v2)(V5+v2 b =
) )( ) ) G
Q) 16 + /16 d) %(\/6 V3)
Ovning 3.1:4
Forenkla sa langt som mojligt
a) /0,16 b) 0,027

¢) 50+ 420 — 318 — 21/80 d) V484 V12+3—+75

Ovning 3.1:5

Skriv som ett uttryck utan rottecken i ndmnaren

2 1

1
V5 b 3z ) YV Vs

Ovning 3.1:6
Skriv som ett uttryck utan rottecken i ndmnaren
V2+
a)

1
5—2 b) (V3—-2)2-2

-5l
Sl

d) L
V2++v34+6

&
N —

80
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(")vning 3.1:7

Forenkla sa langt som mojligt

11 5V7 —7v/5
V6—v5 V7-V6
c) /153 — /68

a)

Ovning 3.1:8
Avgor vilket tal som &r storst av

a) % och % b) V7 och 7
¢) /7 och 25 d) ﬁ(%)3 och V2.3
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3.2 Rotekvationer

Innehall:

= Rotekvationer av typen vax +b = cx +d
= Falska rotter

Lirandemal:

Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

= [9sa enkla rotekvationer med kvadrering.
= Hantera falska rotter och veta ndr de uppstar.

Rotekvationer

Det finns médnga olika varianter av rotekvationer, t.ex.

Vx+3x =2,
Vx—1-2x =22,
Vx+2=nx

For att 16sa rotekvationer vill man bli av med rottecknet. Strategin for att uppnad detta
ar att skriva ekvationen sd att rottecknet blir ensamt kvar pa ena sidan av likhetsteck-
net. Sedan kvadrerar man bada led i ekvationen (om det handlar om en kvadratrot),
sa att rottecknet forsvinner och l9ser sedan den nya, kvadrerade, ekvationen. Nar man
kvadrerar en ekvation maste man tdnka pa att de lI6sningar som man far fram kanske
inte dr 1osningar till den ursprungliga ekvationen. Detta beror pa att eventuella mi-
nustecken forsvinner. Man tappar information ndr man kvadrerar. Oavsett om man
hade ndgot positivt eller negativt s har man alltid ndgot positivt efter en kvadrering.
Darfor maste man prova de l1osningar som man far fram. Man behover verifiera att de
inte bara &r 16sningar till den kvadrerade ekvationen, utan ocksa till den ursprungliga
ekvationen.
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Exempel 1

Minustecken forsvinner vid kvadrering. Betrakta en enkel (trivial) ekvation
x =2

Om vi kvadrerar bada led i denna ekvation far vi

2 =4
Denna nya ekvation har tva losningar x = 2 eller x = —2. Losningen x = 2 uppfyl-
ler den ursprungliga ekvationen medan x = —2 &r en 16sning som uppstod i den

kvadrerade ekvationen.

Exempel 2
Los ekvationen 2v/x —1=1—x.
Tvaan framfor rottecknet dr en faktor. Vi kan dividera vénster- och hogerled med 2,

men vi kan ocksa lata tvaan sta kvar. Om vi kvadrerar ekvationen som den ar far

" 4(x—1) = (1—x)?

och utvecklar vi kvadraten fas
4(x—1)=1-2x+ x>
Detta dr en andragradsekvation, som kan skrivas
x> —6x+5=0.

Denna kan l6sas med kvadratkomplettering eller med den allménna 16sningsfor-
meln. Losningarna blir x =3+ 2, dvs. x = 1 eller x = 5.

Eftersom vi kvadrerar ekvationen finns risken att detta introducerar falska rot-
ter och darfor behover vi prova om x = 1 och x = 5 ocksa dr 16sningarna till den
ursprungliga rotekvationen:

» x = 1 medforatt VL =21 —-1=00ochHL =1 -1 = 0. Alltsd & VL = HL
och ekvationen dr uppfylld!

= x = 5medforatt VL =2/5—-1=2-2=40ochHL =1-5 = —4. Alltsa ar
VL # HL och ekvationen dr inte uppfylld!




Ekvationen har darmed bara en 18sning x = 1.
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Rad for inldsning

Grund- och slutprov

Efter att du har last texten och arbetat med 6vningarna ska du gora grund- och
slutprovet for att bli godkdnd pa detta avsnitt. Du hittar lanken till proven i din
student lounge.

Tank pa att:

Nar man kvadrerar en ekvation mdste man tdnka pa att de l6sningar som man
far fram kanske inte dr 16sningar till den ursprungliga ekvationen, s. k. falska
rotter. Detta beror pa att eventuella minustecken forsvinner. Man tappar infor-
mation ndr man kvadrerar. Darfoér maste man verifiera att de 16sningar man
far fram, inte bara ar 1osningar till den kvadrerade ekvationen, utan ocksa ar
16sningar till den ursprungliga ekvationen.

Du ska alltid prova l6sningarna till rotekvationer.

Lastips
For dig som vill fordjupa dig ytterligare eller skulle vilja ha en lingre forklaring

= Understanding Algebra — engelsk bok pa nétet for hogskoleforberedan-
de studier
(http://www.jamesbrennan.org/algebra/)
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Lanktips

= Vad ar roten ur — ? Webmath.com hjélper dig att forenkla rotuttryck
(http://www.webmath.com/simpsqrt.html)



3.2 Ovningar

Ovning 3.2:1
Los ekvationen vx —4 =6 — x.

Ovning 3.2:2
Los ekvationen 2x +7 = x + 2.

Ovning 3.2:3
Los ekvationen +/3x — 8+ 2 = x.

Ovning 3.2:4
Los ekvationen 1 —x =2 — x.

(")vning 3.2:5
Los ekvationen +/3x —2 =2 — x.

Ovning 3.2:6

Los ekvationen /x +1++v/x +5 = 4.

86
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3.3 Logaritmer

Innehall:

» Logaritmer

= Logaritmlagar

Lirandemal:

Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

» Kédnna till begreppen bas och exponent.

Kénna till beteckningarna In, 1g, log och log,.

Berdkna enkla logaritmuttryck med hjélp av logaritmens definition.

Logaritmen ar bara definierad for positiva tal.

Kénna till talet e.

» Hantera logaritmlagarna i forenkling av logaritmuttryck.

= Veta ndr logaritmlagarna ar giltiga.

= Uttrycka en logaritm i termer av en logaritm med en annan bas.

= Losa ekvationer som innehaller exponentialuttryck och som med logarit-
mering leder till férstagradsekvationer.

= Avgora vilket av tvd logaritmuttryck som &r storst baserat pad jamforelse
av bas/argument.

Logaritmer med basen 10

Man anvéander gdrna potenser med basen 10 for att skriva stora och sma tal, t.ex.

103 =10-10-10 = 1000,

1 1
102=-— =— =0,0L
0 10-10 100 ~ A

Om man enbart betraktar exponenten skulle man i stéllet kunna séga att

“exponenten for 1000 ar 37, eller
“exponenten for 0,01 ar —2”.

Precis sd ar logaritmer definierade. Man uttrycker sig pa foljande sétt:
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"logaritmen for 1000 ar 3”, vilket skrivs 1g 1000 = 3,
"logaritmen for 0,01 ar —2”, vilket skrivs 1g 0,01 = —2.

Mer allmént kan man uttrycka sig:

Logaritmen av ett tal y betecknas med lg iy och &r den exponent som ska sta
i den fargade rutan i likheten

10 =uy.

Notera hédr att y mdste vara ett positivt tal for att logaritmen lg y ska vara definerad,
eftersom det inte finns ndgon potens av 10 som blir negativ eller noll.

Exempel 1
a) 1g100000 =5 eftersom 10 ®> = 100 000.

b) 1g0,0001 = —4 eftersom 10 4 —=0,0001.
) lg\/l_ = % eftersom 10 /2 = 1/10.

d) lgl=0 eftersom10? =1.

e) 1g10”® =78 eftersom 10 7 = 1078

f) 1g50~ 1,699 eftersom 10 0% =~ 50.

g) lg(—10) existerar inte eftersom 10 * aldrig kan bli —10 oavsett hur a viljs.

I det nést sista exemplet kan man snabbt inse att 1g 50 maste ligga nagonstans mellan
1 och 2 eftersom 10! < 50 < 102, men for att fd fram ett mer exakt varde pa det
irrationella talet Ig50 = 1,69897 . .. behovs i praktiken en minirdknare (eller tabell.)

Exempel 2
a) 108100 =100

b) 1087 =g

c) 10850 =50
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Olika baser

Man kan tdnka sig logaritmer som anvédnder en annan bas dn 10 (utom 1!). Man maste
da tydligt ange vilket tal man anvander som bas for logaritmen. Anvander man t.ex. 2
som bas skriver man log, for “2-logaritmen”.

Exempel 3
a) log,8=3 eftersom2 3 =8.

b) log,2=1 eftersom2! =2.

o) log,1024 =10 eftersom2 ¥ =1024.

1 1
d) log,;=-2 eftersom2 2 = » =1

Pa samma sitt fungerar logaritmer i andra baser.

Exempel 4

a) logs9=2 eftersom3?2 =09.

b) log:125=3 eftersom5 3 = 125.

c) log, 11_6 = —2 eftersom4 2 = 412 = %
1 1 1 1
d) logbﬁ:_i eftersom b —1/2 :m:%(omb>00chb7&l).

Om basen 10 anvinds, skriver man séllan log,,, utan som vi tidigare sett lg, eller
enbart log, vilket forekommer pd manga minirdknare.

Naturliga logaritmer

I praktiken dr det tvd baser som oftast anviands for logaritmer, férutom 10 dven talet
e ( ~ 2,71828...). Logaritmer med basen e kallas naturliga logaritmer och skrivs In
i stéllet for log ,.
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Exempel 5
a) In10~23 eftersome >° = 10.

1

b) Ine=1 eftersome * =e.

1 3 _ 1
¢) In 3= —3 eftersome =3
d) In1=0 -eftersome? =1.

e) Omy=e%sadra=Iny.

fy el =5

g) elnx = x

Pa de flesta mer avancerade minirdknare finns vanligtvis knappar for 10-logaritmer
och naturliga logaritmer.

Logaritmlagar

Mellan ar 1617 och 1624 publicerade Henry Biggs en logaritmtabell av alla heltal upp
till 20000 och ar 1628 utokade Adriaan Vlacq tabellen till alla heltal upp till 100 000.
Anledningen till att man lade ned sa enormt mycket arbete pa sddana tabeller &r att
man med hjdlp av logaritmer kan multiplicera ihop tal bara genom att addera ihop
deras logaritmer (addition gdr mycket snabbare att utféra &n multiplikation).

Exempel 6
Berdkna 35 - 54.

Om vi vet att 35 ~ 101741 och 54 ~ 1017324 (dvs. 1g 35 ~ 1,5441 och 1g 54 ~ 1,7324)
da kan vi rdkna ut att

35.54 a0 1015441 . 10 L7324 _ 115441417324 _ 1(13,2765
och vet vi sedan att 10376 &~ 1890 (dvs. Ig 1890 = 3,2765) s& har vi lyckats berdkna

produkten
35-54 = 1890

och detta bara genom att addera ihop exponenterna 1,5441 och 1,7324.
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Detta &r ett exempel pd en logaritmlag som sédger att
log(ab) = loga + logb
och som foljer av att & ena sidan &r
a-b=109°87.10°80 = {potenslagarna} = 10 Lepianloni)

och & andra sidan ar
a-b=10 log(ab)

Genom att utnyttja potenslagarna pa detta sitt kan vi fa fram motsvarande logaritm-
lagar:

log(ab) = loga +logb,
log% = loga —logb,

loga’ = b -loga.

Logaritmlagarna géller oavsett bas.

Exempel 7
a) lg4+l1g7=1g(4-7) =1g28

b) lg6—1g3 :lgg =1g2

o 2-lg5=1g5*>=1g25

d) 1g200 = Ig(2-100) = Ig2 +1g100 = Ig2 42

Exempel 8

a) lg941g1000—1g3+1g0,001 =1g9+3 —-1g3 -3 =1g9 —1g3 = lgg =1g3




b) ln%—l—ln\/zzln(%-\/z):ln( 1 -\/E)zlnL

—Tne—1/2 —
=Ine =—5

c) log,36— 1log,81 =1log,(6-6) — 1log,(9-9)
=log,y(2-2-3-3) — 3log,(3-3-3-3)
= log,(2%-3%) — 3 log,(3*)
= log, 22 + log, 32 — 1 log, 3*
= 2log, 2+ 2log, 3 — % -4log, 3
=2-1+2log,3 —2log,3 =2

d) lga® —21ga+lg% =3lga—2lga+lga!

=(3—-2)lga+(—-1)lga=I1ga—1ga=0
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Byte av bas

Ibland kan det vara bra att kunna uttrycka en logaritm som en logaritm av en annan

bas.

Exempel 9
a) Uttrycklg5 inaturliga logaritmen.
Per definition dr 1g 5 det tal som uppfyller likheten
10'8° = 5.
Logaritmera bada led med In (naturliga logaritmen)

In10'8% = In5.

Med hjalp av logaritmlagen Ina’ = bIna kan véansterledet skrivas som Ig5 -

In 10 och likheten blir
lg5-In10 = In5.
Dela nu bada led med In 10 sa far vi svaret

In5
83 = In10

(= 0,699, dvs.10%%% ~ 5).
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b) Uttryck 2-logaritmen for 100 i 10-logaritmen Ig.

Om vi skriver upp sambandet som definierar log, 100
ology 100 _ 10
och logaritmerar bdda led med 10-logaritmen (lg) sa far vi att
1g 21082100 — 1¢100.

Eftersom Iga’ = blga sa ar 1g2!°82190 = ]og, 100 - 1g2 och hogerledet kan
forenklas till 1g 100 = 2. Detta ger oss likheten

log, 100 -1g2 = 2.

Division med Ig 2 ger slutligen att

2 6,64
log, 100 = g2 (~ 6,64, dvs.2>* ~100).

Den allménna formeln for byte fran en bas a till en bas b kan hérledas pa samma satt

_ log, x
logux = @

Vill man byta bas i en potens kan man gora detta med hjilp av logaritmer. Om man
exempelvis vill skriva 25 med basen 10 s skriver man forst om 2 med basen 10,

2 =10'8?
och utnyttjar sedan en av potenslagarna

25 — (101g2)5 — 105-lg2 ( ~ 101,505 )

Exempel 10

a) Skriv 10* med basen e.

Forst skriver vi 10 som en potens av e,
10 — eln 10

och anvénder sedan potenslagarna

10* = (elnl())x — ex~ln10 2,3%

~ e




b) Skriv e? med basen 10.
Talet e kan vi skriva som e = 10'8¢ och darfor ar

P - (101ge>a — 10a~lge ~ 100,43451.
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Rad for inldsning

Grund- och slutprov

Efter att du har last texten och arbetat med 6vningarna ska du gora grund- och
slutprovet for att bli godkdnd pa detta avsnitt. Du hittar lanken till proven i din
student lounge.

Tank pa att:
Du kan behova ldgga ner mycket tid pd logaritmer.

Logaritmer brukar behandlas 6versiktligt i gymnasiet. Darfor brukar manga
hogskolestudenter stota pa problem nar det géller att rakna med logaritmer.

Lastips
For dig som vill fordjupa dig ytterligare eller behover en langre forklaring

= [ds mer om logaritmer pd engelska Wikipedia
(http://en.wikipedia.org/wiki/Logarithm)

= Lds mer om Talet e i The MacTutor History of Mathematics archive
(http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history/HistTopics/e.html)

Lanktips

= Experimentera med logaritmer och potenser
(http://www.ltcconline.net/greenl/java/IntermedCollegeAlgebra/
LogGraph/logGraph.html)

= Spela logaritm Memory
(http://www.ltcconline.net/greenl/java/IntermedCollegeAlgebra/
LogConcentration/LogConcentration.htm)

= Hjilp grodan hoppa till sitt ndckrosblad i “log”-spelet
(http://www.ltcconline.net/greenl/java/IntermedCollegeAlgebra/
logger .htm)
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3.3 Ovningar

Ovning 3.3:1

Bestam x om
a) 10* =1000

1
e

C) 07 00
Ovning 3.3:2
Berdkna

a) lg01

e) 10'82
Ovning 3.3:3
Berdkna

a) log,8

d) log; (9-3'7)

g) log;12 —log,4

(")vning 3.3:4
Forenkla
a) lg50—1g5

Ovning 3.3:5
Forenkla
a) Ine®+Ineé?

d) Ine—1

Ovning 3.3:6

b)
f)

Anvind minirdknaren till hoger for att berdkna
med tre decimaler (Knappen LN betecknar den
naturliga logaritmen i basen e):

a) log,4
b) Ig46
c) logslog, (3118)

b) 10*=0,1
1
d) Tor = 0,0001
1g 10000 c) 1g0,001
1g10° g) 1071801
b) log, % )
e) nlogy 4 f)
h) log, (az a)
b) 1g23+1 1 C)
& €33
b) In8—In4—1In2 )
1
e) In 2 f)
AC | C
7 8
4 5
1 2
+/- 0

d Igl
1
LT

log, 0,125

1
log, 4 + log, 6

1g27/3 + 1873 +1g

O | —=

(In1) - €
(elne)z
0
LM *
g -
[&] +
3
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3.4 Logaritmekvationer

Innehall:

= [ogaritmekvationer
= Exponentialekvationer
» Falska rotter.

Liarandemal:

Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

= [9sa ekvationer som innehdller logaritm- eller exponentialuttryck och
som kan reduceras till forsta- eller andragradsekvationer.

= Hantera falska rotter och veta nédr de uppstar.

Grundekvationer

Ekvationer dér logaritmer behovs eller dr inblandade férekommer i médnga olika fall.
Forst ges ndgra exempel dér 1osningen ges nédstan direkt genom definitionen av loga-
ritm, dvs.

100'=y <& «x=lgy
=y & x=Iny

(Vi anvdnder oss har enbart av 10-logaritmer eller naturliga logaritmer.)

Exempel 1

Los ekvationerna

a) 10* =537 har losningen x = 1g 537.
b) 10°* =537 geratt 5x = 1g537, dvs. x = 11g537.

C) eix =5 Multiplikation av bdda led med e* och division med 5 ger att % = e,

vilket betyder att x = In %
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d) lgx =3 Definitionen ger direkt att x = 103 = 1000.

e) lg(2x—4) =2 Fran definitionen har vi att 2x — 4 = 10> = 100 och da f6ljer
att x = 52.

Exempel 2
a) Los ekvationen (v/10)* = 25.
Eftersom /10 = 10'/2 ar vinsterledet lika med (1/10)* = (10/2)* = 10%/2

och ekvationen lyder
10%/2 = 25.

Denna grundekvation har 16sningen x/2 = 1g 25, dvs. x = 21g25.

3ln2x+1_1
=5

Multiplicera bdda led med 2 och subtrahera sedan 2 fran bada led

b) Los ekvationen

3In2x = —1.

Dividera bada led med 3 .
In2x = ——.

n2x 3

Nu ger definitionen direkt att 2x = e~1/3, vilket betyder att

131

-1
x=5e 2 el/3"

I manga praktiska tillimpningar rorande exponentiell tillvéaxt eller avtagande dyker
det upp ekvationer av typen
a*=b,

dér a och b dr positiva tal. Dessa ekvationer 16ses enklast genom att ta logaritmen for
bada led
lga®* =1gb

och anvdnda logaritmlagen for potenser
x-lga=1gb

lgh

vilket ger 16sningen x = lga



98

Exempel 3

a) Los ekvationen 3* = 20.

Logaritmera bada led

lg3* = 1g20.
Vinsterledet kan skrivas som 1g 3* = x - Ig3 och da far vi att
lg2
v= 820 (o7,
g3
b) Los ekvationen 5000 - 1,05 = 10 000.
Dividera bada led med 5000
10000
1 X = — =
A5 5000

Denna ekvation loser vi genom att logaritmera bdda led med 1g och skriva
om véansterledet som 1g 1,05 = x - 1g 1,05,

g2
= ~ 14,2).
X =ig105 )
Exempel 4
a) Losekvationen 2*.-3¥ =5,
Vinsterledet kan skrivas om med potenslagarna till 2* - 3* = (2 3)* och
ekvationen blir
6 = 5.

Denna ekvation l9ser vi pa vanligt sdatt med logaritmering och far att

g5

b) Los ekvationen 52! = 3°%,

Logaritmera bada led och anviand logaritmlagen lga® = b -1ga

(2x+1)1g5 = 5x -1g 3,
2x -1g5+1g5 = 5x -1g 3.
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Samla x i ena ledet

lg5 =5x-1g3 —2x-1g5,
lg5 =x(51g3—21g5).
Losningen ar
v g5
~ 51g3—2Ig5’

Nagra mer komplicerade ekvationer

Ekvationer som innehdller exponential- eller logaritmuttryck kan ibland behandlas
som forstagrads- eller andragradsekvationer genom att betrakta “In x” eller “e*” som
obekant.

Exempel 5
6e* 5
3eX+1 e *+2

Los ekvationen

Multiplicera bdda led med 3e* + 1 och e™* + 2 for att fa bort ndmnarna
6e*(e™* 4+2) =5(3e* +1).

Notera att eftersom e* och e™* alltid dr positiva oavsett vardet pd x s multiplicerar
vi alltsd ekvationen med faktorer 3¢* + 1 och e * + 2 som éar skilda fran noll, sa
detta steg riskerar inte att introducera nya (falska) rotter till ekvationen.
Forenkla bada led
6 + 12¢* = 15¢* 45,

X X xX+x

dér vi anvéant att e™* - e* = e~ = ¢¥ = 1. Betraktar vi nu ¢¥ som obekant &r
ekvationen védsentligen en forstagradsekvation som har 16sningen

ele.

En logaritmering ger sedan svaret

x:ln%:ln?)_1 =—1-In3 = —In3.
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Exempel 6
N . 1 1
Los ekvationen — +1In— = 1.
Inx X
1 . 1 1 -
Termen In p kan skrivas som In p =Ilnx ' = —1-lnx = —Inx och da blir ekva-
tionen .
— —Ilnx =1,
Inx

dér vi kan betrakta In x som en ny obekant. Multiplicerar vi bdda led med In x (som
ar skild frdn noll nar x # 1) far vi en andragradsekvation i In x

1—(Inx)®>=1Inx,

(Inx)? 4+ Inx —1=0.

Kvadratkomplettering av vénsterledet

foljt av rotutdragning ger att

1 5
Inx = — -+ 2°.
nx 2 2

Detta betyder att ekvationen har tva 16sningar

x =e(F1HVE)/2 e x = o (14V5)/2,

Falska rotter

Nar man l6ser ekvationer géller det ocksa att tdnka pa att argument till logaritmer
maste vara positiva och att uttryck av typen e(-) bara kan anta positiva virden. Risken
ar annars att man far med falska rotter.

Exempel 7

Los ekvationen In(4x? — 2x) = In(1 — 2x).
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For att ekvationen ska vara uppfylld méste argumenten 4x> — 2x och 1 — 2x vara
lika,
4x> —2x =1-—2x, ()

och dessutom positiva. Vi loser ekvationen (*) genom att flytta 6ver alla termer i

ena ledet
452 —-1=0

och anvander rotutdragning. Detta ger att

=
I
I
Nl
Q
0
=y
=
I
N

Vi kontrollerar nu om bada led i (x) &r positiva

» Om x = —3 blir bdda led lika med 4x> —2x = 1 —2x = 1 -2 (—3) =
1+41=2>0.
" Omx = %blirbédaledlikamedélxz—2x =1-2x= 1—2~% =1-1=0%
0.
Alltsa har logaritmekvationen bara en 16sning x = —%.
Exempel 8
Los ekvationen ¥ — ¢* = %
Den forsta termen kan vi skriva som e?* = (e¥). Hela ekvationen ar alltsd en

andragradsekvation med e* som obekant
2 1
(') —e' = 5.

Ekvationen kan vara lite enklare att hantera om vi skriver ¢ istillet for e*,

Kvadratkomplettera vinsterledet

t-H"-(3)’*=%
2
3=
vilket ger 16sningarna
1 V3 1 V3
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Eftersom /3 > 1sd dr § — 51/3 < 0och detdrbara t = 3 + 11/3 som ger en 16sning
till den ursprungliga ekvationen eftersom e* alltid 4r positiv. Logaritmering ger

slutligen att
)

x—ln(l—l—
- 2 2

ar den enda losningen till ekvationen.

Rad for inlasning

Grund- och slutprov

Efter att du har last texten och arbetat med 6vningarna ska du gora grund- och
slutprovet for att bli godkdnd pa detta avsnitt. Du hittar lanken till proven i din
student lounge.

Tank pa att:
Du kan behova ldgga ner mycket tid pd logaritmer.

Logaritmer brukar behandlas 6versiktligt i gymnasiet. Darfor brukar manga
hogskolestudenter stota pa problem nér det géller att rdkna med logaritmer.
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3.4 Ovningar

Ovning 3.4:1

Los ekvationerna
a) e =13 b) 13e* =2.3°% Q) 3e¥=7.2%

Ovning 3.4:2
Los ekvationerna
a) 2¥2=1 b) e 4e¥=4 o) 3¢ =2%

Ovning 3.4:3

Los ekvationerna
a) 27% =2¢% b) In(x?+3x) = In (3x2 — 2x)

¢) Inx+In(x+4)=In(2x+3)
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4.1 Vinklar och cirklar

Innehall:

= QOlika vinkelmaétt (grader, radianer och varv)
= Pythagoras sats

= Avstandsformeln i planet

= Cirkelns ekvation

Lirandemal:

Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

» Omvandla mellan grader, radianer och varv.

= Berdkna arean och omkretsen av cirkelsektorer.

= Kénna till begreppen katet, hypotenusa och rédtvinklig triangel.

» Formulera och anvidnda Pythagoras sats.

= Berdkna avstdndet mellan tva punkter i planet.

» Skissera cirklar med hjdlp av att kvadratkomplettera deras ekvationer.

= Kénna till begreppen enhetscirkel, tangent, radie, diameter, periferi, kor-
da och cirkelbdge.

= [9sa geometriska problem som innehéller cirklar.

Vinkelmatt

Det finns flera olika enheter for att méta vinklar, som dr praktiska i olika sammanhang.
De tvéa vanligaste vinkelmatten i matematiken dr grader och radianer.

= Grader. Om ett helt varv delas in i 360 delar, sa kallas varje del 1 grad. Beteck-
ningen for grader ar °.

o
o :
-
Ch
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= Radianer. Ett annat sétt att méta vinklar dr att anvdnda langden av vinkelns
cirkelbdge i forhallande till radien som matt pa vinkeln. Detta vinkelmatt kallas
for radian. Ett varv ar alltsa 27t radianer eftersom cirkelns omkrets ar 27tr, dar r
ar cirkelns radie.

Ett helt varv dr 360° eller 27t radianer och det gor att

o 1 ) 7T .
1° = 360 - 27 radianer = 180 radianer,

1 radian = i -360° = 180 )
27T 7T

Dessa omvandlingsfaktorer kan anvandas for att konvertera mellan grader och radia-
ner.

Exempel 1

°©_130.1° = 30. " radianer — - radi
a) 30°=30-1°=30 180 radianer ‘ radianer

180 _ 250

x| 3

b) % radianer = — - (1 radian ) = % .

I en del sammanhang kan det vara meningsfullt att tala om negativa vinklar eller
vinklar som &r storre dn 360°. D4 kan man anvinda att man kan ange samma rikt-
ning med flera olika vinklar som skiljer sig fran varandra med ett helt antal varv.

Yy Yy Yy
! ! A

\j

&'

1
an
405°
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Exempel 2

a) Vinklarna —55° och 665° anger samma riktning eftersom

—55° +2-360° = 665°.

3 11
b) Vinklarna 77-[ och — =~ anger samma riktning eftersom

7
3m 117
¢) Vinklarna 36° och 216° anger inte samma riktning utan motsatta riktningar
eftersom
36° +180° = 216°.
Avstindsformeln

Pythagoras sats dr en av de mest kdnda satserna i matematiken och sédger att i en
ratvinklig triangel med kateter a och b, och hypotenusa c géller att

Pythagoras sats: ¢

2 =a®+ 1

Exempel 3

I triangeln till hoger ar
*=34+4=9+16=25 ¢
och darfor dr hypotenusan c lika med

c=+vV25=05.

Pythagoras sats kan anvédndas for att berdkna avstdndet mellan tvd punkter i ett koor-
dinatsystem.
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Avstindsformeln:
Avstandet d mellan tva punkter med koordinater (x,y) och (a,b) ar

d=/(x—a)+(y—b)>

Linjestycket mellan punkterna dr hypotenusan i en ratvinklig triangel vars kateter &r
parallella med koordinataxlarna.

A

\j

X a

Kateternas langd &r lika med beloppet av skillnaden i x- och y-led mellan punkterna,
dvs. |x — a| respektive |y — b|. Pythagoras sats ger sedan avstandsformeln.

Exempel 4
a) Avstandet mellan (1,2) och (3,1) &r

d=\/(1-32+(2-1)2=\/(-22+12=VE+1= 5.

b) Avstdndet mellan (—1,0) och (—2, —5) &r

d=1/(-1—(=2)2+ (0~ (-5)2 = V12 + 52 = V1125 = V2.
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Cirklar

En cirkel bestdr av alla punkter som befinner sig pa ett visst fixt avstdnd r fran en
punkt (a,b).

Avsténdet r kallas for cirkelns radie och punkten (a,b) for cirkelns medelpunkt. Figu-
ren nedan visar andra viktiga cirkelbegrepp.

Sioela!

Diameter Tangent Korda Sekant
Cirkelbage Periferi Cirkelsektor Cirkelsegment

Exempel 5
En cirkelsektor dr given i figuren till hoger.

a) Bestdm cirkelbdgens langd.

Medelpunktsvinkeln 50° blir i radianer

50° =50-1° =50 - T radianer = S—N radianer.
180 18 A

Pa det sdtt som radianer &r definierat betyder
detta att cirkelbdgens langd ar radien multi-
plicerat med vinkeln matt i radianer,

57 57
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b) Bestdam cirkelsektorns area.
Cirkelsektorns andel av hela cirkeln ar

50° 5

360° 36
och det betyder att dess area dr ;—6 delar av cirkelns area som ar 7172 = 7132 =
97, dvs.

— 97Tae—5—7Tae
%6 e = -ae.

En punkt (x,y) ligger pd cirkeln som har medelpunkt i (a,b) och radie r om dess
avstand till medelpunkten ar lika med r. Detta villkor kan formuleras med avstands-
formeln som

Cirkelns ekvation:

(x— a2+ (y—b)? =12

Exempel 6

a) (x—1)2+ (y—2)2 =9 é&rekvationen for
en cirkel med medelpunkt i (1,2) och ra-

die v/9 = 3.
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b) x>+ (y — 1) = 1 kan skrivas som
(x=0)*+(y—-1)° =1

och ar ekvationen for en cirkel med me- <>
delpunkt i (0,1) och radie v/1 = 1.

o) (x+1)2+ (y — 3)2 =5 kan skrivas som
(x—(-1))*+(y—3)*=5

och ar ekvationen for en cirkel med me-
delpunkt i (—1,3) och radie /5 ~ 2,236. - X

Exempel 7
a) Ligger punkten (1,2) pa cirkeln (x —4)2 + y*> = 13?

Stoppar vi in punktens koordinater x = 1 och y = 2 i cirkelns ekvation har vi
att

VL = (1-4)2+2>=(-3)2+22=9+4=13=HL.
Eftersom punkten uppfyller cirkelns ekvation ligger punken pa cirkeln.

Yy
A

(1,2)

b) Bestim ekvationen for cirkeln som har medelpunkt i (3,4) och innehéller
punkten (1,0).

Eftersom punkten (1,0) ska ligga pa cirkeln mdste cirkelns radie vara lika
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med avstandet fran (1,0) till medelpunkten (3,4). Avstandsformeln ger att
detta avstand ar

c=1/(3-1)2+(4—0)2= Vi1 16=20.

Cirkelns ekvation ar darfor

(x—3)2+(y—4)>=20.

Yy
A

Exempel 8

Bestdam medelpunkt och radie fér den cirkel vars ekvation dr x? + y? — 2x + 4y +
1=0.

Vi ska forsoka skriva om cirkelns ekvation pa formen
(r=af+ (y =07 = 7

for da kan vi direkt avldsa att medelpunken ar (a,b) och radien ar r.
Borja med att kvadratkomplettera termerna som innehadller x i vansterledet

-2y Ay +1=(x—1)2— 12+ +4y+1

(de understrukna termerna visar kvadratkompletteringen).
Kvadratkomplettera sedan termerna som innehaller y

(x—1)2 -1+ +4y+1=(x—1)" - 1P+ (y+2)* - 2>+ 1.
Viansterledet dr alltsd lika med
(x—1)+ (y+2)>—4
och flyttar vi 6ver 4 till hogerledet &r cirkelns ekvation

(x =12+ (y+2)* =4
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Vi avlaser att medelpunkten 4r (1, —2) och radien &r v/4 = 2.

Rad for inldsning
Grund- och slutprov
Efter att du har last texten och arbetat med 6vningarna ska du gora grund- och

slutprovet for att bli godkdnd pa detta avsnitt. Du hittar lanken till proven i din
student lounge.

Lastips
For dig som vill fordjupa dig ytterligare eller behdver en langre forklaring vill
vi tipsa om:

» Lis mer om Pythagoras sats pa svenska Wikipedia
(http://sv.wikipedia.org/wiki/Pythagoras_sats)

® Lis mer i Mathworld om cirkeln
(http://mathworld.wolfram.com/Circle.html)
Lanktips

= Interaktivt experiment: sinus och cosinus i enhetscirkeln] (Flash)
(http://www.math.kth.se/online/images/sinus_och_cosinus_i_
enhetscirkeln.swf)
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4.1 Ovningar

Ovning 4.1:1
Skriv i grader och radianer
a) % varv b) % varv
C) —% varv d) % varv
Ovning 4.1:2
Omvand]a till radianer
a) 45° b) 135° c) —63° d) 270°
Ovning 4.1:3
Bestdm langden av sidan som dr markerad med x.
12 =
X X
13 17
VA
30
Ovning 4.1:4

a) Bestdm avstandet mellan punkterna (1,1) och (5,4).
b) Bestdm avstandet mellan punkterna (—2,5) och (3, —1).

c) Hitta den punkt pa x-axeln som ligger lika ldngt fran punkterna (3, 3)
och (5,1).

Ovning 4.1:5

a) Bestdm ekvationen for en cirkel med medelpunkti (1,2) och radie 2.

b) Bestam ekvationen for den cirkel som har medelpunkti (2, —1) och innehaller
punkten (—1,1).

Ovning 4.1:6

Skissera foljande cirklar
a) A4y=9 b (x—17%+(y—2?%=3
o (Bx—12+By+7)?=10
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Ovning 4.1:7
Skissera foljande cirklar

a) x*42x+y*—2y=1 b) X+y>+4y=0

) x*-2x+y*+6y=-3 d) x2-2x+y?+2y=-2
Ovning 4.1:8

Hur manga varv snurrar ett hjul med radie 50 cm nér det rullar 10 m?

Ovning 4.1:9

Pa en klocka dr sekundvisaren 8 cm lang. Hur stor area sveper den 6ver pa 10 sekunder?

Ovning 4.1:10

En 5,4 m ldng tvittlina hdnger mellan tva vertikala trad pa 4,8 m avstand fran varand-
ra. Linans ena dnde dr fast 0,6 m hogre dn den andra dnden, och 1,2m fran tradet dar
linan har sin lagre infastning hdanger en kavaj pa en galge. Bestim hur mycket under
den nedre infdstningspunkten som galgen hianger (dvs. avstandet x i figuren).

— 4,8m
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4.2 Trigonometriska funktioner

Innehall:

= De trigonometriska funktionerna cosinus, sinus och tangens.

Lirandemal:

Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

» Kédnna till begreppen spetsig, trubbig och rit vinkel.
= Forstd definitionen av cosinus, sinus och tangens i enhetscirkeln.

» Utantill kunna virdena pa cosinus, sinus och tangens for standardvink-
larna 0, t/6, t/4, t/3 och /2.

» Bestimma vardena pd cosinus, sinus och tangens for argument som kan
reduceras till standardvinklarna i nagon kvadrant av enhetscirkeln.

= Skissera graferna till cosinus, sinus och tangens.
= [dsa trigonometriska problem som involverar ratvinkliga trianglar.

Trigonometri i ratvinkliga trianglar

I den ratvinkliga triangeln nedan kallas kvoten mellan den motstdende kateten a och
den nérliggande kateten b for tangens av vinkeln u och betecknas tan u.

tanu =

(Sl IR

b

Vérdet pa kvoten a/b &r inte beroende av storleken pa triangeln utan bara pa vin-
keln u. For olika védrden pd vinkeln kan man fa fram motsvarande tangensvérde an-
tingen i en trigonometrisk tabell eller genom att anvdnda en minirdknare (knappen
heter ofta tan).
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Exempel 1
Hur hog ar flaggstangen?

P \/400

5m

Flaggstangen och dess skugga bildar tillsammans en ratvinklig triangel déar den
vertikala kateten dr okdnd (markerad med x nedan).

40° ]

5m

Fran definitionen av tangens har vi att

X
tan40° = —
an 40 5m

och eftersom tan 40° =~ 0,84 sa ar

x=5m-tan40° ~5m-0,84 = 4,2m.
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Exempel 2

Bestam ldngden av sidan markerad med x i figuren.

22

40 20

Om vi kallar vinkeln ldngst till vanster for u sa finns det tva sétt att stédlla upp ett
uttryck for tan u.

tanu = 22
22 T 10
u [
40

X tany X
anu = —
60

u N

60

Satter vi de tva uttrycken for tan u lika fas
2 x
40 60

22
vilket ger att x = 60 - 0= 33.

Det finns tva andra kvoter i rdtvinkliga trianglar som har speciella namn och det &r
cosu = b/c ("cosinus av u”) och sinu = a/c ("sinus av u”).

c cosu =
a

al aoals

u sinu =

b

Precis som for tangens ar kvoterna som definierar cosinus och sinus inte beroende av
triangelns storlek utan bara pa vinkeln u.
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Exempel 3
a) I triangeln till vénster &r
> 3 4
cosu = —
U 5
4 iy =2
sinu =
b) Definitionen av sinus ger att
o x
X : S
38% = —
sin G
38°
och vet vi att sin 38° =~ 0,616 sa far vi att
x =5-sin38° =~ 5-0,616 =~ 3,1.
C) 3 Cosinus dr kvoten mellan den nérliggande ka-
34° teten och hypotenusan
X cos 34° = E
X
Alltsa ar
‘e 3
 cos34°
Exempel 4
Bestdm sin u i triangeln
1
u

1/2
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Med hjélp av Pythagoras sats kan kateten till hoger bestimmas

1 3
X 12:(%)2+x2 & ng
/N
1/2
2
och darfor ar sinu = \/ET/ = ?

Nagra standardvinklar

For vissa vinklar 30°, 45° och 60° gar det relativt enkelt att rdkna ut exakta varden pa
de trigonometriska funktionerna.

Exempel 5

Vi utgar fran en kvadrat med sidldngd 1. En diagonal i kvadraten delar de réta
vinklarna i motsatta horn i tva lika delar 45°.

45°

45°

1

Med Pythagoras sats kan vi bestimma diagonalens ldngd x,
P=124+1 & x=V12+12=V2

I triangeln som har diagonalen som hypotenusa far vi fram véardet pa de trigono-
metriska funktionerna for vinkeln 45°.

cos45° =

1 sin45° =

N
S

tan45° = 1

=
I
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Exempel 6

Betrakta en liksidig triangel dér alla sidor har ldangd 1. Vinklarna i triangeln dr alla
60°. Triangeln kan delas upp i tva halvor av linjen som delar toppvinkeln mitt itu.

N[ =

Pythagoras sats ger att den vertikala sidan av en triangelhalva ar x = 1/3/2. Fran
en triangelhalva far vi att

1/2 1
cos30°:@:£- cos60°:L:_
30° 1 2 1 2
2
1 V3 gngzoe = /21 singoe = Y3/2 _ V3
2 1 2 1 2

o o 172 1 2
60 tan 30" = = 5 tan 60° = va/ =3

VB2 VB

N[ =

Trigonometriska funktioner f6r allmanna vinklar

For vinklar som dr mindre dn 0° eller storre an 90° definieras de trigonometriska funk-
tionerna med hjdlp av enhetscirkeln (cirkeln som har medelpunkt i origo och radie 1).

De trigonometriska funktionerna cosu och
sinu dr x- respektive y-koordinaterna for
skdrningspunkten mellan enhetscirkeln och <\
det radiella linjesegmentet som bildar vin-
keln u med den positiva x-axeln.

(cosu,sinu)
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Tangensfunktionen definieras som

sinu
tanu =

cosu

och tangensviardet kan tolkas som riktningskoefficienten for det radiella linjesegmen-
tet.

Exempel 7

Frén figurerna nedan avléser vi viardena pa cosinus och sinus.

a) cos104° ~ —0,24

(—0,24;0,97)
sin104° ~ 0,97

- X o 097
tan 104° ~ —024 ~ —4,0
Y
b) c0s201° ~ —0,93
sin201° ~ —0,36
X tan201° ~ _0’32 ~ 04
(—0,93; 0,36) U
Exempel 8
Vilket tecken har
a) cos209° Y

Eftersom vinkeln 209° kan skrivas som :

209° = 180° + 29° s4 svarar vinkeln mot '

en punkt pa enhetscirkeln som ligger i X
den tredje kvadranten. Den punkten har

en negativ x-koordinat, vilket betyder att "

cos 209° &r negativ.
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b) sin 133°

Vinkeln 133° ar lika med 90° + 43° och R TSP R -
ger en punkt pd enhetscirkeln som ligger 133°

i den andra kvadranten. I den kvadranten = "X
har punkter positiv y-koordinat och dar-
for &r sin 133° positiv.

c) tan(—40°)

A
Ritas vinkeln —40° in i enhetscirkeln fds // \
en vinkellinje som har en negativ rikt- \ - X

ningskoefficient, dvs. tan(—40°) ar nega- {—40°
tiv.

Exempel 9

Bestdm sin —n.
3
Omskrivningen
o _dr _dm4m_m o om
3 6 6 2 6
visar att vinkeln 27t /3 hamnar i enhetscirkelns andra kvadrant och bildar vinkeln
7t/6 med den positiva y-axeln. Om vi ritar in en hjdlptriangel som i figuren nedan
till hoger sa ser vi att 27t/3-punkten pd enhetscirkeln har en y-koordinat som ar

lika med den nérliggande kateten cos(71/6) = v/3/2. Alltsa ar
2m V3

y y
A
7T
/6 1 cosg
‘1
“\27T/3
\ ™ x \ ™
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De trigonometriska funktionernas grafer

I forra avsnittet anvande vi enhetscirkeln for att definiera cosinus och sinus for god-
tyckliga vinklar och vi kommer anvidnda enhetscirkeln ofta framover for att t.ex. hérle-
da trigonometriska samband och 16sa trigonometriska ekvationer. Det finns dock vissa
egenskaper hos de trigonometriska funktionerna som béttre illustreras genom att rita
upp deras funktionsgrafer.

Yy
A
1 +

AR

—z Z T 37" 27
-1+
Grafen till tangensfunktionen

Y
A
1 +

: : : Z > X
-1+

Grafen till sinusfunktionen
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Grafen till cosinusfunktionen

I graferna kan vi observera flera saker kanske tydligare &n i enhetscirkeln. Ndgra ex-
empel ar:

= Kurvorna for cosinus och sinus upprepar sig efter en vinkelandring pa 27, dvs.
det géller att cos(x + 271) = cosx och sin(x + 271) = sinx. I enhetscirkeln mot-
svarar 277 ett varv och efter ett helt varv dterkommer vinklar till samma lage pa
enhetscirkeln och har dérfér samma koordinater.

= Kurvan for tangens upprepar sig redan efter en vinkeldndring pa 7, dvs. tan(x +
7) = tanx. Tva vinklar som skiljer sig &t med 7 ligger pd samma linje genom
origo i enhetscirkeln och deras vinkellinjer har déarfoér samma riktningskoeffici-
ent.

= Forutom en fasforskjutning pa 7r/2 dr kurvorna for cosinus och sinus identiska,
dvs. cos x = sin(x + 71/2); mer om detta i nédsta avsnitt.

Graferna kan ocksd vara viktiga nar man undersoker trigonometriska ekvationer. Med
en enkel skiss kan man ofta fa en uppfattning om hur manga Iosningar en ekvation har,
och var losningarna finns.

Exempel 10

Hur manga l6sningar har ekvationen cos x = x?? (dir x mits i radianer)

Genom att rita upp grafernay = cos x och y = x? ser vi att kurvorna skir varandra
i tvd punkter. Det finns alltsa tva x-vdrden for vilka motsvarande y-véarden ar lika.
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Med andra ord har ekvationen tva losningar.

Rad for inlasning

Grund- och slutprov

Efter att du har last texten och arbetat med 6vningarna ska du gora grund- och
slutprovet for att bli godkdnd pa detta avsnitt. Du hittar lanken till proven i din
student lounge.

Tank pa att:
Har du last trigonometri, sa ska du inte vara radd for att anvdanda den i geo-
metriska problem. Det ger ofta en enklare 16sning.

Du kan behova lagga ner mycket tid pd att forstda hur man anviander en-
hetscirkeln for att definiera de trigonometriska funktionerna.

Ta for vana att rdkna med exakta trigonometriska varden. Det ger en bra
traning pa brakrakning och s smaningom i rakning med algebraiska rationella
uttryck.

Lastips
For dig som vill fordjupa dig ytterligare eller behdver en langre forklaring vill
vi tipsa om:

= Lids mer om trigonometri i Per Edstroms “Interaktiv Matematik”
(http://dooku.miun.se/per.edstrom/interaktiv_matematik/
trigonometri/cos_even.html)

= Lds mer om trigonometri pd engelska Wikipedia
(http://en.wikipedia.org/wiki/Trigonometric_function)

= Lds mer om enhetscirkeln pa engelska Wikipedia
(http://en.wikipedia.org/wiki/Unit_circle)
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Lanktips

= Experimentera med sinus och cosinus i enhetscirkeln
(http://www.math.kth.se/online/images/sinus_och_cosinus_i_
enhetscirkeln.swf)

» Experimentera med Euklidisk geometri
(http://www.math.psu.edu/dlittle/java/geometry/euclidean/
toolbox.html)
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4.2 Ovningar

Ovning 4.2:1

Bestdm ldngden av sidan som dr markerad med x uttryckt med hjélp av de trigono-
metriska funktionerna.

25
a) X b)
27° S
13 N . 32
x
C) 14 X d)
H 20°
40° 16
x
J 500
e) P 11 ) 19
35° ]
Ovning 4.2:2
Bestdm en trigonometrisk ekvation som vinkeln v uppfyller.
v
110
a) 2 b)
v
5
B
70
5
’Z] L
5
) d 3
7
] [4




60°

]

Ovning 4.2:3
Bestam
a) sin <— E)
2

77T
d i
) cos >

Ovning 4.2:4

Bestam

a) cos 1
6

d) tanrm

Ovning 4.2:5
Bestam
a) cos135°

Ovning 4.2:6

b)

b) cos2r

tan 225°

f)

<)

cos 330°

Bestdm langden av strdckan som dr markerad med x.

Ovning 4.2:7

600 450

f)

128

sin 97t

s (-7)

tan 3—n
4
5mr
tan (=)
d) tan495°

For att mata upp bredden av en dlv miter vi fran tvd punkter A och B lings den
ena raka stranden vinkeln till ett trdd C pa motsatt sida dlven. Hur bred &r dlven om
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matten i figuren géller?

Ovning 4.2:8

En stdng med langd ¢ 4r upphédngd i tva linor med ldngd a resp. b enligt figuren.
Linorna bildar vinklar « resp. f med vertikalen. Bestim en trigonometrisk ekvation
for vinkeln y som stangen bildar med vertikalen.

Ovning 4.2:9

Bilvdgen fran A till B bestdr av tre ratlinjiga delar AP, PQ och QB, vilka &ar 4,0 km,
12,0 km respektive 5,0km. De i figuren markerade vinklarna vid P och Q &r 30° re-
spektive 90°. Berdkna avstadndet fagelvdgen fran A till B. (Uppgiften d&r hamtad ur
Centrala provet i matematik, november 1976, men aningen modifierad.)

ch—oB

A
\ 30°

P
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4.3 Trigonometriska samband

Innehall:

= Trigonometriska ettan
» Formeln for dubbla och halva vinkeln
s Additions- och subtraktionsformlerna

Liarandemal:

Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

= Harleda trigonometriska samband frdn symmetrier i enhetscirkeln.

= Forenkla trigonometriska uttryck med hjilp av de trigonometriska sam-
banden.

Inledning

Det finns en mangd trigonometriska samband, med vilka man kan oversitta mellan
sinus-, cosinus- och tangensvirden for en vinkel eller multiplar av en vinkel. Dessa
brukar ocksd kallas trigonometriska identiteter, eftersom de endast &r olika satt att
beskriva ett och samma uttryck med hjdlp av olika trigonometriska funktioner. Har
kommer vi att beskriva ndgra av dessa trigonometriska samband. Det finns manga
fler dn vi kan behandla hér. De flesta kan héirledas utifrdn den s.k. trigonometriska
ettan och additionsformlerna (se nedan), vilka dr viktiga att kunna utantill.

Trigonometriska ettan

Y
Detta samband &r det mest grundlidggande, 1
men 4r i sjdlva verket ingenting annat dn Pyt-
hagoras sats, tillimpad i enhetscirkeln. Den rat- \
vinkliga triangeln till héger visar att <o SH\I v
>
Cos v

(sinv)? 4 (cosv)? =1,

2

vilket brukar skrivas sin?v + cos?v = 1.
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Symmetrier

Med hjilp av enhetscirkeln och spegling kan man tack vare de trigonometriska funk-
tionernas symmetrier hitta en stor médngd samband mellan cosinus och sinus.

7T .
cos(—v) = cosv cos( 5 —v) =sinov
: . (TT
sin(—v) = —sinv sin( 5 —v) = cosv
TT .
cos(m —v) = —cosv cos(v+ 5 ) = —sinv
, T
sin(7t —v) = sinv sin(v+ - ) =cosv

Istdllet for att forsoka ldra sig alla dessa samband utantill kan det vara béttre att lara
sig hdrleda dem i enhetscirkeln.

Spegling i x-axeln

Y
A
Nar en vinkel v speglas i x-axeln blir den —v.
Speglingen pédverkar inte x-koordinaten medan
v y-koordinaten byter tecken
-
NVRRY
N cos(—v) = cosv,
I sin(—v) = —sino.

A Vid spegling i y-axeln dndras vinkeln v till 77 —
v (spegelbilden bildar vinkeln v mot den nega-
tiva x-axeln).

v Speglingen pdverkar inte y-koordinaten medan
= x-koordinaten byter tecken
cos(7T —v) = —cos v,

sin(7r — v) = sino.
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Spegling i linjen y = x

Vinkeln v dndras till vinkeln 77 /2 — v (spegelbil-
den bildar vinkeln v mot den positiva y-axeln).

y Speglingen gor att x- och y-koordinaterna byter
plats

COS E_U = SImno.

. 7T
sin E — 0 ) = COS 0.

Vridning med vinkeln /2

Y En vridning 77/2 av vinkeln v betyder att vin-
keln blir v + 7t /2.

\ Vridningen gor att x-koordinaten blir ny
v y-koordinat och y-koordinaten blir ny x-
\ U koordinat fast med omvént tecken

7T .
Cos (v + E> = —sInv,

. 7T
sm(v + E) = COS 0.

Alternativt kan man fa fram dessa samband genom att spegla och/eller forskjuta gra-
ferna. Om man exempelvis vill ha ett samband dér cos v uttrycks med hjélp av sinus sa
kan man forskjuta grafen for cosinus sa att den passar med sinuskurvan. Detta kan go-
ras pa flera olika sitt, men mest naturligt faller det sig att skriva cos v = sin(v + 71/2).
For att undvika misstag kan man kontrollera att det staimmer for nagra olika varden
pav.

)
A
1
LY = COoST
sy =sinz
t » T
1 \></
|a——
/2

Kontroll: cos0 = sin(0+ 77/2) = 1.
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Additions- och subtraktionsformlerna och formler for
dubbla vinkeln

Ofta behover man behandla uttryck dér tva eller flera vinklar &r inblandade, t.ex.
sin(# 4+ v). Man behover da de s.k. additionsformlerna. For sinus och cosinus har form-
lerna utseendet

Om man vill veta sinus eller cosinus for dubbla vinkeln, dvs. sin 2v eller cos 2v, sa kan
man skriva uttrycken som sin(v + v) eller cos(v + v) och anvinda additionsformlerna
ovan och fa

sin2v = 2sinv cos v,

2 2

C0Ss 20 = c0Ss“v — sin“v.

Ur dessa samband kan vi sedan fa fram formler for halva vinkeln. Genom att byta ut
2v mot v, och foljdaktligen v mot v/2, i formeln f6r cos 2v fér vi att

CoSvV = coszg — sinzg.
Vill vi ha en formel for sin(v/2) s& anvander vi darefter den trigonometriska ettan for
att bli av med cos?(v/2)
X%

X% .~ 0
5~ sin?~ = 1 — 2sin?~

— 1 —si
COS U Sin 5 5

dvs.

. 20 1—cosv
sin“— = ———
2 2

P& motsvarande sitt kan vi med den trigonometriska ettan gora oss av med sin?(v/2).
Da far vi i stdllet



c0s2? — 1+ cosv
2 2

Rad for inlasning
Grund- och slutprov

Efter att du har last texten och arbetat med 6vningarna ska du gora grund- och
slutprovet for att bli godkdnd pd detta avsnitt. Du hittar lanken till proveni din
student lounge.

Tank pa att:
Enhetscirkeln &r ett ovarderligt hjalpmedel for att hitta trigonometriska sam-
band. Sddana finns det gott om och det &dr ingen idé att forsoka ldra sig alla
utantill. Det dr ocksd tidsddande att behova sld upp och leta fram dem hela
tiden. Darfor dr det mycket béttre att du lar dig anvanda enhetscirkeln.

Den allra mest kdnda trigonometriska formeln &r den s.k. trigonometriska
ettan. Den géller for alla vinklar, inte bara for spetsiga. Den hdnger ihop med
Pythagoras sats.

Lastips
For dig som vill fordjupa dig ytterligare eller behdver en langre forklaring vill
vi tipsa om:

= Lids mer om trigonometriska formler i Theducations gymnasielexikon
(http://www.theducation.se/kurser/umaprep/4_trigonometri/43_
trig_formler/432_addisionsformlerna/index.asp)

= L&ds mer om area-, sinus och cosinussatserna i Theducations gymnasielex-
ikon
(http://www.theducation.se/kurser/umaprep/4_trigonometri/43_
trig_formler/432_addisionsformlerna/index.asp)

= [ds mer om trigonometri i Bruno Kevius matematiska ordlista
(http://matmin.kevius.com/trigonometri.html)
Lanktips

= Experimentera med cosinus “1ddan”
(http://www.ies.co.jp/math/java/trig/cosbox/cosbox.html)

134
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4.3 Ovningar
Ovning 4.3:1

Bestdm de vinklar v mellan %T och 27t som uppfyller

a) cosv—cosz b) sinv = in % ) tanv =t 2
= G = sin - C ano = tan —
Ovning 4.3:2
Bestam de vinklar v mellan 0 och 77 som uppfyller
37 7
a) COSU = COS — b) cosv = cos —
2 5

Ovning 4.3:3
Antag att —g <v< g och att sinv = a. Uttryck med hjdlp av a

a) sin(—o) b) sin(m— )

. (T
C) Cosv d) sin (E — v)
T . (T

e) cos (5 + v) f) sin (5 + v)
Ovning 4.3:4
Antag att 0 < v < 71 och att cosv = b. Uttryck med hjilp av b

a) sinv b) sinv

c) sin2v d) cos2v

. s 7T

e) sin (v + Z> f) cos <U — 5)

Ovning 4.3:5

For en spetsig vinkel v i en triangel géller att sinv = - Bestdm cos v och tan v.

Ovning 4.3:6
N ) 3 3
a) Bestdm sinv och tanv om cosv = 1 och - < v <2rm.

. 3 . .
b) Bestdim cosv och tanv om sinv = — och v ligger i den andra kvadranten.

10
. . 3T
¢) Bestam sinv och cosv om tanv =3 och 7 <v < -
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(")vning 4.3:7
Bestdm sin (x +y) om
a) sinx = 3 siny = 3 och x, y ar vinklar i forsta kvadranten.
3
b) cosx = 5 cosy = s och x, y ar vinklar i forsta kvadranten.
Ovning 4.3:8
Visa f6ljande trigonometriska samband
2 sin? v
a) tan"v=_————
1 —sin“v
b) —tanv = ﬂ
COSs v 14 sino
9 tan u  sinu
2 1+4cosu
d) M =1—tanutanv
COS U COS
Ovning 4.3:9
Visa "Morries formel” .
cos20° - cos 40° - cos 80° = 3

(Ledtrdd: Anvand formeln f6r dubbla vinkeln pa sin 160°.)
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4.4 Trigonometriska ekvationer

Innehall:

= Trigonometriska grundekvationer
= Enklare trigonometriska ekvationer

Lirandemal:

Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

» Losa trigonometriska grundekvationer.
= [osa trigonometriska ekvationer som kan aterforas till ovanstdaende ekva-
tionstyp.

Grundekvationer

Trigonometriska ekvationer kan vara mycket komplicerade, men det finns ocksad manga
typer av trigonometriska ekvationer som man kan l6sa med ganska enkla metoder.
Har skall vi borja med att titta pd de mest grundlaggande trigonometriska ekvationer-
na, av typerna sinx = a, cosx = a och tanx = a.

Dessa ekvationer har i regel odandligt mdnga l6sningar, sdvida inte omstandighe-
terna begransar antalet mojliga 16sningar (t.ex. att man soker en spetsig vinkel).

Exempel 1

Los ekvationen sinx =

N —

Var uppgift 4r att bestimma alla vinklar som gor att sinus av vinkeln blir 1. Vi tar
hjalp av enhetscirkeln. Notera att vinkeln hér kallas x.
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I figuren har vi angivit de tva riktningar som ger punkter med y-koordinat 5 i
enhetscirkeln, dvs. vinklar med sinusvardet % Den forsta ar standardvinkeln 30° =
7t/ 6 och av symmetriskil bildar den andra vinkeln 30° mot den negativa x-axeln,
vilket gor att den vinkeln &dr 180° — 30° = 150° eller i radianer 7 — 77/6 = 57/6.
Detta dr de enda 16sningar till ekvationen sinx = % mellan 0 och 27t.

Vi kan dock lagga till ett godtyckligt antal varv till dessa tva vinklar och fortfa-
rande fd samma sinusvarde. Alla vinklar med sinusvarde % ar alltsa

7T
= — 2
X 6—|— nrt

57
= —+2
X G nrt

déar n dr ett godtyckligt heltal. Detta kallas for den fullstindiga 16sningen till ekva-

tionen.

Losningarna syns ocksa i figuren nedan dar grafen till y = sinx skar linjen

y=7

Yy
A
1 4
: N Z N g 2
n o7 1B 17r .
6 6 6 6 y =sinx
Exempel 2
Los ekvationen cos x = %
Vi tar dterigen hjilp av enhetscirkeln.
¥y =1 VY =1
y T2 y T2
n/3 |
h\ > X y, i L > X
—7t/3
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Vi vet att cosinus blir 1 for vinkeln 77/3. Den enda andra riktning i enhetscirkeln
som ger samma varde pa cosinus har vinkeln —7/3. Lagger vi till ett helt antal
varv till dessa vinklar far vi den fullstindiga 16sningen

x==xm/3+n-2m,

dér n ar ett godtyckligt heltal.

Exempel 3

Los ekvationen tan x = /3.

En 16sning till ekvationen &r standardvinkeln x = 77/3.

Om vi betraktar enhetscirkeln sd &dr tangens av en vinkel lika med riktningsko-
efficienten for den réta linje genom origo som bildar vinkeln x med den positiva
x-axeln.

y

Y
A lutning/3

’

lutning v/3

\71/3

» X

Darfor ser vi att 16sningarna till tanx = /3 upprepar sig varje halvt varv 7/3,
/3 + m, /3 4+ m+ 7 osv. Den fullstindiga 16sningen kan vi ddarmed fd fram
genom att utgd fran losningen 77/3 och lagga till eller dra ifrdn multiplar av 7,

x=7mn/3+n-7,

dér n dr ett godtyckligt heltal.

Nagra mer komplicerade ekvationer

Trigonometriska ekvationer kan se ut pd manga olika sétt, och det dr omojligt att har
ge en fullstindig genomgang av alla tdnkbara ekvationer. Men lat oss studera nagra
exempel, dir vi kan ha nytta av att vi kan l6sa grundekvationerna.

Vissa trigonometriska ekvationer kan forenklas genom att de skrivs om med hjilp
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av trigonometriska samband. Detta kan t.ex. leda till en andragradsekvation, som i
nedanstdende exempel dir man anvander att cos 2x = 2 cos?x — 1.

Exempel 4

Los ekvationen cos2x —4cosx +3 =0.

Omskrivning med hjilp av formeln cos 2x = 2 cos?x — 1 ger
(2cos’x —1) —4cosx+3 =0,
vilket kan forenklas till ekvationen (efter division med 2)
cos’x —2cosx +1=0.
Vénsterledet kan faktoriseras med kvadreringsregeln till

(cosx —1)% = 0.

Denna ekvation kan bara vara uppfylld om cos x = 1. Grundekvationen cosx = 1
kan vi 18sa pa det vanliga séttet och den fullstindiga 16sningen &r

X =2nm (n godtyckligt heltal).

Exempel 5
Los ekvationen % sinx + 1 — cos? x = 0.
Enligt den trigonometriska ettan ar sin®x + cos’x = 1, dvs. 1 — cos’x = sin’x.

Ekvationen kan alltsa skrivas

% sin x + sinx = 0.

Genom att nu bryta ut en faktor sin x far vi
sinx - (3 +sinx) =0.

Frén denna faktoriserade form av ekvationen ser vi att 1dsningarna antingen maste
uppfyllasinx = Oeller sinx = — %, vilka dr tvd vanliga grundekvationer pa formen
sin x = a och kan l6sas som i exempel 1. Losningarna blir till slut

X =nm
x =-—m/6+2nm (n godtyckligt heltal).
x =7m/6+2nm




141

Exempel 6

Los ekvationen sin2x = 4 cos x.

Genom omskrivning med formeln f6r dubbla vinkeln blir ekvationen
2sinx cosx —4cosx = 0.
Vi delar bada led med 2 och bryter ut en faktor cos x, vilket ger
cosx - (sinx —2) =0.

Eftersom produkten i vénsterledet bara kan bli noll genom att en faktor &r noll, s&
kan ekvationen delas upp i grundekvationerna

m cosx =0,
" sinx = 2.
Men sin x kan aldrig bli storre dn 1, sd ekvationen sin x = 2 saknar 16sningar. D

aterstdr bara cosx = 0, vilken med hjélp av enhetscirkeln ger den fullstindiga
16sningen x = 71/2 + nm.

Exempel 7

Los ekvationen 4sin?x —4cosx = 1.
Med den trigonometriska ettan kan sin?x bytas ut mot 1 — cos?x. D4 far vi
4(1 — cos®x) —4cosx =1,
4 — 4cos’x —4Acosx = 1,
—4cos’x —4cosx+4—1= 0,
cos?x + cos x — % = 0.
Detta dr en andragradsekvation i cos x, som har 16sningarna
— _3 _1
cosx = —5 och cosx = 3.

Eftersom vérdet av cos x ligger mellan —1 och 1 kan ekvationen cosx = —S—’ inte
ha ndgra l6sningar. D& aterstar bara grundekvationen

cosx = %,

som loses enligt exempel 2.




Rad for inldsning

Grund- och slutprov

Efter att du har last texten och arbetat med 6vningarna ska du gora grund- och
slutprovet for att bli godkadnd pa detta avsnitt. Du hittar lanken till proven i din
student lounge.

Tank pa att:
Det dar bra om man lar sig de vanliga trigonometriska formlerna (identiteter-
na) och 6var upp en viss vana pa att forenkla och manipulera trigonometriska
uttryck.

Det ar viktigt att man lar sig de grundldggande ekvationerna, av typen
sinx = a, cosx = a eller tanx = a (dar a ar ett reellt tal). Det dr ocksa vik-
tigt att man vet att dessa ekvationer typiskt har odandligt manga 16sningar.

Lastips
For dig som vill fordjupa dig ytterligare eller behover en langre forklaring vill
vi tipsa om:

= Lis mer om trigonometriska ekvationer i Theducations gymnasielexikon
(http://www.theducation.se/kurser/umaprep/4_trigonometri/44_
trig_ekvationer/index.asp)

= Trdna pa trigonometriska rakneexempel i Theducations gymnasielexikon
(http://www.theducation.se/kurser/umaprep/4_trigonometri/44_
trig_ekvationer/445_typ_asinx/index.asp)

Lanktips

= Experimentera med grafen y = asinb(x —c)
(http://www.ies.co.jp/math/java/trig/ABCsinX/ABCsinX.html)

= Experimentera med derivatan av sin x
(http://www.theducation.se/kurser/experiment/gyma/applets/ex45_
derivatasinus/Ex45Applet.html)

142
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4.4 Ovningar

Ovning 4.4:1

For vilka vinklar v, dar 0 < v < 27, géller att
a) sinv= b) cosv—1

2 2
¢) sinv=1 d) tanv=1
e) cosv=2 f) sinv=-—=
) tanv = — L

i V3

Ovning 4.4:2

Los ekvationen

3 1
a) sinng b) cosx = 5 c) sinx=0
d) sinbx = L e) sinbx = E f)  cos3x = _
V2 2 2
Ovning 4.4:3
Los ekvationen
a) Ccosx = cos T b) sinx = sin i
6 5
c) sin(x +40°) = sin65° d) sin3x =sin15°

(")vning 4.4:4

Bestdm de vinklar v i intervallet 0° < v < 360° som uppfyller cos(2v + 10°) =
cos 110°.

Ovning 4.4:5

Los ekvationen
a) sin3x =sinx b) tanx = tan4x

c¢) cosbx = cos(x+ 7t/5)

Ovning 4.4:6

Los ekvationen
a) sinx-cos3x =2sinx b) V/2sinxcosx = cosx

c) sin2x = —sinx



(")vning 4.4:7
Los ekvationen
a) 2sinx+sinx =1 b)

c) cos3x = sin4x

Ovning 4.4:8
Los ekvationen
a) sin2x = v/2cosx b)
1
) =1—tanx

cos? x

2sin?x —3cosx =0

sinx = \/§cosx

144



145

5.1 Skriva matematiska formler i KXIEX

Innehall:

= Matematiska formler i IXIEX

Lirandemal:

Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

= Skriva formler i I&TEX
= Undvika vanliga misstag ndr man kodar matematik i IXIEX

For att effektivt kunna skriva matematik via datorn i den individuella uppgiften och
gruppuppgiften sa behover du koda matematiken med hjalp av IXTEX. I detta avsnitt
kommer du fa lara dig grunderna i att konstruera IXTgX-kod for att skriva matematiska
formler.

Att skriva enkla uttryck i BTEX

For att markera starten for den matematiska formateringen anvands taggen <math>.
For att avsluta den matematiska formateringen anviands taggen </math>. Till exempel
skrivs formeln a + b som <math>a+b</math>.

Enkla matematiska uttryck skrivs pd ett rattframt satt.

Exempel 1
a) 142-—3 skrivs <math>1+2-3</math>

b) 5/2 skrivs <math>5/2</math>
¢) 4/(2+x) skrivs <math>4/(2+x)</math>

d) 4<5 skrivs <math>4 < 5</math>

Néar du behover anvianda symboler som inte &r tillgdngliga pa ett tangentbord eller
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konstruera avancerade formler behéver du anvidnda dig av specialkommandon. Kom-
mandona startar alltid med ett omvéant snedstreck, t.ex. \1e som dr kommandot for <.
I tabellen nedan har vi listat de vanligaste anvdnda matematiska kommandona i

IATiX.

Enkla raknesatt

Jamforelsetecken

Potenser och rotter

Index

Logaritmer

Trigonometri

Exempel

a+b
a—>b
atb
a-b
a/b

—~
Q S N
SN—

a=
a#b
a<b
a<b
a>b
a>b

VX
x
Xn
lg x
In x
log x
log, x
30°
Cos X

sin x

IATEX-kod

atb
a-b
a\pm b
a\cdot b
a/b
\frac{1}{2}

\dfrac{a}{b}

(a)

a=b
a\ne b
a< b
al\le b
a>b
a\ge b
x~{n}
\sqrt{x}
\sqrt [n]{x}
x_{n}
\lg x
\1n x
\log x
\log_{a} x
30~{\circ}
\cos x

\sin x

Kommentar

Litet byggt brak
Stort byggt brak

Skalbara parenteser:
\left(...\right)

Alternativt: a\not=b

Obs. mellanslag efter ”<”
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tan x \tan x

cotx \cot x
Pilar = \Rightarrow
= \Leftarrow

< \Leftrightarrow
Diverse symboler T \pi

«, 6,0, \alpha, \beta, \theta, \varphi

Exempel 2
a) 1£3-5 skrivs <math>1\pm 3\cdot 5</math>

b) %y # x <z skrivs <math>\frac{1}{2}y\ne x\le z</math>
C) 213\/§—|—lny skrivs <math>2~{13}\sqrt{3}+\1n y</math>

d) tan30° + cotrr skrivs <math>\tan 30~{\circ}+\cot\pi</math>

Att skriva komplicerade uttryck

Genom att kombinera enkla uttryck kan vi skriva mer komplexa uttryck.

Exempel 3
a) Vx+2 skrivs <math>\sqrt{x+2}</math>

b) (a?)® =a® skrivs <math>(a~2)"3=a"6</math>
Q) 22*  skrivs <math>2~{2~2}</math>

d) siny/x skrivs <math>\sin\sqrt{x}</math>

Exempel 4
a) +/x++/x skrivs <math>\sqrt{x+\sqrt{x}}</math>




b)

d)

=
—_
N
I
|
|
N
N

skrivs <math>\dfrac{x-x~2}{\sqrt{3}}</math>
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skrivs <math>\dfrac{x}{x+\dfrac{1}{x}}</math>

2
) —q  skrivs <math>x_{1,2}=-\dfrac{p}{2}
\pm\sqrt{\left (\dfrac{p}t{2}\right) ~2-q}</math>

Vanliga misstag

Ett av de vanligaste misstagen ndr man skriver matematik i denna speciella syntax &r

att glomma starttaggen <math> och sluttaggen </math>.

Glom inte heller att starta kommandon med omviént snedstreck (\) och att lagga till
ett mellanslag efter kommandon (om de inte direkt f6ljs av ytterligare ett kommando).
Ett annat vanligt fel dr att anvdnda en asterisk () istdllet for multiplikationsteck-
net - (\cdot i I&TRX).

b)

Exempel 5

Glom inte omvant
snedstreck (\)

Kom ihdg mellanslag
efter ett kommando

Skriv

Skriv inte
multiplikation med
asterisk

Skriv
Multiplikationstecken

skrivs normalt inte ut
mellan variabler

Skriv

IATEX

sin X

\sinx

\sin x

4%3

4\cdot 3

a\cdot b

ab

Resultat

sinx

Error

sin x

4%x3

4-3

a-b

ab
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Exponenter och index

For att skriva en exponent anvander du - foljt av exponenten och for att skriva in-
dex anvédnder du _ f6ljt av indexet. Om exponenten eller indexet bestdr av fler 4n en
symbol maste det inneslutas med klammerparenteser (dven kallade mdsvingar eller
krullparenteser) {}.

En speciell typ av exponent dr gradtecknet (°). Det skrivs ~{\circ}.

Exempel 6
ETEX Resultat
a) Utelamna inte ~ a2 a2
Skriv a2 a?
b) Uteldmna inte _ x1 x1
Skriv x_1 X1
c) Glom inte a~22 a?2
klammerparenteser
Skriv a~{22} a??
d) Anvand inte “0” som 30~{o} 30°
gradtecken
Anvind inte ”0” som 30~{0} 300
gradtecken
Skriv 30~{\circ} 30°
Parenteser

4 (/I

I mer komplexa uttryck ar det viktigt att se till att varje vansterparentes ” (” balanseras
av en motsvarande hogerparentes ”)”.

En parentes som avgrénsar ett stort uttryck ska vara lika stor som uttrycket. For att
astadkomma detta anvédnder vi prefix framfér parenteserna. Vid vinsterparentesen
skriver du \left framfor och vid hogerparentesen \right. Da kommer du fa ett par
skalbara parenteser som anpassar sin hojd efter uttryckets storlek.

Notera att klammerparenteser {} och inte vanliga parenteser () anvands for att

avgransa argument till kommandon.
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Exempel 7
EIEX Resultat
a) Var noga med antalet (1-(1-x) (1-(1-x)
parenteser
Skriv (1-(1-x)) (1-—(1—x))
b) Lat parenteserna vara (\dfrac{a}{b}+c) (% +c)
lika stora som uttrycket
. a
Skriv \left (\dfrac{a}{b}+c\right) (E + c)
¢) Vanliga parenteser \frac(1) (2) %)(2)
avgransar inte
argument
Skriv \frac{1}{2} :
d) Vanliga parenteser \sqrt (a+b) V(a+Db)
avgransar inte
argument
Undvik onodiga \sqgrt{(a+b)} (a+D)
parenteser
Skriv \sqrt{a+b} va+b
Brik

En tumregel dr att brak dar ndmnare och téljare innehaller endast ett fatal siffror ska
skrivas som sma brak (\frac) , medan andra brak ska vara stora (\dfrac).

Om en exponent eller index innehaller ett brak bor braket skrivas med snedstreck
(t.ex. 5/2 istallet for %) for att 0ka lasbarheten.
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Exempel 8
EIEX Resultat
. . o 1
a) Sifferbrdk skrivs inte \dfrac{1}{2} 5
stora
Skriv \frac{1}{2} 3

(Undantag: Om brdket star bredvid ett stort uttryck sa bor du skriva braket
som ett stort brak.)

b) Bokstavsbrak skrivs \frac{a}{b} b
inte sma
Skriv \dfrac{a}{b} g
) Komplicerade brak \frac{\sqrt{3}}{2} VA

skrivs inte smé

Skriv \dfrac{\sqrt{3}}{2} ?
d) Ingabyggda brak i a~{\frac{1}{2}} a?

exponenter

Skriv a~{1/2} q1/2

Rad for inlasningen

Ett rdd ar att testa att skriva matematiska formler i forumet och i wikin som
tillhor din individuella uppgift.

Lanktips

= En mer utforlig lista av matematikkommandon i IXIEX finns pa Wi-
kipedias hjdlpsidor (http://en.wikipedia.org/wiki/Help:Displaying_
a_formula)
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= Mer ingdende information om I£TEX matematik kan hittas i ett kapitel av
boken The KIEX Companion (http://www.cism.it/cism/volconts/ch8.
pdf) och en text av Herbert Voss (http://www.tex.ac.uk/tex-archive/
info/math/voss/mathmode/Mathmode . pdf).

® Vill du veta mer om KIEX kan du besoka dessa webbsidor: Wiki-
pedia (http://en.wikipedia.org/wiki/LaTeX), The not so Short In-
troduction to IATEX (http://www.ctan.org/tex-archive/info/lshort/
english/1lshort.pdf) och KXIEX Wikibook (http://en.wikibooks.org/
wiki/LaTeX).

= Den implementation av IATEX matematik som anvands i wikin pa nétet &ar
jsMath (http://www.math.union.edu/~dpvc/jsMath).
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5.1 Ovningar

Ovning 5.1:1

Skriv foljande formler i IXTEX
a) 2—-3+4+4
¢ —-5—(-3)=-5+43

Ovning 5.1:2

Skriv foljande formler i IXTEX
a) 3-4+4
c) 4-3">n

Ovning 5.1:3

Skriv foljande formler i IXTEX
x+1 1

Ovning 5.1:4
Skriv foljande formler i IXTEX

a) sin®x + cosx

C cot2x =
) tan 2x

Ovning 5.1:5
Skriv foljande formler i IXTEX

a) V4+x2
9 V=13

Ovning 5.1:6
Skriv foljande formler i IXTEX
a) In(4-3)=In4+1In3
In4

C) 10g2 4 = m

b)
d)

b)
d)

b)

d)

b)

d)

b)

d)

b)

d)

5/24+1>5/(2+1)

4x% — \/x

3—(5-2)=—(-3+5-2)

(g—l)ﬂ—x)

37
COS U = COS -

tanu _ sinu
2  1+cosu

Vxty # Vx+y
(v3) V2t vz

In(4 —3) #In4 —1In3

olog,4 — 4
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Ovning 5.1:7

Korrigera foljande matematiska kod skriven i IXTEX
a) 4 {\frac{3}{4}}(1-(3-4)
b) 2#sqrt(a+b)
c¢) cotx = \dfrac{1}{2}Sin 20~{o}
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5.2 Matematisk text

Innehall:

= Regler kring formatering av matematiska text
» Goda rad infor skrivandet av en 16sning
= Vanliga fel

Lirandemal:

Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

®» Presentera en matematisk text
= Forklara tankegdngen bakom en 16sning

Goda rad

Forklara din 16sning

Det viktigaste radet &r:
Forklara din 16sning.

Losningen ska inte bara vara en redovisning av vilka formler som du anvént, utan
ocksa en beskrivning av hur du har tankt. Anvand ord till detta! For att fa ratt niva pa
16sningen: tank dig att du forklarar 16sningen for en klasskompis som har lite svart att
hinga med i alla steg. Du ska alltsa inte férklara minsta lilla rakneoperation men inte
heller hoppa 6ver viktiga steg.

Lyder du bara radet ovan sa har du gjort 80% av vad som krévs for att skriva en
fullgod 16sning.

Skriv god svenska

Aven om detta inte dr en inlimningsuppgift i svenska och att det sjélvklart dr det mate-
matiska innehdllet som &r viktigast sa ska du tdnka pa saker som stavfel, grammatiska
fel osv. Om din 16sning har alltfér manga sprakliga fel forsamrar det kommunikatio-
nen med ldsaren och paverka dven losningens trovardighet.
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Renskriv 16sningen

Efter att du 16st uppgiften bor du skriva om 16sningen pd nytt. Dd kan du béttre kon-
centrera dig pd hur du presenterar din tankegdng och kanske dven forbattra din ur-
sprungliga 16sning. Ett tips dr att be ndgon annan ldsa din 16sning for att upptiacka
oklarheter. Det &r bra att skjuta upp presentationsfasen till senare sd att ndr du 16-
ser uppgiften forsta gangen kan arbeta friare och behover inte binda upp dig vid ett
bestamt satt att losa uppgiften pa.

Nar du skriver in 18sningen, gor det som text och inte som skdrmdumpar fran din
ordbehandlare. Visserligen kan det vara enklare att skriva 16sningen pa din egen dator
i favoritprogrammet, men tank pa att 16sningen i nésta fas ska inga i ett grupparbete
och da &r det viktigt att 16sningen gar att redigera av alla.

Ett tydligt svar

Skriv ett tydligt svar pa slutet. Detta dr speciellt viktigt om l6sningen &r ldng och svaret
finns utspritt i texten. Det finns dock uppgifter dar sjdlva 16sningen ar svaret (t.ex.
"Visa att...”) och da behovs forstds inget separat svar pa slutet. Férenkla ocksd svaret
sa langt som mojligt.

Exempel 1
a) /8 forenklas till 2v/2.

b) sin?x + cos?x + 2sin2x forenklas till 1 + 2sin2x.

4
Q0 x= {;ﬁ /41”:” (n heltal) forenklas till x = 7z/4 +nm/2 (n heltal).

Prova och kontrollera delsteg och svar

Ibland ndr man loser vissa ekvationer dyker det upp s.k. falska rotter som en kon-
sekvens av det losningssdtt som man anvant. I dessa fall, forklara varfor eventuella
falska rotter kan finnas och prova losningarna for att se vilka som &r riktiga l6sningar
och vilka som é&r falska rotter.

En annan sak att se upp med &r uteblivna l6sningar. T.ex. om en faktor i bdda led
i en ekvation forkortas bort sa riskerar losningarna som ges av néar faktorn &dr noll att
forsvinna.
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Exempel 2
Om du Ioser ekvationen 2x? — 5x = 0 genom att forst flytta 5x till hogerledet,
2x% = 5x,

och forkorta bort x i bada led,
2x =5,

sa forlorar du losningen x = 0.
Om du istéllet faktoriserar vansterledet,

x(2x —5) =0,

sd kan du avldsa bdda losningarna: x = 0 och 2x —5 = 0 (dvs. x = %).
Las mer om faktorisering i 16sningsforslaget till 6vning 2.1:3.

En viktig del av uppgiften dr att fundera ut metoder for att i rimlig utstrackning kon-
trollera svaret. Till exempel, stoppa in 16sningen i ekvationen och forvissa sig om att
det verkligen &r en 16sning eftersom man kan ju ha riknat fel (férvéaxla dock inte detta
med provningen av falska rotter). Detta kan man ocksd gora for delsvar i en 16sning.

En annan sak &r att bedoma om svaret &r rimligt. Stoppa in védrden pa vissa pa-
rametrar och se att man far ritt svar (vad hdander om a = 0, a = 1 eller a gar mot
odandligheten?).

Rita tydliga figurer

En figur kan ofta forklara infoérda beteckningar béttre dn text, sd anvand gérna figurer.
Téank dock pa att rita dem tydliga och 6verlasta inte en figur med alltfér manga detal-
jer. Det kan vara battre att ha flera ndstan likadana figurer som var och en illustrerar
en sak dn en stor kombinationsfigur som ska forklara allt.

Behandla formler som en del av texten

Det ar viktigt att du skriver din l6sning pa ett sdtt som gor det enkelt for andra att
folja med i resonemangen. Nedan presenterar vi ndgra exempel pa hur man ska och
inte ska framstilla texten ndr man anviander formler i sin 16sning.

Goda rad kring formler och text

= Skriv forklarande text pd raden innan en fristdende formel
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» Tank pa hur du skriver ut punkt och komma

m Skriv fristdende formler ndgot indragna (eller centrerade)

Formler bor inte ses som ndgot som hédngs pa texten (eller tvdart om) utan bade text
och formler ska integreras samman i ett linjart flode. Skriv darfor inte forklarande text
inom parenteser efter formler utan istillet pd raden innan.

Skriv inte

formel (text text text text text text ... )
formel (text text text text text text ... )

Skriv istillet

Text text text text ...
formel.
Text text text text ...

formel.

Formler kan antingen skrivas inne i den lopande texten eller fristdende. Nar form-
ler skrivs fristdende hamnar de pa en egen rad och antingen centrerade eller nagot
indragna.

Skriv

... text text text text.

Text text text

text text text text text text ...

(Notera hur indragningen framhéver bade den forklarande texten och formeln.)

Ett vanligt fel dr att anvanda kolon framfor alla fristdende formler.
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Skriv inte

...vilket ger att:
formel
Nasta steg ar. ..

(Observera att det ocksa behovs en punkt efter formeln ovan.)

Eftersom en formel ska vara en del av texten sa ingar den som en del av meningen.
Téank dérfor pa hur du anvénder skiljetecken. Exempelvis, glom inte att sédtta ut en
punkt efter en formel om den avslutar en mening.

Skriv

...och déarfor ar
formel
Nasta steg ar. ..

(Notera punkten efter formeln.)

Ett ofog &r att i en 16sning anvdnda overdriven numrering, t.ex. sitta ut en siffra fram-
for varje enskilt steg (numrering bor anviandas vid en ren uppriakning). De extra siff-
rorna tillfér ofta inget utan blir mest distraherande. Man behover séllan referera till-
baka till enskilda steg, och behdver man det kan man ofta skriva exempelvis "nér vi
kvadrerade ekvationen” osv.

Skriv inte

3. text text text text text text text text ...
formel

4. text text text text text text text text ...

Ibland vill man referera tillbaka till en viss fristdende formel och da kan man numrera
den med en siffra (eller stjarna) inom parenteser i hoger eller vanster marginal.

Skriv

... text text text text text text text text
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formel.
Text text text text text text text text
formel.

Text text text text text text text text...

Vanliga fel

Var noggrann med pilar och likheter

Det é&r skillnad mellan = (implikation), < (ekvivalens) och = (lika med). Mellan tva
ekvationer som man pa forhand vet har samma losningar anvéands ekvivalenspilen <
for att signalera detta.

Om vi ddremot skriver “ekvation 1 = ekvation 2” sa betyder det att alla I6sningar
som ekvation 1 har har ocksa ekvation 2, men ekvation 2 kan dessutom ha fler 10s-
ningar.

Exempel 3
a) x+5=3 & x=-2

b) ¥»—4x—-1=0 < (x—22-5=0

0 Vx=x-2 = x=(x-2)°

Ofta skriver man inte ut < mellan tva rader som direkt foljer efter varandra eftersom
ekvivalensen da dr underforstddd. Manga ganger &r det ocksa béttre att anvanda for-
klarande text istéllet for pilar mellan olika steg i 16sningen. Anvand inte implikations-
pilen = som en allmén fortsédttningssymbol (i betydelsen “sedan har vi”).

Likhetstecknet (=) anvédnds i tvd betydelser, dels mellan saker som &r identiskt lika,
tex. (x —2)% = x? — 4x + 4 som giller for alla x, dels i ekvationer dir bada led ar lika
for vissa x, exempelvis (x — 2)? = 4 som bara giller for x = 0 eller x = 4. Du ska inte
blanda dessa tva olika anvdndningar av samma tecken.

Exempel 4

Skriv inte
X —2x+1=(x—-1)>%=4
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nar du loser ekvationen x2 — 2x + 1 = 4, eftersom det da lamnar 6ppet for miss-
tolkningar.
Skriv hellre
P-2x+1=4 & (x—1>% =4

(Det finns ocksa en tredje anvandning av likhetstecknet som forekommer ndr man
definierar ett uttryck eller t.ex. en operation.)

Enkelpilen (—) anvédnds i matematiken oftast vid olika typer av gransvarden; a —
oo betyder att a vaxer obegransat (gar mot odndligheten). Du kommer troligtvis inte
behova anvdnda enkelpilen i denna kurs.

Slarva inte med parenteser

Eftersom multiplikation och division har hogre prioritet dn addition och subtraktion
ar det nodvandigt att stoppa in parenteser om man vill att additionen/subtraktionen
ska utforas forst. Eftersom vi har denna regel sa ska du inte heller ha med onddiga
parenteser.

Exempel 5

a) Skriv inte 1+ x/cos x nir du egentligen menar (1 + x)/cos x.

b) Skriv inte 1+ (1/sin x) nér detta battre skrivs som 1+ 1/sinx (dven om det
torra skrivsattet, formellt sett, inte dr felaktigt).

I bokstavsuttryck utelamnar man ofta multiplikationstecknet. Exempelvis skriver man
ndstan aldrig 4 - x - y - z utan 4xyz. Detta utelaimnade multiplikationstecken binder ihop
uttryck hdrdare &n multiplikation och division (men inte upphdjt till). Nar du dérfor
skriver 1/2R sé betyder det 1/(2R) och inte (1/2)R. Eftersom detta kan vara en killa
till missforstand sd dr det inte helt ovanligt att man skriver ut parenteserna i bada
situationerna (dven om de strikt sett bara dr nddvandiga i det ena uttrycket).

Argument till de vanliga elementdra funktionerna skriver man utan parenteser.
Darfor ska du inte skriva

cos(x), sin(x), tan(x), cot(x), lg(x) och In(x)
utan
cosx, sinx, tanx, cotx, Igx och Inux.

Det dr t.o.m. sd att man skriver cos2x och inte cos(2x) (eftersom 2x &r ett tétt ihop-
satt uttryck), men ddremot &r parenteserna nodviandiga ndr man skriver sin(x + y),
sin(x/2), sin(—x) eller (sin x)? (som du, alternativt, kan skriva som sin’x).
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Rad for inlasningen

Las gdrna avsnittet bade innan och efter att du skriver 16sningen till din inlam-
ningsuppgift.

Lanktips

» En videokurs i hur man skriver matematik av Donald Knuth (http:
//scpd.stanford.edu/knuth/index. jsp). Kompendiet som hor till
kursen finns tillgangligt i kdllform (http://www-cs-faculty.stanford.
edu/"knuth/papers/mathwriting.tex.gz) eller i utdrag fran Google
books (http://books.google.com/books?id=dD0ehHMbUMcC&printsec=
frontcover&dg=inauthor:Donald+inauthor:Ervin+inauthor:
Knuth&lr=&ei=JbN1SZfvFZysMqPPhM8M&h1l=sv#PPP9,M1).
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5.2 Ovningar
Ovning 5.2:1

Vilken av pilarna =, <= eller < ska séttas in mellan f6ljande ekvationer? (Istdllet for
fragetecknen)

a) tanx(sinx+1)=tanx ? sinx+1=1

b) Vx—-1=x+1 ? x—1=(x+1)?

00 x¥*—6x+1=0 ? (x—3)2-9+1=0

(")vning 5.2:2

Kritisera foljande utdrag ur en students 16sning

Till att bidrja med visas att Monikas (den fiktiva personens) rakning ar
korrekt ner till sista steget dar hon gjort fel,

Sx 1
cosxtban
~y

2 tanx + cot2x

WLs namnare multiplicerat till bada led.

3x, .
cosxtan—I(tanx + cotZ2x) =1

A

Ovning 5.2:3

Kritisera foljande utdrag ur en students 16sning

- (sin4x + sin2x) - cosx* +

3=
b3

. , . , . q =
- (sin4x + sin 2x)sinx® — sin2x - sinx® = 2

-—-Mu lan vi faktorisera parenteserna da dom &r likadana till

1 1 . o .= . . .
(= sindx + = sinZx) - (cosx® 4+ sinx®) och i och med trigonometriska ettan

& 4

far vi (cosx® + sinx®) = 1 s3 d3 ser ekvationen ut s3 har:

- (sin4x + sin2x) — sin 2x - sinx® =

W= | L

(SR
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Ovning 5.2:4

Kritisera foljande utdrag ur en students 16sning

hade lite brattom nar jag gjorde uppgiften forsta gangen... har ar den
uppdaterade versionen:

3.2 =4.v0

3.2% = 22.4y/2

3.2* =22, 3%,x # 0 (x = 0 &r 4nd3 ingen rot till ekvationen)
utbrytning av @ ur potensen ur WL och 2 ur HL

(3t.2p = (2.3ip

Ovning 5.2:5

Kritisera foljande utdrag ur en students 16sning

Multiplicera bada led med 1-3tanzx:

sinix) , 3sinix) |

tan(x)(3tan(x) — tan®(x) + 2sin®(x) — 2sin(x)3tan®(x) = 0 <=> r;us(x]ll: cos(x)

Firkorta med sin®(x)

i L

3 sin®(x) 4+ o_gsn (%)

coss(x)  cos(x) cos=(x)
Ovning 5.2:6

Kritisera foljande utdrag ur en students 16sning
Komplettera var det. Jag antar att jag ska uppdatera i fénstret med
gruppens lésning.
Min ursprungliga lésning var:
Problemet &r allts3
Sinx + Cosx = \/5* SinZx

Trigonometri har n&stan lika manga formler som det &r stjdrnor pa himlen s3
man kan plotta ett par linjer for att f3 ett grep pa vad man letar efter.
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Ovning 5.2:7

Kritisera foljande utdrag ur en students 16sning

Ska vi nu lésa ut x ur sin2x byter vi ut 2x mot V. P3 en enhetscirkel kan
T
man se att nar V' = 5 blirsinV =1

Har maste vi komma ihdg att vi kan |3gga till hur manga hela varv som helst
till g och endast f3 samma svar!

alitsa: V = %+2ﬂ*n

Ovning 5.2:8

Kritisera foljande utdrag ur en students 16sning

2 2 2
1.cos x+ cos 2x + cos 3x =

[N

Med formeln for dubbla vinkeln cos2x = 2 COSZ x — 1 fdr man att

2 cos2x 4+ 1 2 cosBx+ 1
CDs x = ?DCHCOS 3x = T

Insdttning i 1 ger:

cosBx + 1 _

9 EOS2X+ 1. ooyt — - g
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Ovning 5.2:9

Kritisera foljande utdrag ur en students 16sning

cosx tan(3x/2) = 1/(tanx + cotZx)
Jag byter ut tan och cot mot deras motsvarigheter | cossinus och sinus.
cosx # (sin(3x/2)/ cos(3x/2)) = 1/((sinx/cosx) + (cos2x/sin2x) — — >

cosx # (sin(3x/2)/ cos(3x/2)) # ((sinx/cosx) + (cos 2x/sin2x)) = 1
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Facit till 6vningsuppgifter

Numerisk rakning

111 a) =7 b)1 ¢ 11 d) 1

112 a) 0 b) -1 ¢) =25 d) —19

1.1:3 a) naturlig, heltal, rationell
b) heltal, rationell
¢) naturlig, heltal, rationell
d) heltal, rationell
e) heltal, rationell
f) naturlig, heltal, rationell

1.1:4 a) rationell
b) naturlig, heltal, rationell
¢) irrationell
d) naturlig, heltal, rationell
e) irrationell
f) irrationell

115 a) 3<3<2<}
b) —3<-t<—-3<-1
) 3<5<3<§<3

1.1:6 a) 1,167 b) 2,250 c¢) 0,286
d) 1,414

: : 314 _ 157
1.1:7 a) rationellt, 155 = 57

b) rationellt, % — _20;3731

c) rationellt, %
d) irrationellt
121 a) 33 b) & o —% d) &
e) g—i
1.2:22 a) 30 b) 8 ¢) 84 d) 225
12:3 a) 155 b) 55

124 a) & b) 2 o

D=

125 a) 1 b) -5 o) &

.. 152
12:6 12

1.3:1
1.3:2
1.3:3

1.3:4
1.3:5

1.3:6

a) 72 b) 3 ¢ —125 d) ¥
a) 2° b) 272 ¢) 20

a) 371 b) 3 )3t d)33
e) 373

a)4 b)3 o625 d)16 e) ks

a)2 b) i ¢ 27 d) 2209 e) 9
f) £

a) 256'/3 > 2001/3

b) 0,473 > 053

c) 0,2°>0,27

d) (51/3)* > 4001/

e) 1251/2 > 6251/3

f) 340 - 256

Algebra

2.1:1

2.1:2

2.1:3

2.1:4

a) 3x% —3x

b) xy + x%y — x3y

o) —4x? + x%y?

d) x3]/ _ ny + x3y2
e) x> —14x +49

f) 16y + 40y + 25

g) 9x° —6x°y* +y*
h) 9x10 + 308 4 25x6

a) —5x>+20 b) 10x —11 c¢) 54x
d) 8128 —16 e) 242+ 2b2

a) (x+6)(x—6)

b) 5(x+2)(x —2)

) (x+3)?

d) (x50

e) —2x(x+3)(x—3)
f) (4x+1)2

a) 5 framfor x2, 3 framfor x
b) 2 framfor x?, 1 framfor x



2.1:5

2.1:6

2.1:7

¢) 6 framfor x?, 2 framfor x

1 1
b) —
) y(y+2)

2(y+2)
c) 3(x—2)(x—1) d) i

a)

1—x

—x+12
(x —2)(x+3)
b a(a+Db)

) a(a—Db) ) 4b

a) 2y b)

a) 1
(x+3)(x+5)
- xr 4 x—1

b) x2(x—1)
ax(a+1—x)
LN PR
218 a * ) 2x=3)

2.2:1

2.2:2

2.2:3

2.2:4

2.2:5

2.2:6

) (x+3)(x+1) b x
x—+2
) 2x+3

a)x=1 b)x=6 c)x:—%

_ 13
d) X——§

a) x=1 b)ng ) x=2
d) x=-2

a) x=9 b)x:% c)xzfé
d)x:%

a) 2x+y=3 b) y=—3x+3
a) y=-3x+9 b) y=-3x+1
c) y=3x+5 d)yz—%x+5

e)kz%

a) (—32,0) b) (0,5) ¢ (0,—%)

22:7 a)

b)

2.2:8 a)

b)

»
L
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y 23:7 a) 1 b) —% ¢) saknar max
A
\ y
A
) d x
2.3:8 a)
> X
229 a) 4 ae. b)5ae ) 6ae.

y
231 a) (x—1)2—1 b) (x+1)2-2 i
O —(x—1)2+6 d) (x+3)° -2
= = -5 b
232 a) {xl b) {]/1 )
X =23 y2:3
c) saknar (reella) 16sning = X
1
x1:§ X1:—1
d
){x2:12_3 e) {XZZ% K
— 4
f) {X1—3
x2:2
<)
x1 =20 x1 =3
2.3:3 b
Y {xz——3 ){x2:_5 > X
2
X1 =3 x1 =0
d
9 {x2=—8 ) {x2=12

2.3.9 a) (—1,0) och (1,0)

X = -3 1= b) (2,0) och (3,0)
) {XZ =8 f) Y2 = 1 C) (1,0) och (3,0)
X3 =
y

234 a) ax? —ax —2a=0, 8 :
b) ax* —2ax —2a =0, \ /

) ax> — (34++3)ax+3v3a=0, 23:10 a) <—L4—>x

dédr a # 0 ar en konstant.

2.3:;5 a) Exempelvis x? + 14x +49 =0
b) x som uppfyller 3 < x < 4
c) b=-5

236 a) 0 b) -2 ¢) 3



w LN

d)

Rotter och logaritmer

3.1:1

3.1:2

3.1:3

3.1:4
3.1:5

3.1:6

a) 21/2 b) 75/2 ) 343 q) 31/4

a) 3 b) 3 c) ejdefinierad
d) 51176 e) 12 f)2 g) -5

a) 3 b) 4V/3/3 ¢ 2v/5
d) 2—+2

a) 04 b)03 ¢ —4v2 d)2V3

a) V3/3 b) 72/3/7 ¢) 3—/7
d) (V17 ++/13)/4

a) 6+2v2+3v5+ /10
b) —(5+4/3)/23

3.1:7
3.1:8

3.2:1
3.2:2

3.2:3

3.2:4
3.2:5
3.2:6
3.3:1

3.3:2

3.3:3

3.3:4
3.3:5

3.3:6

3.4:1

342 a

170

) 5V6+3v3-3V10-3V5
d) (5v3+7v2—+v6—12)/23
a) V5—+7 b) —V35 ¢ V17

a) V6> /5

b) 7> 7

c) V7 >25

d) V23> v2(¥3)°

X —=

a) x=3 b) x=-1
d x=4

c) x=-2

a) -1 b)4 ¢) -3 d)0 e 2
f) 3 g) 10 h) -2

a) 3 b) —% Q) e) 4

-3 d) ]
fy =2 g 1 h)3

a)1 b)0 ¢ —1lg3

a)b5 b)0 ¢ 0 d)O0 e -2
f) e?

a) 1,262 b) 1,663 c) 4,762

In2 —In13

a) x=1In13 b) x = T TIn3

0 x_1n7—1n3
~ 1—1In2

){xl:ﬁ
XQ:—\/E

b) x=ln\/1_72_1

c) saknar 16sning
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343 a) x= —— 4/ (= "4
DAy X In2 In2

b) x =3
o x=1 <)
Trigonometri

4.1:1 a) 90° och 7t/2rad
b) 135° och 37t/4 rad
c¢) —240° och —47m/3 rad
d) 2910° och 977t/6 rad

4.1:2 a) m/4rad
b) 37r/4 rad
¢) —7mn/20rad
d) 37/2rad 417 a)

41:3 a) x=50 b) x=5 ¢) x=15
41:4 a) 5Le. b) v6lle. ¢) (2,0)

415 a) (x—1)2+(y—2)2=4

b)

wo (1N,
N

»
L




4.1:8 10/ varv ~ 3,2 varv
41:9 327/3 cm? ~ 33,5 cm?
41:10 x =9dm

4.2:1 a) x =13 -tan27° = 6,62
b) x =25-c0s32° ~ 21,2
¢) x =14/tan40° = 16,7
d) x =16/cos20° ~ 17,0
e) x =11/sin35° ~ 19,2
f) x =19/tan50° ~ 15,9

4.2:2 a) tanv = % b) sinv = %

) cosv:; d) sinv:%
_1

¢
~
<
|
(O8]
@)
[¢]
o
»
=
-
—~
<
~
N
~—
@I

4233 a) =1 b)1 ¢ 0 d)oO
e) 1/vV2 f) V3/2

42:4 a) V3/2 b) L o -1 d)o

e) 1/v3 f) V3

4255 a) —1/v/2 b) 1 ¢) V3/2
d) —1
42:6 x=+3-1
10
V3-1

4.2:8 {cosy =acosa —bcosp

4.2:7 Bredd =

m~ 13,7 m.

42:9 Avstand = /205 — 48+/3 ~ 11,0km

431 a) v=971/5 b) v==61/7
c) v=9m1/7

4.3:2
4.3:3

4.3:4

4.3:5

4.3:6

4.3:7

4.4:1

4.4:2
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a) v=rm/2 b) v=3n1/5

a) —a b)a c) V1—a?
d) v1—a%2 e) —a

V3 1

A — g2 .
f) > 1 a—|—2 a
a) 1-b* b) v1—102
c) 2bv/1—12 d) 2b%—1
e) ,/1_b2.i+b.i

V2 V2
) b-%-i—\/l—bz-\/Tg
V6 5
COsv = —, tanv = ——
6
a) sinv———7 tamv——i7
4 3
9 3
b) cosv = ———, tanv = ———
: 10 Vot
C) sinv——i cosv——L
V10’ V10
4+/2
a) sin(x—i—y):#
3v21+8

b) sin(x +y) = e

a) v=rm/6,v=>5m1/6
b) v=mn/3,v=>5m1/3
) v=rm/2

d v=mn/4, v=>5mr/4
e) losning saknas

f) v=11n/6, v=71/6
g) v=>5m/6,v=111/6

x=7mn/3+2nmn
a)
x=2mw/3+2nmr
x=7m/3+2nmw
b)
x =51/3+2nm
C) x=nm
x=7m/20+2nm/5
d)
x =3m1/20+2nmw/5
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4.4:3 a

4.4:4

4.4:5

4.4:6

4.4:7

4.4:8

x=11n/6+2nmr
b
) x=4mrx/5+2nmw
) x = 25° 4+ n-360°
C

x =75°4+n-360°

=5° -120°
R A

x =55""+n-120

{
(i
) {x=7t/6-|—2n7r
{
{

v1 =50°, vy, =120°, v3 = 230°,

vq = 300°

X =nm
2) {x:n/4—|—n7'(/2

b) x =nmn/3
x=7m/20+nm/2

) {x:—n/30+n7'c/3

a) x =nm
x=7m/4+2nmw

b) { x=mn/24+nr
x=3r/442nm

<)

xX=mn/6+2nm
a) {x =51/6+2nm
x=3m/242nm
X==+n/3+2nn
{x =mn/242nm

x=7/14 +2nc/7

b)

)
x=rmn/4+2nm
a) R x=7m/2+nnr

x =3m/4+2nmw
b) x=n/3+nnr

) X =nrm
¢ x=3m/4+nmr

Skriva matematik

5.1:1 a) 2-3+4
b) -1+0,3
) -5-(-3)=-5+3
d) 5/2+1 > 5/(2+1)

5.1:2 a) 3\cdot 4\pm 4
b) 4x~2-\sqrt{x}
c) 4\cdot 3°n\ge n~3
d) 3-(5-2)=-(-3+5-2)

5.1:3 a) \dfrac{x+1}{x"2-1}=\dfrac{1}{x-1}
b) \left (\dfrac{5}{x}-1\right) (1-x)

c) \dfrac{\frac{1}{2}}{\frac{1}{3}
+\frac{1}{4}3}

d) \dfrac{1}{1+\dfrac{1}{1+x}}

5.1:4 a) \sin~2 x+\cos x
b) \cos v=\cos\dfrac{3\pi}{2}
¢) \cot 2x=\dfrac{1}{\tan 2x}

d) \tan\dfrac{u}{2}=\dfrac{\sin u}
{1+\cos u}

5.1:5 a) \sqrt{4+x~2}

b) \sqrt[n]l{x+y}\ne\sqrt[n]{x}
+\sqrt [n]l{y}

c) \sqrt{\sqrt{3}} = \sqrt[4]1{3}

d) \left (\sqrt[4]1{3}\right)~3
\sqrt [3]{2+\sqrt{2}}

5.1:6 a) \1n(4\cdot 3)=\1n 4+\1n 3
b) \1n(4-3)\ne \1n 4-\1n 3
c) \log_{2}4=\dfrac{\1n 4}{\1n 2}
d) 2~{\log_{2}4}=4

5.1:7 a) 4~{3/4}(1-(3-4))
b) 2\sqrt{a+b}
¢) \cot x=\frac{1}{2}\sin 20~{\circ}

52:1 a) &« b) = o &



