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4.2. Vektorprodukt i koordinater

Nésta sats visar hur vi kan rdkna med vektorprodukt i en ON-bas. Satsen foljer av
Definition 4.3 samt réknelagrna i Sats 4.4.

Sats 4.5. Lat e = {ej, e2, e3} vara en ON-bas i ett positivt orienterat hogersystem.
Da giller att

1.€1X62:63
2.62)(63:61
3.63)(61:82

4. e xep =ey Xxey=e3Xe3=0.

X T2
Exempel 4.6. Latu=e | 1 ochv=e| y2 | varagivnai ON-basene = {e1, ez, e3}.
z1 z92

Bestdm vektorprodukten u x v.

Losning: Eftersom u = x1e1 + y1e2 + z1e3 och v = x9e; + yaes + 22e3 giller att

uxv = (x1e]+yies + z1e3) X (x2e1 + y2es + 22€3)

= I1x2 (61 X 61) —|—.’E1y2(61 X 62) + £L'12:2(61 X 63)
=0
+y1z2(e2 X e1) +y1y2 (€2 X e2) +y122(e2 x e3)
0
+z172(e3 X €1) + 21y2(e3 x €2) + 2122 (e3 x e3).
———

=0

Enligt Sats 4.5 forsvinner forsta, femte och nionde termen ovan, sa att

uXv = my2(e; X eg)+r129 (€1 X €3) +y1w2 (€2 X €1)
—— —— —_——
—e; ——e, ——e5
+y122 (€2 x e3) +z122 (e3 X e1) +21y2 (e3 X e2).
—— ——— ——
=e; =e, =——e;

Utnyttjar vi Sats 4.5 tillsammans med riknelagarna i Sats 4.4 far vi att

U X V= x1Y2e3 — T122e3 — Y1T2e3 + Yyi122e1 + 21x2e2 — 21Y2€].
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Om vi samlar de termer som hor ihop far vi

u X v = (y122 — z1y2)€e1 + (2122 — x122)e2 + (T1y2 — Yy122)es. (4.2)

Vi ser att uttrycket (4.2) som ger kryssprodukten mellan tva vektorer ar ganska komplicerat.
Att dessutom forsoka komma ihag det dr inte det lidttaste. Darfor dr det ldmpligt att ta
fram ett schema som gor det enklare for oss att berdkna en vektorprodukt pa. Ett séitt &r
att anvénda sig av féljande beteckning:

a b
c d

‘ = ad — be (korsmultiplikation!).

Med denna beteckning kan paranteserna i (4.2) skrivas:

N Y122 — 21Y2 LA X122 — 2122 VL T1Y2 — Y1712
Y2 22 ’ T2 Z2 ’ T2 Y2
Dérmed kan vektorprudukten i (4.2) beriiknas enligt:
WXV — Y1z r1 21 e+ 1 U es. (4.3)
Y2 22 T2 Z2 T2 Y2

Slutligen behover vi veta vilka element som skall sta i respektive schema. Detta loser vi
genom att skriva om vektorprodukten (4.3) med hjilp av ett utvidgat schema dér dven
basvektorerna aterfinns, dvs

€1 €2 €3
uXv=\|mx Y 21 |- (4.4)
T2 Y2 22

d
Lat oss sammanfatta hur vi raknar vektorprodukt u x v. Vi sétter upp 3 x 3 schema med
basvektorerna pa 1:a raden, u pa 2:a raden och v pa 3:e raden enligt

€1 €2 €3
UuXv=|r Yy =1
T2 Y2 22

Vi gar langs 1:a raden i schemat och tar ner basvektorerna en i taget, byter tecken pa 2:a
termen och summerar:

* ey e3 el x €3 e ey %
uxv=e | x Yy 2 |—€|r1 Y1 21 |tes| 1 Y1 21
T2 Y2 22 T2 Y2 22 T2 Y2 22

Nu stryker vi ur schemat den rad och den kolonn som e:na stod pa (dvs x star pa):

Yy 2
Y2 22

T 21
Z2

1 Y
2 Y2

uxv:‘ e + es.

Korsmultiplikationen pa 2 x 2 schemat ger slutligen att

U Xv= (y122 - Zly2)61 + (2’1132 — 17122)62 + (.1713/2 — yla:g)eg.
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1 4
Exempel 4.7. Berédknau xvomu=e| 2 | ochv=e| 5 |. (e ON-bas).
3 6

Losning: Vi beriknar w X v genom att sitta upp ett 3 x 3 schema med basvektorerna pa
1:a raden, u pa 2:a raden och v pa 3:e raden enligt

e e e3
uxv=|1 2 3
4 5 6

Vi gar ldngs 1:a raden i schemat och tar ner basvektorerna en i taget, byter tecken pa 2:a
termen och summerar:

*x €3 €3 e * e e ey *
uxv=e |1 2 3 |—e| 1 2 3 |+e3|1 2 3
4 5 6 4 5 6 4 5 6

Vi stryker ur schemat den rad och den kolonn som e:na stod pa (dvs * star pa) och far

;|
U Xv=e 5 |

N

3-|—e
6 3

1
4

2 3

5 6 ‘ T

Ett 2 x 2 schema riaknar vi ut med korsmultiplikation, sa att
uxv=e(2-6-5-3)—ex(l-6—-4-3)+e3(l-5—4-2)=—3e; + b6ez — 3es,

eller pa vektorform

-3

uxXv=e 6
-3

En kontroll visar att w X v &r ortogonal mot bade u och v. O



28 4 VEKTORPRODUKT

Exempel 4.8. T Exempel 3.10 i kompendiet Vektorer, linjer och plan anvénde vi skaldrprodukten

1 1
till att bestdmma alla vektorer u som &r ortogonala mot v; = 1 och vy = -1
1 0

Bestédm alla w genom att anvénda vektorprodukten. (ON-bas).

Lésning: Om vektorerna dr givna i en ON-bas e = {eq, ez, es}, sa ar

€1 €2 €3
U =7v; Xy = 1 1 1
1 -1 0
e —e bl +e =e; +ey—2e
- -1 o0 2110 L I T T
1
Alltsa ar u = 1 |. En kontroll visar att v L v; och u L vs. O
-2

Exempel 4.9. Lat e = {ej, e, e3} vara en positiv orienterad ON-bas i rummet. Bestdam
en ny positiv orienterad ON-bas {f, fo, f3}, sadan att forsta basvektorn f; &r parallell
1
med vektorn e; + 2e2 +2e3=€e | 2
2

Losning: Vi ska tydligen bestdmma ett reellt tal A, sa att

1
Fi=Xe1+2e2+2e3) =de | 2 och [fi[=1.
2

Eftersom vektorn e; + 2es + 2e3 har lingden /12 + 22 + 22 = 3, sa viiljer vi A = 1/3 och

1
far ddrmed att f; = 3¢ 2 |. Nu viljer vi den andra basvektorn f, sadan att f; L f,
2
2
och |fy| = 1. Hér finns manga vektorer att vilja bland. Lat t.ex. fo = 3¢ -2 |. For
1

att méngden {f, fq, f3} skall bli positiv orienterad ON-bas viiljer vi sista basvektorn till

el €9 €3 1 2
Fo=fixfa=|1/3 2/3 23 |=ce| 1
2/3 —2/3 1/3 —2
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x1 T2 T3
Exempel 4.10. Lat vektorernau= | y; |,v=| 2 | ochw=| y3 | varagivnai
21 22 Z3

ON-basen e = {ey, e2, e3}. Berdkna skaldrprodukten u - (v x w).

Losning: Enligt Exempel 4.2, sa foljer att

€1 €2 e z To Z x
VXW=| T2 Y2 22 :‘52 22 $2 22 es + .’IJZ ZZ €es3.
3 23 3 23 3 Y3
T3 Y3 23
Skaldrprodukten ges dirmed av
z T2 Z x
u-(vxw) = (rie;+yies+ 2z1e3)- ( Y2 %2 er— | T2 P2 ey 4| T2 Y2 63)
Y3 z3 T3 23 T3 Y3
z T2 Z x
_ Y2 22 2 22 Y1+ 2 Y2 7
Y3 23 T3 23 T3 Y3
Vi skriver detta som ett utvidgat schema
1 Y1 oA
u-(vxXw)=| 22 Y2 29 |. (4.5)
T3 Y3 3
Schemat i (4.5) &r vad vi kallar for determinanten for tillhérande matris
1 Y1 A
A= T2 Y2 22
T3 Yz 23
Vi aterkommer till determinantbegreppet i Kapitel 8. ([l

co Ot N
© O W

1
Exempel 4.11. Berikna determinanten | 4
7

Losning: Vi beréknar determinantens virde genom att folja de steg som ledde till (4.5):

1 2 3 * 2 3 1 % 3 1 2 «%
4 56| =145 6|—-2-{4 5 6|+3-14 5 6
7T 8 9 7 8 9 78 9 7 89

= {stryk den rad och kolonn som * star pa}

5 6 16 45
SRR IR ER IR

= 1-(5-9-6-8)—2-(4-9—-7-6)+3-(4-8—7-5) =0.



