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12.3. Tillaimpningar

Exempel 12.37. Betrakta rummet Py = [1, z, 2°] pa intervallet [—1, 1] med skalirprodukten

1
/ p(2)q(x) dz.
-1

Méngden {1, z, a:2} ar som bekant en bas i P2 men inte en ON-bas, ty polynomen go(x) = 1,
q1(z) = = och gz(x) = 2% &r varken ortogonala eller normerade. T.ex. giller att

1 1
(QO|(]2) _/1 qo(il‘)QQ(m)dx—/lledx_ ; £0.

Vi anvinder G-S processen pa méngden {qo, q1, 2} for att konstruera en ON-bas. Normen
av forsta hjéalppolynomet rg = qp ges av

1
||m||—m_m_ﬁ.

Forsta baspolynomet far vi till:

Vi bildar hjélppolynomet
r1(z) = qi(x) = (q1]po)po-

Eftersom

1
1

q|p :/ - —dx =0,
(a1lpo) 1 V2

sa ar )
ri(z) = qi(x) — (q1po)po = — 0 - Vo

Normen av r1(z) = x, ges av

'“”ZWZWZ\E‘

Saledes, dr andra baspolynomet

(:15)*71 r(m)*ﬁ-xfﬁx
P e Y v T v

Vidare géller att

1 [t ) 1
(g2po) = / a?dr = 375 samt (q2|p1) = \/g/ 23 de =0,

sa att
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Normen av r9 ar

5

il = V= [ (- 1= 5

i Va5 5 1 i 1 V3 V45 1 ,
Sétt pa(z) = %(x — §> och méngden {po, p1,p2} = {—2, ﬁ ,—S(x — §>} blir en
ON-bas 1 Ps.

Exempel 12.38. Betrakta funktionen f(x) = e* pa intervallet [—1, 1]. T analyskurser visar

man att maclaurinpolynomet
2
x
glz) =1+z+

ar det polynom ¢ € P, som bést approximerar f(x) = e* kring punkten z = 0. Om vi
berdknar avtandet (dvs “felet”) fran f till ¢, far vi

If=all =(f—dalf —q) = \// —qx)Qda:—\// T _1—g —;) dx ~ 0.822.

2 e (- 1))

I Exempel 12.37 ovan konstruerade vi ON-basen {po, p1,p2} = { 3

i Py. Funktionen f(z) = e¥ ¢ Py kan projiceras ortogonalt pa Py i syfte att ta fram det
polynom p € P, som bist approximerar e* pa [—1, 1], dvs har kortast avstand och ddrmed
ocksa minst fel till e”. Ortogonala projektionen av e” pa [po, p1, p2] ges enligt Definition 12.18
av polynomet

p(z) = (€”|po)po + (e”[p1)p1 + (€”[p2)p2. (12.8)
Eftersom
1
(“Ipo) = / e = (oo,
V3 NI
erlp1) = e’ —uxdr=—2=2e"",
(lp) / NCRRNG
och

(o) /1 " \/45< 5 1>d \/45(26 146*1)

e = e — (- )de="—F—(=— :
LS WY TS s\3 T3

sa far vi om vi sétter in dessa koefficienter i polynomet p(x) i 12.8 och forenklar:

3(1le7! —e) +3elp 4 15(e — 7e—1)x2_

4 4

1
IIf —pll = \//1(6m—p(x))2dx%0.04.

Felet hér ar klart mindre &n nér vi approximerade med taylorpolynomet g(x). Detta har sin
forklaring i att taylorpolynomet ¢(z) tar hénsyn till f endast lokalt, dvs bara i nérheten av
x =0, medan p(z) tar hiansyn till f globalt, dvs pa hela intervallet [—1,1].

p(z) =

Avstandet blir da
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Figur 12.39.

f(x)=e*

e” - p(x)

Figur 12.40.
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Trigonometriska funktioner dr [impliga att approximera med i situationer dér vagor forekommer;
dessa kan vara ljud och svingningssystem m.m. En annan férdel som trigonometriska funk-
tioner har gentemot t.ex taylorpolynom &r om man vill approximera en funktion med tay-
lorpolynom av grad n sa krédvs av funktionen att vara n ganger kontinuerligt deriverbar.
Nedan ska vi approximera en funktion som inte ens &r kontinuerlig.

Exempel 12.41. Betrakta rummet av kontinuerliga funktioner C'(—, ) med skalérprodukten
f(x)g(x) dx
—T

Vi har tidigare visat att foljden {cosjx}52, &r linjirt oberoende C(—m, 7). Man kan pa
samma sitt visa att dven foljden {sinjz};2 &r linjért oberoende C(—m, 7).

Det giller faktiskt mer &n sa. Enligt Exempel 12.11, sa &r cos x och sin x ortogonala. Detta &r
ingen slump. I sjélva verket dr méngden {1, cos z,sin x, cos 2x, sin 2x, cos 3z, ...} ortogonal
och normerad ser den ut enligt

1 1 1 1 1
{ cos T, sin x, — cos 2z, sin 2x —Cos?)x,...}.

\/ﬂf RV G VT

Lat oss bevisa detta. Ortogonala:

1. (lcosm):/ 1-coszdx =0.

—T

2. (1]sinx) = /7r 1-sinzdx = 0.
3. j # +k:
(cosjx|coskx) = /7r cos jx cos kx dx = ;/ﬂ (cos(j — k)x + cos(j + k)x) dx
_ 1[7;in(?' —k)x sin(?' + k);r _0
2 j—k j+k -

4. j # +k:

(sin jx|sin kx) = ;/i(cos(j—k)x—cos(j—i-k)x) dx = ;{sin;j_kk)x+sin§j:kk)x}iﬂ =0.
5. j # *k:

(sin jz| cos kx) = 1/_7;(sm( —k)x+sin(j+k)x) de = ;[cos;j_—kk)x+cos;j+—|—kk)x}WW =0.
6. j = k:

1 ™
(sinkzx|coskx) = 2/ sin 2kz dx = 0.

—T
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Normerade om j = +k:

1 1 [" 1 g
1. ( cos jr|— COS]:L’) = / cos® jrdr = — (1 4+ cos2jz)dz = 1.
\/> \/> T J—x 2m ) 4
2(1..|1..> 1/7T d 1 ”(1 2jz) d !
. | —=sinjz|—=sinjz ) = — sin? jo de = — —cos2jx)dr = 1.
NZ3 J NZS J o J 27 J
1, O0<z<m,
Betrakta nu periodiska fyrkantsvagen f(z) = 0, z=0, med perioden 27.

-1, —7mT<x<0,

Figur 12.42.

R — ] ——

Projicerar vi nu f pa linjira holjet av ON-méngden

cos T, sin x, cos 2x, sin 2z, cos 3z

1
[ 77 oo sinm z cosan sinda,  cosdin.. |

far vi att ortogonala projektionen g av f ges enligt:
sinx) sin x <f‘ cos 2&7) cos 2x

0= (fl7m) 7o+ UI55) o+ (1 7

Eftersom f dr udda foljer att f(x)cosjz dr udda 6ver det symmetriska intervallet [—m, 7],
och darmed géller

cos jx 1
(777 ):ﬁ .

sa att ortogonala projektionen g i (12.9) dr reducerad till

s;;x) si;l%n n (f si\r;;x) sm3ac i (

. (12.9)

™

f(z)cosjrdr =0 j=0,1,2,...,

si\r;%x) si\r;;x n ( f

smj:r) sin jx
VT
(12.10)

gla) = (f
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Vidare géller att f(z)sinjz dr jaimn och da

sin jx 1 [T L 2 T L 2 (T
(f‘ ﬁ> = NG 7rf(a:)smj:cdsc—\/77_/0 f(a:)sln]acd:r—ﬁ/o sin jx dx
(40} = 2 [Cosjm]ﬁ il—cosjw_ll—(—l)j_

N Y Y

Vi ser att om j &r jimnt, dvs j = 2k, sa &ar
(f sin2kx)_ 2 1— (-1 2 1-1
vr ) mo 2k VT 2k

Om j &r udda, dvs j =2k + 1, sa
(f sin(2k+1)x)_21(1)2k+1_ 21-(-1) 2 2
Nz VT 2k+1 m 2k+1 w2k 4+ 1

Utnyttjar vi detta i (12.10) far vi att ortogonala projektionen g &r alltsa

Figur 12.43. Figurerna nedan visar hur g approximerar f da g ér a) 2 termer, b) 4 termer,
c) 6 termer, d) 8 termer
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T A
|

Utvecklingen av en funtion f som den i (12.9) kallas for Fourierserie. Som ni ser i figurerna

sa approximerar inte trigonometriskaserien g funktionen f i varje punkt utan g har minst
avstand (fel) till f vilket méts i norm, dvs

N
4 1
1V1—>. ()OH T + . H_ ’
im ||f(z) - kgo TS| sin(2k + 1)x 0

Vi sdger ocksa att g konvergerar mot f i norm.

En stor klass av funktioner, styckvis kontinuerliga, kan fourieserieutvecklas:

oo
flx) ~ % + Z(an cosnz + by, sinnx),
n=1

dér
1 s
anp = — f(x)cosnxdx, n=0,1,2,...,
™ —T
1 ™
by, = — f(x)sinnzx dz, n=12....
™ —T

Mer om fourierserier kommer vi tréiffa pa i kurser som bildbehandling, reglerteknik, signal-
behandling och transformteori.



