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19.3. Spektraluppdelning

For en symmetrisk matris A géller enligt Spektralsatsen Sats 19.7 sambandet
A=TDT', (19.3)

dér T &r en ortogonal matris som innehaller i sina kolonner en ON-bas av egenvektorer till
A och D é&r en diagonalmatris med egenvérdena till A pa diagonalen och noll for 6vrigt. Lat
oss titta lite ndirmare pa matrissambandet i (19.3) och vi haller oss till rummet, dvs n = 3.
Det giller att

A0 0 ——v] -
A=TDT" = (v, vy V) 0 X O ——vh—— | = Mool + >\2v2v§ + )\3'03'03.
0 0 X3 —— vl - -

Detta kallas for spektraluppdelning och i hogre dimensioner ser det forstas ut

A= Alvlv"i + )\gvgvtz 4+ 4 /\nvn'vfl.
Lat oss studera en av termerna i uppdelningen ovan, t.ex. 'vlvfi. Vi vet att det foljer av
projektionsformeln att projektionen P; av en godtycklig vektor w pa vektorn vy ges av

t

Pyi(u) = (u-v1)v; = (u'v)v; = (Viu)vy = vi(viu) = (viv))u,

= 7|,U1‘2 Ul

dér vi har utnyttjat att v, dr normerad, dvs |v; |2 = 1, samt att skaldrprodukten u-v; ocksa
kan skrivas som matrisprodukten u'v;, se Anmérkning 12.4. Detta betyder att projektionen
P; pa vy ges av

P1 = vlvﬁ.

Pa samma sétt géller att projektionen P; pa v; ges av
Pi=vvh j=12....

Vi dr da framme vid foljande sats.

Sats 19.16. Om F ar en symmetrisk avbildning pa ett n-dimensionellt euklidiskt rum
FE, sa ges spektraluppdelningen av F' via

F=MP +XP+- -+ M\, P,.
Vidare géller om F' har matrisen A sa ar

A= Alvlv’i + )\gvgvg 4+ 4 /\n'un'ufq.
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Lat oss se hur spektraluppdelningen ser ut fir nagra avbildningar. Vi har i bl.a. i Exem-
pel 16.14 sett att en ortogonalprojektion P pa ett plan har avbildningsmatrisen

1 5 2 4
9 2 8 =2
4 -2 5
Egenvéirden med tillhérande egenvektorer till P dr Ay = 0, A2 = 1 och A3 = 1 och
1 1 1
v, = 5(2,—1,—2)1‘/, vy = §(2,2,1)t och v3 = g(l,—2,2)t. De ortogonala projektionen
pa respektive egenvektor ges av
2
11
P=vivi=---| -1 | (2 -1 -2)= )
3 3
-2
11 2 4 4 2
P2 = V27, g . g 2 2 2 ]. 4 4 2
1 2 21
och
1 1 -2 2
1 1 1
2 2 —4 4
Spektraluppdelningen visar nu att
1 4 4 2 1 1 -2 2
Alvlv’i+)\2v2v§+)\3v3v§:1-§ 442 j+lg| -2 4 =A
2 21 2 —4 4
1 1 4 8
Speglingen i Exempel 16.17 har matrisen A = 9 4 7 —4 Spektraluppdelningen
8§ —4 1
ger i det hir fallet att
)\1'01'0"1 + /\2’02’054‘/\31}3’05
1 4 -2 —4 1 4 4 2 1 -2 2
= —1-§ -2 1 2 +1-§ 4 4 +1--| -2 4 -4 | =4
-4 2 4 2 21 2 —4 4



