2 1 INLEDNING

1. Inledning

I Linjéar algebra studerar vi olika objekt samt deras egenskaper. Dessa objekt kan ha geo-
metrisk tolkning sasom geometriska vektorer men ocksa inte som t.ex. matriser.

Vi har tidigare i grundkursen betecknat vektorer med wu, v, ... eller v1,vo,.... Vi har sett
att i ett koordinatsystem i rummet med basen e = {e1, e2, es3} kan vi skriva vektorn w med
hjélp av dess koordinater z, y och z enligt

x T
u=uxe; +yes+ze3=¢€e| y =eX, diar X = Y
z z

Vi har ocksa hérlett riknelagar samt definierat det viktiga begreppet skaldrprodukt for
vektorer, se (1.4).

Har kommer vi att studera dessa vektorer lite djupare och se hur vi kan tillimpa dessa i
olika viktiga situtationer. For att kunna gora detta behover vi ett funktionsbegrepp som vi
kallar linjér avbildning och som vi betecknar F'.

En Linjar avbildning F' svarar i endimensionella fallet mot funktionen, y = f(x) = ax.
En definitionsméngd samt en virdeméngd kommer att hora till den linjira avbildningen F'.
Dessa méngder kallas vektorrum och betecknas V. Pa samma sétt som talet a representerar
funktionen f(z) = axr kommer en matris A att representera F', sa att

FeX)=eAX.

Till den linjéra avbildningen F' hor ocksa en mycket viktig méngd vektorer; de som kallas
for egenvektorer till F'. Egenvektorer v har den unika egenskapen att de avbildas pa en
strickning, A € R, av sig sjilva (eller motsatt riktning) under F, dvs

F(v) = .

Talet \ kallas for egenvirdet till F' med tillhérande egenvektorn v.
Manga fragestdllningar i linjar algebra kommer sa sméaningom att kridva att man kan losa
system av linjdra ekvationer. En av de enklaste linjéra ekvationer &r réta linjens ekvation
som pa normalform ser ut

Az + By = C. (1.2)

B
Om vi séitter y = t, t € R och loser ut z = a1 Zt kan linjens ekvation i (1.2) skrivas pa

parameterformen

(o av e (5)-(9)= ()

C/A

Ur denna form ser vi att vektorn ( 0

> ar ortsvektorn for punkten (C'/A,0) pa linjen.

—B/A
1
pa stegldngden t att na varje punkt pa linjen. Darav kallar vi v for linjens riktningsvektor.

Utgar vi fran denna punkt och féljer riktningen v = kommer vi med rétt viarde



Forutom riktningsvektorn dr for linjen normalen n = en annan viktig vektor.

B
Dessa tva vektorer dr ortogonala, ty v - n = 0. Dérav sdges linjens ekvation i (1.2) vara
en ekvation pa normalform.
Losningsméngden for foljande system av linjédra ekvationer

Ch
Cy

Az + By
Asx + By

beskriver saledes geometriskt skirningsméingden mellan linjerna. Denna méngd kan an-
tingen vara tom da linjerna &r parallella, en punkt eller odndligt manga punkter da linjerna
sammanfaller.

Méngden av punkter (z,y, z) i rummet som satisfierar den linjara ekvationen

Az +By+Cz=D (1.3)
A

beskriver geometriskt ett plan i rummet. Till planet i (1.3) hor en normaln = | B | som
C

ar ortogonal mot planet. Dérav séger vi att ekvationen &r skriven pa normalform. Lat oss
visa detta. Vi sétter y = A; och z = Ay, déir A1, A2 € R. Da kan ekvationen i (1.3) skrivas
pa formen

x D/A —B/A —-C/A
y | — 0 =)\ 1 + Ao 0
z 0 0 1
x D/A
Har ser vi att punkten (x,y, z) ligger i planet bara om vektorn u = | y | — 0
z 0
ar parallell med planets riktningsvektorer
—B/A —-C/A
v = 1 och Vo = 0
0 1

Har och framover kommer begreppet parallell med att ersidttas med det mer allménna
begreppet linjirkombination i. Vi séger da att planet &r méngden av alla vektorer w som
ar en linjarkombination i vektorerna v; och vg och vi skriver

u = A\v1 + Ava.

Att normalen n &r ortogonal mot planet dr detsamma som att normalen &r ortogonal mot
varje vektor i planet. Speciellt géller att

—BJA
1 = —A-
0

—C/A
0 = —A.
1
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Nedan paminner vi om vissa begrepp fran vektorgeometrin i grundkursen som vi behéver
vara fortrogna med for fortsattningen. T.ex. bor vi

1.

komma ihag att en vektor dr en mingd som bestar av alla riktade strickor som &r
lika langa och som har samma riktning och att vi brukar rdkna med en representant
for denna méngd.

veta hur nollvektorn resp. ortsvektorn till en punkt &r definierade.

kunna riaknelagarna for vektorer sasom addition mellan vektorer, multiplikation av
ett reellt tal med en vektor samt rdkna ut langden for en vektor.

. veta att om e; och ey dr tva ortogonala vektorer med ldangd 1, sa séiger vi att médngden

e = {ej, ez} dr en ortonormerad bas, férkortas ON-bas, i planet.

att ON-basen e = {ej, e2} spdnner upp planet, dvs till varje vektor w finns talpar
(z,y) som kallas koordinater och som &r sadana att w dr en linjirkombination av
basen e, dvs

u = zxe; + yeq.

veta att om e dr en ON-bas i planet sa ar Oejes ett ratvinkligt koordinatsystem.

veta att motsvarande géller for rummet dir ON-basen ér e = {ej, e2, e3}.



Vi behover ocksa vara bekanta med begreppet vinkelrdta vektorer eller som vi allménnare
kommer att sdga ortogonala vektorer. For detta behover vi en skaldrprodukt som ska
vara definierad. Vi behover t.ex. kunna veta att

1. skaldrprodukten mellan tva vektorer w och v definieras via
u-v = |ul|v|cosb, (1.4)
dér 0 ar vinkeln mellan u och v.

2. om e = {ej, ez, e3} dr en ON-bas i rummet, sa giller att

1, omi=j
ei-ejz{ ’ I

0, om i # j.
z (1
3. for vektorer u = eX,ddr X = | z2 | ochv=¢eY,ddrY = | y2 | givnaien ON-bas
x3 Y3
e ={ej, eq, e3} giller att
UV = 21Y1 + TaY2 + T3Y3. (1.5)

4. Langden |u| av vektorn w kan berdknas enligt (1.5):

u? =2t + i+l =u-u (1.6)

5. om w och v ar tva vektorer givna i ON-basen e, sa kan v skrivas som en ortogonal-
projektion pa u, dvs
V=V|y T V1iu,

dar v-u
Vllu = 2 u (1.7)
dr parallell med n och
v-u
’UJ_fu,:’U—WU (18)
dr ortogonal mot n.
Figur 1.1.
Y VJ_u
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Bevis: Att v)q, dr parallell med u betyder att det finns ett reellt tal A, sa att
Vjy = Au.
Eftersom v 4 &r ortogonal mot w, dvs v 4 - u =0 och vy = v — V|, {Oljer att
O=viy - u=V-vy) u=W- ) u=v-u—Iu-u

Alltsa ar

och formlerna (1.7) och (1.8) ddrmed foljer.
6. Om u och v, har samma riktning, dvs vinkeln mellan dem é&r 0, far vi att

U Uy = ‘u’ |U||u’ cos(0 = ”U;‘ ’/UH’U,‘

7. Pythagoras sats sidger
v|* = ’UHU‘Q + v iul®.

8. foljande riaknelagar géller for skaldrprodukten:

u- (A\v) = A(u - v), AeR

Lagen i a) brukar vi kalla for den kommutativa lagen. I b) brukar vi siga att skalarprodukten
dr homogen och i ¢) och d) att den &r positiv. Sista lagen i e) kallar vi for distributiva
lagen. Lagarna a), ¢) och d) foljer direkt ur Definitionen 1.4. Verifera gidrna detta! For b)
antar vi att A > 0 och ritar figuren

Figur 1.2.




Av likformighet i trianglarna foljer att
/TC: A E: AV |y
Om u och vq, har samma riktning sa far vi
u- (A\v) =u AC=u - M|y, = |[u- Aoy = Ayl - [vjy| = Au - vy = Au - v.

Verifera girna fallet A < 0! Slutligen visar vi den distributiva lagen i e). Av figuren

Figur 1.3.

framgar att projektionen av (v +w) pa w &r lika med summan av projektionerna av v och
w eftersom

(v + w)”u :A_C):A—B> + B?': V|u + Wy-

Om, som i figuren visar, v|jy, och w)q, har samma riktning som w géller att

u(vtw) = u-(vtw)=u V+twju=u vy tu Wy
= |ul|vjy + wul = [u| (vl + [wjul) = [l vl + [u] [w)g]

= ul vy tu - wy=uv+u w.

Repetera gina foljande 6vningar fran kompendiet Vektorer, linjer och plan:

1. Kap 1: 1-7
2. Kap 2:1,2, 7
3. Kap 3: 1, 4, 6-8

4. Kap 4: 1, 3, 5, 6, 8-13



