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16. Linjara avbildningar

16.1. Linjir avbildning

Exempel 16.1. Betrakta funktionen f : R — R, sadan att
f(x) = ax, (16.2)
dér a ar en konstant. Da géller att
L flz+y) =alx+y)=azr+ay = fz)+ f(y).
2. f(A\z) = a(Az) = a\x = A az) = Af(z), ddr A € R.

Egenskaperna 1. och 2. ovan ér har visat sig vara sa pass viktiga att funktioner som uppfyller
dessa har fatt ett eget namn.

Definition 16.2. Vi sdger att en funktion f : R — R ér linjiar om for varje =,y € R
och tal X\ géller

L flz+y) = f(2)+ f(y)
2. f(Ax) = Af(x).

Alltsa #r f(x) = ax en linjiar funktion. Funktioner som inte &r linjdra kallar vi fér icke
linjiara och de 4r manga fler. T.ex., 4r de elemntira funktionerna, dvs polynom, trigo-
nometriska, exponential och logaritmfunktionerna icke linjdra. Lat oss titta ndrmare pa
f(z) = 2. Det giller att

fla+y) =(@+y?=2+y? + 22y = f(z) + fly) + 22y # f(z) + f(y),

dvs villkor 1. &ir inte uppfyllt och dirmed #r f(z) = z? inte linjir. Inte heller villkor 2. &r
uppfyllt, ty
fQx) = (\a)? = Na2? = N f () # Mf (@)

Motsvarande linjéra funktioner finns i Linjér algebra. Nedan ska vi se vilka dessa dr och
hur de verkar. Vi ska bl.a. visa att linjéra funktioner i Linjér algebra &r en generalisering
av funktionen i (16.2) ovan till flera dimensioner. Det géller faktiskt att

F(eX) = eAX,

dar A ar en matris.
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1 x
Lat e = {e1, e9, e3} vara en bas i rummet och lat Y = | yo | varabildenav X = | 9
Y3 T3
ajl a2 a3
under matrisen A = | a91 a9 as3 |, dvs
a3l as2 ass
Y1 ail a2 a3 T
Y2 = az1 G2z a23 z2
Y3 azy as2 ass z3
eller kortare
Y = AX (16.3)

Vi ser att sambandet i (16.3) dr en regel som till varje vektor eX ordnar en entydig vektor
eY via
ey =eAX. (16.4)

Detta paminner om definitionen av begreppet funktion. Ett samband av typ (16.4) kallas
dérfor en linjar funktion eller en linjar avbildning av rummet samt matrisen A for en
avbildningsmatris.

Allménnare, lat {ej, es,...,e,} vara en bas i ett vektorrum V. Antag att u = eX € V och
v=eY € W.Dair (16.4) ett enklare fall av sambandet:

v=F(u). (16.5)

dér F' kallas en avbildning (eller funktion). Vi séger ocksa att v &r bilden av u under F'
och att w &r urbilden till v. Ofta anvéinds beteckningen

F:V-W

for att tala om att F' dr definierad pa hela V' samt har sina virden i W

Definition 16.3. Lat V, W vara vektorrum och F': V — W en avbildning fran V till
W. Vi séger att F' ar en linjér avbildning om

1. F &r additiv:
Fu+v)=F(u)+ F(v)

2. F ar homogen:
F(Au) = AF(u), AER.

Exempel 16.4. Rotation, spegling och projektion ir nagra exempel pa linjira avbild-
ningar som vi kommer att studera ndrmare ldngre fram. O



16.1 Linjér avbildning 159

Exempel 16.5. Lat v vara en fix vektor. Visa att avbildningen F' given via
F(u) = (ulv)
ar linjar.
Losning: 1. Vi visar forst att F' ar additiv. Av egenskaperna for skaldrprodukt foljer att
F(up +u2) = (w1 + u2)|v) = (u1|v) + (uz|v) = F(ug) + F(usg).
2. Vi visar nu att F' &r homogen:
F(\u) = (Aujv) = A(u|v) = AF(u).
Alltsa F' ar bade additiv och homogen och dérmed linjér. d

Exempel 16.6. Lat e = {ej,es} vara en bas i planet och lat w = z1e; + x2ey vara en
godtycklig vektor i planet. Visa att avbildningen F' &r linjar om

F(u) = F(z1e1 +x2e2) = € < —2z1 + 322 ) '

4:E1 — 53}2

Losning: 1. Vi visar forst att F' ar additiv. Lat wy = aje; + b1es och u = aseq + boey. Da
ar

Ul + Uy = (a1 + az)e; + (b + ba)es.
Vi far att

F(ui +ug) = F((ar +az)er + (b1 +b2)es) = e < —2(a1 + az) + 3(b1 + be) >

4(a1 +az) — 5(b1 + b2)

Av réknelagarna for matriser foljer nu att

F(u1+u2) :§< —2a1 + 3by >+e< —2a9 + 3by

4(11 — 5b1 4(12 — 5b2 ) - F(ul) + F(’U,g)

2. Vi visar nu att F' 4r homogen. Om u = x1e1 + Toeo, sd 4r Au = A\rieq + Axges. Da ar

F(Au) = F(Az1e; + Arzez) = e < —2Az1 + 3Az2 > — e < —2x1 + 32

4)\$1 — 5/\3)2 43}1 — 53}2

) = Artw.

Alltsa ar F' linjar. d
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Exempel 16.7. Lat v vara en fix vektor i rummet. Ar avbildningen
Flu)=(uxv) -u

linjar?

Loésning: Vi har att

Flup+ug) = ((u1+wu2) xv)- (u1 + up)

up X ) uy + (ug X v)-ugp + (U2 X v) - ug + (U1 X v) - uy

(
(
= F(u1)+ F(u2) + (ug x v) - ug + (w1 X v) - ug
# F(u1)+ F(u2).
Vidare giller att
FOu) = Qu xv) - (Au) = A2 (ux v)-u = NF(u) # \F(u).

Alltsa &r F' en icke linjir avbildning pa rummet. O

Exempel 16.8. Lat G vara en avbildning pa rummet som i basen {ej, ez, e3} ges av

13
GleX)=e 3 : (16.6)
To + T3
Undersok om G &r linjar.
ai ag
Losning: Latu=e Xy =e | b; ochv=eXy=e| by |.Vibehover summan
C1 (6]
a as ai + ao
ut+v=e by +e by =e b1 + by
C1 C2 c1+ e
och
aq /\a1
AM=M\e| b =el| Ay
C1 )\Cl

Avbildningen G &r inte linjar, ty
1. Glu+v)#G(u)+G(v) 2. G(A\u) # \G(u).
T.ex., foljer av (16.6) att

)\al )\al . )\Cl )\alcl
GOu)=G le| M =e 22 A b2 # A\G(u).
ey b1 + Acy b1 +c1

|®
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Exempel 16.9. Lat F vara en avbildning pa rummet som i basen {ej, es, e3} ges av
211 + 322
FeX)=e | 4xy —b5x3 | = €Y. (16.7)
T
dir eY &r bildvektorn till urbilden e X under F.
1. Undersok om F' &r linjar.
2. Bestdm bilden av vektorerna ey, e och es.

3. Bestdm bilden F(u) om u = e; + e + es.

4. Bestdm om mojligt urbilden w till bilden F'(u) = 10e; + 10es.

Losning: 1. F ér linjar om F(u +v) = F(u) + F(v) och F(Au) = AF(u). Vi har att

ai + az 2(&1 +az) + 3(b1 + b2)
F(u+'v) = Fle by + by =e 4(b1+b2)—5(61—|—62)
c1 + ¢ b1 + by
2a1 + 3by 2az + 3by
= e 4by — 5 +e 4by — Heo = F(U) + F(’U)
b1 b2
och
Ay 2 a1 + 3\by 2a1 + 3by
FAu)=F |e| A =e| 4\b;1 —5Aey | =AXe| 4by —5er | = AF(u).
/\61 )\bl b1

Alltsa dr F en linjar avbildning. Lat oss titta ndrmare pa hur F verkar pa en given vektor
eX; och speciellt pa koordinaterna X till vektorn. Vi har att

211 + 322 2 3 0 T
F(QX) = e 4:L'2 — 5:L'3 = e 0 4 -5 T2 = QAX
) 01 0 T3

=A

Tydligen finns det till en linjér avbildning F' en avbildningsmatris A sa att bilden eY
ges av

ey =F(eX) =eAX.

2. Vi bestdmmer bilden av basvektorerna, dvs F'(ey), F(e3) och F(es). Vi far enligt (16.7)
att

1 2.143-0 2
Fle)=F|e| 0 ]|]=e|l 4-0-5-0 | =¢| 0
0 0 0
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0 2-04+3-1 3
Fle)=F |e| 1 =e|l 4-1-5-0 | =e| 4
0 1 1
och
0 2-0+3-0 0
F(es)=Flel| O =e| 4-0-5-1 | =e| —5
1 0 0
Dessa ar kolonner i avbildningsmatrisen A till £
2 3 0
0 4 -5
A= 0 1 0
~ =~ =~
=F(e1) =F(e) =F(es)

3. a) Bilden F'(u) ges enligt (16.7) av

1 5
Fluy=F le| 1 =el| -1
1 1

b) Men bilden kan ocksa tas fram med hjélp av bilden hos basvektorerna

2 3 0 5
F(u) = F(ej+eate3) = F(ey)+F(ex)+F(es) =e| 0 |+e| 4 |+e|l -5 | =e| -1
0 1 0 1

c¢) och kanske allra enklast med hjilp av avbildningsmatrisen A:

1 1 2 3 0 1 9
Flel| 1 =eA|l 1 |=e| 0 4 -5 1 |=el| -1
1 1 01 0 1 1

4. Vi soker alltsa en vektor u = e X sa att bilden dr F(u) = 10e; + 10es, dvs

10 23 0 1
e 0 | =F(eX)=eAX=| 0 4 -5 x|,
10 01 O x3
dvs
23 0 1 10 x1 —10
0 4 -5 x2 | = 0 |e| 2 | = 10
01 0 x3 10 x3 8
Ekvationssystemet ovan 16ses med hjélp av Gausselemination eller genom att invertera
matrisen A. Alltsa ar F(e(—10,10,8)") = e(10,0, 10)". O

Anmirkning 16.10. Vi har i exemplet ovan sett att till en linjdr avbildning F' hor en
matris A, sa att bilden av vektorn u = e X &r ges av

F(eX)=eAX.

Vi ska i nésta sats visa att detta géller alltid om F' 4r en linjir avbildning.



