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16.7. Nollrum, virderum och dimensionssatsen

Definition 16.36. Lat F': V — W vara en linjar avbildning.

1. Nollrummet till F' definierar vi som méngden av alla u € V som avbildas pa
nollvektorn, dvs F'(u) = 0. Nollrummet betecknas med N(F').

2. Varderummet till F' definierar vi som méngden av alla bilder v € W, dvs
v = F(u) for nagot w € V. Viarderummet betecknas med V(F).

Exempel 16.37. a) I Exempel 16.14 hade vi en ortogonal projektion P : R? — R? pa
planet W : 2x —y — 2z = 0. Vi sag da att inga andra vektorer &n dem som &r parallella
med normalen, dvs An, avbildades pa nollvektorn, dvs P(An) = AP(n) = 0. Alltsa &r

N(P)={An; Ne R} =[n] och dimN(P)=1.
Vidare giller att eftersom alla projektioner ligger i planet W, sa &r
V(P) = {v = P(u) : u <€ R>?} = mingden av all bilder under P = W.
Vi ser ocksa att dim V' (P) = dim W = 2.

b) I Exempel 16.17 hade vi en spegling S : R?® — R? i planet W. I det hir fallet fanns det
inga vektorer som avbildades pa nollvektorn. Sjdlvklart avbildas alltid nollvektorn pa sig

sjalv. Alltsa ar
N(S)={0} och dimN(S)=0.

Eftersom varje vektor i rummet v &r en spegelbild av nagot u, dvs v = S(u), fér nagot w,
sa giller att
V(S)=R? och dimV(S)=3.

c) I Exempel 16.28 hade vi rotation R moturs en vinkel # kring en axel parallell med es.
Eftersom ingen annan vektor &n nollvektorn vrids pa nollvektorn, sa har vi att

N(R) ={0} och dimN(R)=0.

Varje vektor i rummet dr en vektor vriden moturs vinkeln #, kan man fa urbilden genom
att vridning samma vinkel medurs. Alltsa foljer att

V(R)=R? och dimV(R)=3.
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Exempel 16.38. Lat {e1, ez, e3} vara en ON-bas i rummet och lat F' vara en linjir avbild-

ning med avbildningsmatrisen
1

11
A= 01 -1
11 1
Visa att vektorn

1. u=2e; —ey —e3 € N(F).

2. v=2e; —ey+2e3cV(F).

Losning: 1. Vektorn u = e(2, —1,—1)" € N(F), ty

1 1 1 2
F(u) = F(§(27 _17 _1)t) =€ 01 —1 -1 =0.
1 1 1 -1

Alltsa, vektorn wu ligger i N(F).

2. Bilden v = e(2,—1,2)" € V(F) om det finns en urbild u = eX, sadan att

F(u)=wv
Nu giiller det att
1 1 1 2 3
Fluy=veeAX=e2,-1,2)) [ 0 1 —-1]|-1 |eXx=| -1 ],
1 1 1 2 0

dvs u = e(3,—1,0)". Detta visar att v € V(F). O
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Exempel 16.39. Lat avbildningen F' och matrisen A vara som i Exempel 16.38. Vi har
sett att vektorn u = 2e; — ey —eg € N(F) och v = 2e; — ez + 2e3 € V(F'). Fragor som vi
ska besvara i det hir exemplet dr

1. Finns det fler vektorer &n w i N(F')? Kan vi bestdmma N (F')?

2. Hur ser V(F) ut? Vad beskriver det geometriskt och vad dr dess dimension?

Losning: 1. Nollrummet N(F') bestar av alla vektorer u = eX som under F' avbildas pa
nollvektorn, dvs

Fluy=0& F(eX)=0<eAX =04 AX =0.

Loser vi ekvationssystemet far vi

1 1 10 2
AX =0« 01 =110 s X=t| -1
1 1 110 -1

Vi ser alltsa att N(F') spédnns upp av endast vektorn u = e(2, —1, —1)t. Detta betyder att
dim N(F') =1 och att N(F') dr en rét linje genom origo, se Figur 16.40.

2. Vi har definierat V (F') som méngden av alla bilder v under F', dvs méngden av alla v for
vilka det finns en urbild w, dvs om F'(u) = v. Om urbilden dr u = eX = z1e1 +x2e2+ x3€3
och bilden &r v = eY, sa giller att

v=F(u) & v=F(xie; +xoey + x3e3) & v=1x1F(e1) +x2F(ez) + z3F(e3). (16.11)

Vi ser att bildvektorn v € V(F') dr en linjarkombination av bilden av basvektorerna F'(e;),
F(e2) och F(e3). Eftersom vektorn v ar godtycklig i V(F') foljer att

V(F) = [F(e1), F(ez), F(e3)].

Lat oss undersoka om vektorerna &r linjart beroende eller inte. Det géller att

1 1 110
/\1F(61) +)\2F(62) +/\3F(63) =0 0O 1 —-110
1 1 110

Losningen till detta system &r saledes Ay = 2t, Ay = —t och A3 = —t. Vi har alltsa
1
2tF(el) — tF(el) — tF(el) =0< F(el) = §(F(62) + F(63))

Vi ser nu att dimV(F) = 2 och underummet V(F) = [F(e2), F(e3)] &r ett plan genom
origo, se Figur 16.41. En normal till detta plan &r t.ex.

€1 €y €3 1
F(es) xF(es)=| 1 1 1 |=e 0
1 -1 1 -1

Geometriskt #r underrummet V (F) = {u € R?: z; — x3 = 0}, se Figur 16.42. O
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Figur 16.40.
I €
3
e2
F(u)=0 €
N(F) = [u]
Figur 16.41.
F(e,)
F(e,))
Fle,)=(F(e,) + F(e,)/2
Figur 16.42.

Fe,)=(1,1,1)

F(e,))=(1,-1,1)

V(F)=[F(e )-F(e,)]={u 0 R% x —x,=0}
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Vi sag i uttrycket (16.11) i exemplet ovan att varje bildvektor i virderummet till en linjir
avbildning &r en linjarkombination av bilden av basvektorerna. Detta &r bl.a. innebérden
av nasta sats.

Sats 16.43. Antag att F': V — W &r linjér.
1. Nollrummet N(F') dr ett underrum av V.

2. Viarderummet V(F) dr ett underrum av W.

3. Om V = [e1,eq,...,e,] sa V(F) = [F(ey), F(ez2),...,F(ey)]

Bevis: 1. Lat uj,ug € N(F) CV, dvs F(u1) = F(u2) = 0. Da géller att
F(u1 —I—UQ) :F(ul) —I—F(UQ) =0

och
F()\ul) = )\F(ul) = 07

dvs uy + ug € N(F) och Auy € N(F). Darmed ar N(F') &r ett underrum i V.

2. Om bilderna vy,vy € V(F) C W, sa finns det urbilder uy,us € V, sa att v; = F(uq)
respektive
vy = F(u2). Det foljer att

V1 + vy = F(ul) —I—F(UQ) = F(U1 +u2),
dvs v1 + vy € V(F) samt att
/\’1)1 = )\F(ul) = F(/\ul),

dvs Avp har urbilden Auq, dvs Av; € V(F). Vi har ddrmed visat att V(F) dr ett underrum
iW.

3. Lat u = z1e; + x9es + - - - + xpe, vara en godtycklig vektor i V' med bilden v under F,
dvs F(u) = v. Da géller att

v = F(u) = F(mlel + x0€9 + -+ - + :L'nen) = :L'lF(el) + :L'QF(GQ) + o+ :L'nF(en),

dvs varje v € V(F) ér en linjirkombination av méngden {F(e;),..., F(e,)}. Vi har alltsa
visat att V(F') = [F(e1), F(ea),..., F(e,)]. O
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Vi har i exemplen ovan ocksa sett att det finns ett samband mellan dim N (F") och dim V' (F')
och nésta sats bekréaftar detta.

Sats 16.44. Dimensionssatsen: Antag att F': V — W &r linjar. Da géller att

dim N(F) +dimV(F) = dim V.

Bevis: Antag att dimV = n och att {ej,es,...,e,} &r en bas i V. Antag ocksa att
dim N(F) =k och att {ej1,ea,...,ex} dr en bas i N(F). Vi vill visa att

dim V(F) = dim V — dim N (F).

Enligt Sats 16.43, sa giller att

Eftersom
F(el):F(e2) ::F(ek‘)207

foljer att
V(F) = [F(ex+1), F(egs2), ..., F(en)]. (16.12)

Vi visar nu att méngden i (16.12) som spénner upp V(F') &r linjirt oberoende, ty
Aot1F(ep1)+ Ak 2 F (€p2)+ -+ AnF(€r) = 0 & F(Api1€pp1+Akr2€p 12+ - ~+Anen) = 0,

dvs eji1,€ki2,...,e, € N(F), vilket dr en motsigelse. Méangden av (n — k) vektorer
{F(eg+1), F(ex+2),...,F(en)} 1(16.12) som spénner upp V(F') ar alltsa linjart oberoende.
Déarmed ar

dimV(F)=n—k=dimV — dim N(F),

dvs
dim N(F) +dimV(F) = dim V.



16.7 Nollrum, viarderum och dimensionssatsen 183

Exempel 16.45. Den linjédra avbildningen F' har i standardbasen matrisen

1 -1 1
A= 1 -1
0 01

Bestdm en bas for underrummen N (F'), V(F) och N(F) NV (F). Avgor ocksa
om (1,4,2) € V(F)?

Loésning: 1. Nollrummet N (F') &r alla w = eX som under F avbildas pa nollvektorn, dvs
Fluy=0< F(eX)=0<eAX =0 AX =0.

Vi loser ekvationssystemet

1 -1 110 1
AX=0& 1 -1 —-110 S X=t|1
0 0 110 0

Alltsé spinns N (F) endast upp av vektorn u = e(1,1,0)", dvs N(F) = [(1,1,0)"] &r en riit
linje geonm origo med dim N (F') = 1.

2. Dimensionssatsen
dim N(F) + dim V(F) = dim R?

ger att dim V(F') = 2. Eftersom V(F') spanns upp av bilden av basvektorerna,
V(F) = [F(e1), F(e2), F(e3)]

maste en bildvektor bort da den &r linjirkombination i de évriga. Det far bli F'(e2) som &r
parallell med F(ep). Alltsa har vi att

V(F) = [F(el)vF(eZS)] = [(17 1’0)t’ (1’17 1)t]

som &r ett plan genom origo. Normalen till V(F) ges av (1,1,0)" x (1,1,1)" = (1,—1,0)",
sa att
V(F)=[(1,1,0), (1,1,1)] = {u € R®: 21 — 3 = 0}.

3. Snittméngden N(F') NV (F) bestar av alla vektorer som ligger i bade N(F') och V(F).
Eftersom N (F) = [(1,1,0)"] och (1,1,0)" € V(F), sa a&r N(F)NV(F) = [(1,1,0)"].

4. Vektorn (1,4,2)" ¢ V(F) ty den satisfierar inte ekvationen 2; — x5 = 0. O



