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Vi sétter
z(t) = T 'y(t) dvs y(t) =T=z(t)

och far
y'(t) = Ay(t) & y'(t) = TDT 'y(t) & T~ 'y'(t) = DT 'y(t) & 2/(t) = D=(t).

Med matrisen D insatt i systemet ovan far vi

24 () 6 0 0 z1(t) 24(t) = 62(t)
Zt)=Dz(t)e | 20t | =0 12 0 2(t) | &< 2(t) = 122(t)
25(t) 0 0 18 23(t) 25(t) = 18z3(t)

Differentialekvationssystemet har l6sningen

21(t) = €%
2t) = cpet?
23(t) = czet®

dér ¢y, c2 och c3 ar konstanter. Losningen till ursprungliga systemet blir ddrmed

yi(t) 1 -1 1 cre
yt)=Tz(t)= | »t) |=| 1 0 -2 ce'? . (21.9)
ys(t) 1 1 1 cset®
Losningen kan ocksa ges pa formen
1 -1 1
yt)=c1 | 1 | ef+c 0 |e*+c —2 | et
1 1 1

eller da komponentvis

t

6t 12t 18t 6t 18 6t 12¢ 18t
yi1(t) = c1e” — e + eze ™, ya(t) = cre” — 2e3e™,  ys(t) = c1e™ + coe

+c3e .

For den speciella 16sningen som uppfyller begynnelsevillkoret sétter vi in ¢ = 0 i l6sningen
ovan. T.ex. sétter viin ¢t =01 (21.9) och far

1 -1 1 C1 36 C1 13
1 0 -2 co | = 9 1| 2 | =1 —21
1 1 1 C3 —6 C3 2

Speciella 16sningen &r alltsa

y1(t) = 13e%21e' 4 218 g (t) = 135 — 4e!® y(t) = 13¢5 — 212 4 2¢18¢,
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Exempel 21.4. Bestam alla l6sningar till systemet

{yi(t) = 2uy(t) — 6y2(t)
yot) = —2y1(t) — 2ya(t).

Bestédm den speciella 16sning som uppfyller y;(0) = 4 och y2(0) = 8.

. . . 2 -
Losning: Systemet kan skrivas y' = Ay, dir A = ( 9 _g .
Eftersom matrisen inte dr symmetrisk kan vi inte anvéinda spektralsatsen som garanterar att
A ar diagonaliserbar. Matrisen A har egenvirdena A1 = —4 och Ay = 4 med egenvektorerna

v1 = (1,1)" och vy = (3, —1)". Eftersom v och vy #r linjirt oberoende siger Sats 18.15 att
A ir diagonaliserbar, dvs A = TDT~!. Substitutionen y = T’z ger att

= —4z (t)

/
y’:Ay@y’:TDT_1y<:>T_1y’:DT_ly@)z’:Dz<:>{ Z}(t) 4o (1)
2

I\
[\
—~

~
~—

som har 16sningen z; = 0267415, 29 = coett. Allmiin 16sning ér alltsa y = Tz, dvs
Y1 = cre ¥ 4 36264t, Yo = cre” ¥ — et

Speciella 16sningen &r y; = 7e 4 — 3¢t och yp = Te H + . O
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21.2. Begynnelsevirdesproblem

Nedan ska vi ta hinsyn till att ett begynnelsevillkor hor ocksa till systemet av differenta-
lekvationer.
Losning (21.6) till det frikopplade systemet (21.5) kan vi skriva pa matrisform

Zl(t) = CleAlt () 0 0 C1
29(t) = et & ZQ(t) et 0 co
z3(t) = ezt z3(t) 0 et cs
0
Lat oss titta ndrmare pa diagonalmatrisen )‘Qt 0 . Maclaurinutveckling ger
e)\3t
)\2 2
14+ Mt+ —— 0 0
Mt 0 + At + o + -
Aot )\2t2
0 ™ 0 = 0 L Aot + - 0
0 0 est A2¢2
0 0 1+)\3t—|—7+--~
100 M 0 0 2 Moo o0
= |01 0 |+t 0 X 0 +§O)\§0 +
00 1 0 0 X "\ 0 0 A
12
= E+tD+§D2+
- ‘
Detta motiverar féljande definition
0
)\Qt 0
e}\3t
Med denna definition kan 16sningen (21.7) skrivas
y(t) =TePe. (21.10)

Vidare géller att eftersom
A=TDT™ ', A2=TD?*T ', A>=TD3T', ... A" =TD"T!
for varje heltal n, sa far vi om vi multiplicerar
t2
=E+tD+5D%+ -,
med T och 77! fran viinster respektive hoger att
2
TPT™' = TET™' 4+4TDT' + ETD2T_1 S
t2 '
= E+tA+ 5A2 +

=
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Alltsa géller att
et =Tt

Vi sammanfattar resultaten i det har avsnittet:

Sats 21.5. 1. Den allmiinna losningen till y' = Ay, ges av
y(t) = crv1e™! + covae? + cavzest, (21.11)

eller
y(t) = TetPe.

2. Losningen till begynnelsevirdesproblemet y'(t) = Ay(t), y(0) = y,, ges av
y(t) = ey, (21.12)

eller
y =TePT 1y, (21.13)
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21.3. Inhomogena linjira system

Vi har i forra avsnitt hirlett en teori fér begynnelsevéirdesproblemet
{ y'(t) = Ay()
y(0) = o

dér A &r en diagonaliserbar matris. Vi kunde ocksa visa i (21.12) att losningen till detta
problem ges av

y(t) = etAyo-

Denna teori kan generaliseras till inhomogena system av differentialekvationer

{y'(t) = Ay(t)+ f(t)
y(0) = 1y

Man kan faktiskt folja stegen (21.3)-(21.12) i forra avsnittet och hérleda 16sningen

t
y(t) = My, + / A £ (7 dr.

0
Exempel 21.6. Los { zzgg z izigg : g;it()t) T dér y1(0) =1 och y2(0) = 0.
Losning: Vi skriver systemet pa matrisform y'(t) = Ay(t) + f(t), dir f(t) = 25 ) och
A= < i :zl)) ) dr diagonaliserbar med D = ( (1) _g ) och T = ( 1 le ) Vi far att

1 [ de! —e2 et 42 1 1/ det —e 2
_ tA, _ o tDp—1, _ L 1
yu(t)=eyy=Te"T y0_3<4€t_e2t _et+462t)(0> 3<4et_462t>'
Vidare géller att
Alt—) L1 4etT — 2T _etT g o7 2(ET) 0\ 1[ —ete2tt3r
€ f(T) ) t— —2(t-7) t— —2(t—7) T Y t —2t+31 )
3\ 477 —e¢ T —e" T +4e T e 3\ —e' +4e

samt

K 1 —3tel + et —e
g A(t_T) = —
yP(t) A e -f(T) dr 9 ( *3t€t 4 4et o 4672t ) :

Den allménna 16sningen ges ddrmed av

1 [ —9te’ + 13’ — 42
) =0+ wp) = 5 (i Tl T ).

dvs y1(t) = (—9te’ + 13e’ —4e2")/9 och yo(t) = (—3te! + 16¢' — 16e2)/9.
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21.4. System av hogre ordning

Vi har i tidigare avsnitt studerat linjéra system av forsta ordningens differentialekvationer.
Teorin vi hérledde déir kan faktiskt utan storre bekymmer komma att gélla dven linjara
system av hogre ordningens differentialekvationer. Vi ska nedan beskriva kort t.ex. hur
sviangningsproblem som beskrivs av andra ordnings linjéra system kan losas.

Exempel 21.7. Betrakta begynnelsevéirdesproblemet

y'(t)+ Ay(t) = 0
y(0) = y, (21.14)
y’(O) = Y

dér A dr en nxn positiv matris. Sadana matriser &r diagonaliserbara med positiva egenvéirden
)\? >0, j=1,2,...,n. Detta betyder att vi kan skriva diagonalmatrisen pa formen D? och
dirmed giller att A = TD?*T~'. Sitter vi z(t) = T 'y(t) kan ekvationen skrivas pa formen

y'(t)+Ay(t) =0 & y'(O)+TD*T 'y(t) =0 T y"(t) + D’ T 'y(t) =0
& 2'(t)+ D*z(t) = 0.
Komponentvis betyder detta att
" 2 _ L
zi(t) + Aj2(t) =0, j=1,2,...,n

med 16sningen
Zj (t) = aj cos \jt + (3 sin Ajt.

Nu kan vi ga tillbaka och 16sa ut y(t) = Tz(t) samt med hjilp av begynnelsevillkoren
bestdmma de obekanta konstanterna «; och 3, j =1,2,...,n.

Anmairkning 21.8. 1. Inhomogena ekvationer
y'(t) + Ay(t) = f(t)
behandlas pa samma sétt som ovan.

2. Andra ordningens system av typen n xn i (21.14) kan reduceras till ett 2n x 2n system

av forsta ordningen
{ Y'(t)+AY(t) = 0

genom att sitta

och

0 E
=(40)

déir E dr en n X n enhetsmatris. En f6ljd av denna omskrivning #r att matrisen A inte
behover vara diagonaliserbar och ddrmed kan inte heller teorin ovan anvéindas utan
vidare.



