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20.2. Andragradsytor

Lat oss titta pa motsvarande situation i rummet.Aterigen 14t e vara en ON-bas, Q en
kvadratisk form, och ¢ en fix konstant. Méngden av punkter vars ortsvektorer u uppfyller

Q(u) = Q(x1e1 + w2e3 + x3€3) = Z Z ajRT;Tp = C
j=1k=1

beskriver en andragradsyta som kan vara en ellipsoid, en enmantlad, tvamantlad
hyperboloid eller kon. For att avgora detta gar vi 6ver till den kanoniska basen dar @) far
foljande utseende

Qu) = Qi f1 +vyafa+ysfs) = Myl + days + Asp3 = c.
1. Om Ay >0, Ay > 0, A3 > 0, och ¢ > 0, sa ar kurvan en ellipsoid.
2. Om A1 >0, Ay > 0, A3 <0, och ¢ > 0, sa &r kurvan en hyperboloid

3. Om A1 >0, Ao >0, A3 <0, och ¢ =0, sa &r kurvan en kon.

Figur 20.15.
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Observera: Om ett egenvérde dr noll sa &r kurvan en cylinder. T.ex., om A\; = A9 =1
och \3 sa beskriver kurvan y? + y3 = ¢ en rak cylinder med symmetriaxeln parallell med
ys-axeln.
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Exempel 20.16. Lat d vara avstandet fran en punkt pa ytan som i en ON-bas e i rummet
ges med ekvationen 730% + 53@% + 630% —4xr1x3 — dxows = 1.

1. Tolka ytan.

2. Vilka virden kan d anta?

3. I forekommande fall ange de punkter dér d antar sitt storsta respektive minsta vérde.

Losning: 1. Vénstra ledet i ekvationen kan skrivas pa matrisform

7 0 =2
723 + 523 + 6235 — dryxs — draxwy = XTAX, dir A= 0 5 -2
-2 -2 6

ar en symmetrisk matris. Egenvérdena till A &r Ay = 3, Ao = 6 och A3 = 9 med tillhérande
1 1

1
ortonormerade egenvektorerna f; = 5(1,2,2)"/, fa= 5(2,—2,1)"/, och f3 = 5(2,1,—2)"/.
Infér vi nu en ny ON-bas bestaende av egenvektorerna, dvs en kanonisk bas, sa kan ekva-
tionen skrivas

By% +6y% +9y§ =1

som &r en ellipsoid.
2. Vi soker storsta och minsta virde pa d? = y3 + y5 + y%, da 3y? + 6y5 + 9y§ =1. Da vi
soker bestimma storsta virdet dr termen y? med minst koefficient som ir mest intressant.

1
Vi lser ut y7 = §(1 — 6ys — 9y§) och siitter in den i d?. Det foljer att
2 2 2 2 1 2 2 2 o 1 2 2 _ 1
d =11 +y2 +y3 = 5(1—6y2—9y3) +y2—|—y3 = g—y2—2y3 < g
Nar det giller att soka minsta vérdet ar y§ med storst koefficient som &r mest intressant.

1
Vi loser ut y% =— (1 — 3y% — 6y§) och sétter in den i d2. Vi far

9
1 12, 1., 1
=+t =i+ +(1-3y—6y3) = -+ 27 + 205 > -
9 g 3T 32=g
1 1 1 3 3
Allisa ir o < d® < 5, dvs 5 <d < ‘3[ Stérsta virdet pa d fas alltsa i i*?{u,o,o) i den

nya basen och i den gamla i

12 2 1 1
1
X:TY:i??) 2 —2 1 0 :i\f 2 |,
2 1 -2/ \o 2

11 1 2 2 0 1 2
X:TY:igg 2 =2 1 0 ::t§ 11,
2 1 -2 1 -2

1
dvs i§(2, 1,—2) i den gamla basen. O



