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10.4. Linjira holjet

Definition 10.37. Mingden av alla linjirkombinationer av M = {v1,v,...,v,} i ett
linjért rum V kallas for linjira héljet av M och betecknas [M], dvs

M ={ueV: u=X v+ Xvs+ -+ \v,}

eller
[v1,v2,..., 0] ={uw €V : u=ANvi + Ava + -+ \v, }

Anmérkning 10.38. Linjéra holjet [M] av en méngd M = {vi,vs,...,v,} C V ér ett
underrum i V. Om uy, us € [M], sa géller att

up = v+ Ava + -+ Aoy

och
U2 = (101 + HU2 + - + UpUnp.

For summan géller att
up +ug = (A + pp)vr + Ae+ p)vg + -+ (A + pin) vy, € [M]
och for multiplikation med ett reellt tal p géller att
puy = pA 1 + pAovs + - - + pAv, € [M].

Alltsa dr [M] ett underrum i V. O

Exempel 10.39. Lat v, och vy vara tva vektorer i R2. Da géller att

1. Holjet
le[’Ul]:{UGR32 u:)\'ul}

ar en linje genom origo med riktningsvektorn wv;.
2. Om wv; och vy inte dr parallella, sa ar holjet
Wy = [v1,v9] = {u € R®: u= \v; + \wy}
ett plan genom origo med riktningsvektorerna v och vs.
3. Om v och vs &r parallella, dvs vy = tvy, sa ar holjet

Wy = [Ul,’Ug] = {U eER?: u= AU + Aqvg = ()\1 + )\275) v = )\'Ul} = [’Ul]
——
=)

en linje genom origo med riktningsvektorn vj. O
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Exempel 10.40. Betrakta mingderna M; = {v; = (1, —1,0)",v5 = (1,0, —-1)'} € R3 och
My = {w;y = (2,-1,-1)}, wy = (0,—1,1)"} € R?. Visa att M; och My spénner upp samma,
linjéra holje, dvs [M1] = [Ma].
Losning: Alternativ 1. Vi visar att [M;] = [Ms] genom att visa att

a) M ligger i Moy, dvs [M;] C [Ma).

b) My ligger i My, dvs [Ma] C [My].

a) Vi har att vy dr en linjirkombination av My = {w1, w2}, ty

2 0 1
A o= 1/2
vi=Mw +Fhow s | -1 —-1|-1 | < { Al B 1;2
-1 1] 0 2=
Pa samma sitt kan man visa att

1 1 1 1 2 1 0

02:§w1—§w2© 0 :E -1 —5 -1

-1 -1 1

dvs vg &r ocksa en linjdrkombination av M. Alltsa dr [M;] C [Ma].

b) Pa samma sétt som i a) kan man visa att
wi = v + V2

och
w3y = V] — Uy,

dvs w; och wy &r linjirkombinationer av M = {v1,va} vilket visar att [Ma] C [M;].
Eftersom vi har visat att [M;] C [Ma] och [Ms] C [My], sa har vi visat att [M;] = [Ma].

Alternativ 2. Bade [M;] och [Ms] &r plan genom origo dér [M;] spénns upp av riktnings-
vektorerna vy och vy och [Ms] spénns upp av w; och wsy. Normalerna till [M;] och [M]
ges av
el €9 €3
np=vyxve=| 1 -1 0|=(11,1)*
1 0 -1

respektive
Ny = W1 X Wy = (1, 1, 1)t.

Vi far alltsa att
[Mi] ={x € R’ : @1+ a2+ a3 =0} = [Mo].
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Exempel 10.41. Miingderna M; = {(1,1,0)*, (0,1,1)"} och My = {(1,0,0)%,(1,1,0)*, (1,1, 1)"}
ar givna. Ar [M;] = [M>]?

Loésning: Holjet [M] ér ett plan genom origo som spinns upp av vektorerna (1, 1,0), och
(0,1,1)". Vidare &r méngden M, linjirt oberoende, ty systemet

1 1 1 0
MO J+X|l 1 |+X] 1 ]=]0
0 0 1 0

har endast den triviala 16sningen A\; = A2 = A3 = 0. Detta betyder att méngden My spénner
upp R3 och diirmed ér [My] = R3.

Alltsa kan inte underrummen [M;] och [My] vara lika. O

Foljande resultat visar att vi kan ta bort en linjirkombination ur en mingd utan att
méngdens holje fordndras.

Sats 10.42. Antag att v, &r en linjirkombination av méngden
M = {'vlana cee )'vnfl}
och lat méngden M = {vi,vs,...,v,}. Da ér

[M] = [M].

Bevis: 1. Vi visar [M’] C [M]: Eftersom varje element w i [M'] &r av typen
U= ANV + Avo+ - Ap_1Up_1,

s& dr detta ocksa ett element i [M]. Alltsa [M'] C [M].

2. Vi visar [M] C [M']: Antag v,, ér en linjirkombination av de 6vriga, dvs
Vp = 1U1 + U2V2 + -+ fn—1Un—1.

Om u € [M], sa géller att

U = q1U] + oV + - Qp_1Upn—1 + QpUy
= QU1 + QU2 + - Qp_1Un—1 + QpU1V1 + [2V2 + - - Un—1Vn—1
= (1 +pm)vr+ (a2 + p2)vz + - (@1 + pn-1)Vn-1
= )\1’01 + )\2’02 + -+ )\nfl’vnfl,
diir \p, = o + ks, k= 1,2,...,n — 1. Alltsa &r u € [M'].

Eftersom bada [M'] C [M] och [M] C [M'] géller sa &r [M] = [M']. O
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Exempel 10.43. Betrakta mingden M = {(1,1,0)%,(0,1,1)!,(2,5,3)'} ¢ R?,
Utred den geometriska tolkningen av det linjira holjet [M].

Losning: Det ar inte sikert att alla vektorer i M behovs for att beskriva underrummet
[M]. Enligt Sats 10.42 kan vi ur M stryka onddiga linjirkombinationer utan att [M|] dndras.
For att ta reda pa linjirkombinationer undersoker vi linjirt beroende hos M. Systemet

A (1,1,0) 4+ Xg(0,1,1)" + \3(2,5,3)" =0 (10.5)
har 16sningen A} = 2, Ao = 3 och A3 = —1. Alltsa &r M linjért beroende och minst en av
vektorerna &r en linjirkombination i de ¢vriga. Med Ay = 2, Ao = 3 och A3 = —1 insatta

i (10.5) far vi linjirombinationen
(2,5,3)" =2(1,1,0)" +3(0,1,1)". (10.6)

Vi skulle alltsa kunna stryka (2,5,3) ur M utan att [M] dndras. Lat oss titta lite nirmare
pa detta. Med hjélp av linjirkombinationen i (10.6) far vi

M] = [(1,1,0)%,(0,1,1)%,(2,5,3) ] = {u € R*: w=p1(1,1,0)" + p2(0,1,1)" + p3(2,5,3)"}
= {ueR?: uw=yp(1,1,0)" + p2(0,1,1)" + pu3(2(1,1,0)" + 3(0,1,1)")}
= {ueR’: w=(um+2p3)(1,1,0)" + (2 + 3u3)(0,1,1)"}
= {\1 =1+ 2pus, Ay = g + 3uz}
= {uweR®: uw=X\(1,1,0)" + X\2(0,1,1)"}
= [(1,1,0)%,(0,1,1)

dvs [M] =[(1,1,0),(0,1,1)"]. Allts& #r underrumet [M] ett plan genom origo med
riktningsvektorerna (1, 1,0)" och (0,1,1)". O

Exempel 10.44. Hyperplan. Vi sag i Exempel 10.35 att den givna méigden dér bestaede
av fyra vektorer spénner upp hela RY., dvs

[Ul = (17 17 17 1)157,02 = (17 717 17 71)t7,U3 = (17 17 717 71)t7,U4 = (17 717 717 1)t] = R4'

I det hir exemplet vill vi underscka vad tre av dessa vektorerna spanner upp och forsoka
ge en geomtrisk tolkning at detta. Vi vill alltsa studera ndrmare det linjara holjet

U=[vy=(1,-1,1,-1)",v3=(1,1,-1,-1)" vy = (1, -1, -1,1)".

Lésning: Vektorn u = (21, x2, x3, 1:4)t € U om det finns tal Ag, A3 och Ay, sa att

1 1 1|2 1 11 1

. -1 1 —1] 29 0 2 0 9 + T1
U= Az + Agvg + My & 1 -1 —1|x3 < 0 0 O|zy+x2+2a3+ 24
-1 -1 1|z 0 0 2 T4+ 21

¢ skall fa tillhdra U sa maste dess koordinater uppfylla

Alltsa for att w = (z1, 2, 23, 4)
ekvationen

r1+ 29+ a3+ 24 =0.
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Vi skulle ddrmed kunna uttrycka U via en ekvation, dvs
U= ['112,’03,1)4] = {u = (xl,arg,xg,x4)t S R4 P X1+ a0 +x3+ 214 = 0}.

Det &r sjélvklart inte ldtt att ge en geometrisk tolkning at U i R*. Ett sétt fir att anvinda
samma terminologi som i R3, dér vi kallar en ekvation av typen

Axi+ Bxo+Cax3+D =0
for ett plan. En ekvation i R* av typen
Ax1+Bro+Cx3+Dxys+FE =0
kallar vi for hyperplan. I det hiar exemplet &r U ett hyperplan genom origo. (]

Exempel 10.45. Snittet mellan méngderna U och V' &r méngden av alla gemensamma
vektorer som ligger i bade i U och V' och som vi betecknar U N V. Antag att U &r under-
rummet i Exempel 10.44:

U={u=(z1,09,73,24) €RY: 21 + 29+ 23 +24=0}

och
V ={u= (21,20, 23, 24)' € R*: 21 — 29 + 23 — 24 = 0}.

Vi vill bestdmma U NV som da ges av

UNV ={u=(z1,20,23,24)  €ER*: 21 + 20+ 234+ 24 =0, 71 — 29 + 23 — 24 = 0}

Lésning: For att en vektor u = (21, 22, 3, ZL’4)t € R* ska ligga i bade i U och V kriivs det
att dess koordinater x1, x2, x3 och x4 satisfierar bada ekvationerna samtidigt, dvs

r1+T2+x3+24 = 0 o T1+x2+x3+2s = 0
r1—T9+axz3—x4 = 0 —2x9—2x4 = 0
Sétter vi ¢4 = ¢t och x3 = s sa far vi att 29 = —t och 1 = —s. Vi far diarmed att

vektorerna som ligger i snittet U NV dr av typen u = s(—1,0,1,0)" + £(0, —1,0,1)". Alltsa
arUNV =[(-1,0,1,0)%,(0,-1,0,1)"].



