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16.10. Projektioner och speglingar med basbyte

Exempel 16.53. Vi bestimmer nu den ortogonala projektionen P pa planet
W: 2x—y—2z=01iExempel 16.14 genom basbyte.

Loésning:

Figur 16.54.

w

Lat {e;, e, e3} vara en ON-bas i rummet. Eftersom normalen avbildas pa nollvektorn later

2
vi den forsta nya basvektorn med ldngd 1 vara f; = 3 el —1 | LW (ortogonal mot ).
-2
Vi véljer den andra basvektorn f, ortogonal mot f; och ocksa med langd 1. Vi tar t.ex.
2
1
fo= 3€ 2 | || W (parallell med W).
1

Till sist véljer vi den tredje basvektorn f || W ortogonal mot bade f; och f4 och dessutom
med lingd 1. Vi maste ocksa se till att f3 véljes pa ett sadant sétt att vi far ett positivt
hoger orienterat system. Dérfor later vi

1 1 (A1 €9 €3 1 1
f3:f1><f2=§'§ 2 -1 -2 =3¢ -2
2 2 1 2

1
Bassambandet ges alltsa av f = eT', dir T' = 3 —1 2 —2 | &r ortogonal.
-2 1 2
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Vi projicerar nu f{, f, och fj:

0
P(fi) = 0 = 0-f14+0-fo+0-f3 = f| 0
0
0
P(fy) = fo = 0-f1+1-f,4+0-f3 = f| 1
0
0
P(fs) = f3 = 0-f1+0-fo+1-f3 = f| O
1
000
Avbildningsmatrisen i basen f &r alltsa A f= 010
0 0 1
Sambandet mellan avbildningsmatriserna ger att avbildningsmatrisen i basen e ges av:
1 5 2 4
Ae:TAth:§ 2 8 -2
4 -2 5

Vi kan nu visa foljande egenskaper hos en ortogonal projektion pa ett plan.

Anmirkning 16.55. Antag att P dr en ortogonal projektion pa ett plan och att en ny
ON-bas f viljes, dir f; ér parallell med normalen samt f, och f3 parallella med planet,
jfr med Exempel 16.53, sa giller att

0 0O
1. A f= 0 1 0 | ar symmetrisk.
0 0 1

2. Ae ar symmetrisk, ty

A = (TAfT") = (Tt)tAtht =TA;T' = Ae

3. det Ae = det(T) det(Af) det(T") = det(Af) =0
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Exempel 16.56. Bestdm speglingen i planet W : 2z —y — 2z = 0 i Exempel 16.17 med
hjélp av basbyte.

Lésning: Som en ny ON-bas fér problemet tar vi den vi tog fram i Exempel 16.53, dvs
2 1 2 1 1

el -1 | LW, fo=-e| 2 ||[[Woch fs=-e| —2 | || W. Dédrmed har vi
-2 3 1 3 2

samma 7. Bilden av den nya ON-basen blir S(f,) =—f, = f , ty normalen speglas

o O =

0
pa motsatt riktning, S(fy) = fo = f | 1 | ty en vektor i planet W speglas pa sig sjélv,
0
0
och S(f3) = f3=f| 1 | aterigen en vektor i planet W som speglas pa sig sjélv.
0

O = O

-1 0
Avbildningsmatrisen i den nya basen f 4r da A f= 0 0 | och i den gamla basen
0 1

1
Ae:TAth:% 4 7 —4
8

Anmirkning 16.57. Om Ae #r matrisen till en spegling, sa ar

1. Ae symmetrisk.
2. det Ae = det(T) det(Af) det(T%) = —1.

3. det A2 = F, diir E #r enhetsmatrisen.
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Exempel 16.58. Bestim ortogonala projektionen pa den riita linjen L : #(1,2,—2)" i
Exempel 16.19 genom basbyte.

1
1
Losning: Vi byter till en lamplig ON-bas till problemet. Lat f; = 3 e 2 |. Da géller
-2
att
1 1 2
P(fi)=f1=1-f1+0-fo+0-f3=Ff1 0 .Véiljt.ex.f2:§g 1
0 2
0
Da far vi att P(fy) =0=0-f,+0-fo+0-f3=Ff| 0 |. Till sist later
0
€1 e e3 2
11 1
fnglezzgg 1 2 -2 =3€ —2
2 1 2 -1

0
0
0
1 1 2 )
Bassambandet ges alltsa av f =eT', dir T' = 3 2 1 ar ortogonal.
2 2

100
Avbildningsmatrisen fér projektionen P i basen f &r alltsa A f= 0 00
0 00
Sambandet mellan avbildningsmatriserna ger att avbildningsmatrisen fér projektionen P i
basen e ges av:
1 1 2 =2
Ae:TAth:§ 2 4 —4
-2 —4 4

Observera: Ae dr symmetrisk och

det Ae = det(TAth) = det(T") det(Af) det(T") = det(Af) = 0.
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Exempel 16.59. Bestdm speglingen i den rita linjen #(1,2, —2)" i Exempel 16.21 genom
att byta bas.

Losning: Enda skillnaden mot ovan &r att S(fy) = —fy och att S(f3) = —fs. Detta
1 0 0
betyder att A f= 0 —1 0 | och ddrmed ges avbildningsmatrisen for speglingen S i
0 0 -1
basen e av
1 -7 4 —4
Ae:TAth:§ 4 -1 -8
—4 -8 -1

Observera: att dven hir dr Ae dr symmetrisk men att

det Ae = det(TAth) = det(T") det(Af) det(T") = det(Af) =1.



