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18.2. Diagonalisering

Lat F vara en linjér avbildning pa ett n-dimensionellt linjart rum V som har matrisen A

i basen {ej,ey,...,e,} for V. Vi har i Sats 18.8 sett att om F har en bas av egenvektorer
{v1,v9,...,v,}, sa ges matrisen f6r F i denna bas av en diagonalmatris

MO - - -0

0 X - - -0

o o 0 - - -0

0 0 - - - A\
Lat T vara transformationsmatrisen vid basbytet fran den gamla basen {ej, e, ..., e,} till
den nya basen {vi,vs,...,v,}. Da giller enligt sambandet 16.20 for avbildningsmatriser

att matrisen for F' i den nya basen ges av
T'AT =D & A=TDT™"

Vi sédger da att T diagonaliserar matrisen A. Vi sammanfattar

Sats 18.15. 1. A &r diagonaliserbar < det finns en inverterbar transforma-
tionsmatris T och en diagonal egenviardesmatris D, sa att

A=TDT! 2N D=T71AT.

2. F har en bas av egenvektorer < matrisen A dr diagonaliserbar.

Foljande sats ger ett tillrackligt villkor for existensen av bas av egenvektorer.

Sats 18.16. 1. Om F : V — V é&r linjar och vy, ve,...,v, ir egenvektorer med
skilda egenvirden Ai, A2, ..., Ay, sa dr vj:na linjért oberoende.

2. Om dimV = n och F har n skilda egenvirden sa har V en bas bestaende av
egenvektorer till F'.

3. Om dim V' = n sa har F hogst n skilda egenvirden.

Bevis: Vi kommer endast att visa 1. Pastandena 2. och 3. foljer genast av tidigare satser.
For att visa 1. réacker det att visa att

PV + fi2v2 + - RO+ vy =0 (18.8)
endast har 16sningen p1; =0, j = 1,2,.... Om F far verka pa uttrycket i (18.8) sa

F(pivr + pove + -+ + wvg + -+ - + pnvn) = F(0)
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dvs
p1F(v1) 4+ poF(v9) + - -+ ppF(vg) 4+ -+ - + pn F(vy) = 0.

Utnyttjar vi att vj, j = 1,2,... dr egenvektorer med egenvérdena A;, 7 = 1,2,... far vi att
PIAIU1 + p2dov + - -+ ppAkUE + -+ vy, = 0. (18.9)

Med induktionsbevis ser vi att fallet n = 1 i (18.8) visar att u; = 0 och att vy &r linjért
oberoende (trivialt!). Antag nu att vy, ve,...,v,—1 ar linjirt oberoende. Multiplicerar vi
nu (18.8) med A, och tar differensen med (18.9) sa far vi

(A1 = An)o1 + p2(A2 — Ap)va + -+ 4 (A — An)vg + -+ pin—1(An—1 — Ap)vp—1 = 0.
Eftersom det ar linjirt oberoende sa maste
pj()\j—An):O@uj:O, 17=12,...,.n—1.

Sétter vi in detta i (18.9) far vi att dven p,, = 0 och dérmed &r pastandet visat.
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Exempel 18.17. Vilka avbildningar i Exempel 18.14 har en bas av egenvektorer, dvs vilka
matriser dr diagonaliserbara?

1 1 1
Lésning: a) Egenvektorerna v1 = e| 1 |, vo = e 0 resp. v = e | —2 ar
1 -1 1

ortogonala och bildar ddrmed en bas v for rummet. Matrisen 7" i bassambandet

1 1 1

v=eT, dar T= 1 0 -2

1 -1 1
6 0 O
&r inverterbar och alltsa &r A diagonaliserbar A=TDT ! dirD=| 0 12 0
0 0 18

Jamfor med Exempel 16.52: A f= D . Alltsa A diagonaliserbar eftersom
antal egenvéirden = 3 = antal linjart oberoende egnvektorer.
b) Hir &r A\ = 0, Ay = A3 = 1. Egenrummen #r E), = [(—1,1,—2)")] resp.

Ex, = [(1,1,0)"),(=2,0,1)"]. Aven hér har vi 3 linjért oberoende egenvektorer som #r en
bas for rummet, sa att B &r digonaliserbar. Alltsa ar

000 -1 -2 1
A=TDT ' dir D= 0 1 0 och T= 1 01
00 1 -2 10

Observera att om vi vill ha en ON-bas {vy, ve,v4} fér att undvika invertera T, sa viiljer vi
vy =(1,—1,-1)" ur E), 5 istéllet for v3. Detta kan vi géra utan att &ndra holjet Ey, ;.

c) Egenviirdena #r A\; = Ay = A3 = 1 med egenrummet Ey—; = [(—2,0, 1)"]. Hér har vi inte
tillrackligt manga egenvektorer, ty

antal egenviirden = 3 # 1 = antalet linjart oberoende vektrorer.
Alltsa ar C' ej diagonaliserbar.

d) Ej heller D #r diagonaliserbar d& antalet egenvektorer &r bara 2, ty Ex—; = [(1,0,0), (0,0, 1)"].
Egenvirden var hir Ay = Ay = A3 = 1. O



