
18.2 Diagonalisering 227

18.2. Diagonalisering

L̊at F vara en linjär avbildning p̊a ett n-dimensionellt linjärt rum V som har matrisen A
i basen {e1, e2, . . . ,en} för V . Vi har i Sats 18.8 sett att om F har en bas av egenvektorer
{v1,v2, . . . ,vn}, s̊a ges matrisen för F i denna bas av en diagonalmatris

D =





λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
0 0 · · · 0
· · · · · ·
· · · · · ·
0 0 · · · λn




.

L̊at T vara transformationsmatrisen vid basbytet fr̊an den gamla basen {e1, e2, . . . ,en} till
den nya basen {v1,v2, . . . ,vn}. D̊a gäller enligt sambandet 16.20 för avbildningsmatriser
att matrisen för F i den nya basen ges av

T−1AT = D ⇔ A = TDT−1.

Vi säger d̊a att T diagonaliserar matrisen A. Vi sammanfattar

Sats 18.15. 1. A är diagonaliserbar ⇔ det finns en inverterbar transforma-
tionsmatris T och en diagonal egenvärdesmatris D, s̊a att

A = TDT−1 ⇔ D = T−1AT.

2. F har en bas av egenvektorer ⇔ matrisen A är diagonaliserbar.

Följande sats ger ett tillräckligt villkor för existensen av bas av egenvektorer.

Sats 18.16. 1. Om F : V → V är linjär och v1,v2, . . . ,vn är egenvektorer med
skilda egenvärden λ1, λ2, . . . , λn, s̊a är vj :na linjärt oberoende.

2. Om dim V = n och F har n skilda egenvärden s̊a har V en bas best̊aende av
egenvektorer till F .

3. Om dim V = n s̊a har F högst n skilda egenvärden.

Bevis: Vi kommer endast att visa 1. P̊ast̊andena 2. och 3. följer genast av tidigare satser.
För att visa 1. räcker det att visa att

µ1v1 + µ2v2 + · · · + µkvk + · · · + µnvn = 0 (18.8)

endast har lösningen µj = 0, j = 1, 2, . . .. Om F f̊ar verka p̊a uttrycket i (18.8) s̊a

F (µ1v1 + µ2v2 + · · · + µkvk + · · · + µnvn) = F (0)



228 18 EGENVÄRDEN OCH EGENVEKTORER

dvs
µ1F (v1) + µ2F (v2) + · · · + µkF (vk) + · · · + µnF (vn) = 0.

Utnyttjar vi att vj , j = 1, 2, . . . är egenvektorer med egenvärdena λj , j = 1, 2, . . . f̊ar vi att

µ1λ1v1 + µ2λ2v2 + · · · + µkλkvk + · · · + µnλnvn = 0. (18.9)

Med induktionsbevis ser vi att fallet n = 1 i (18.8) visar att µ1 = 0 och att v1 är linjärt
oberoende (trivialt!). Antag nu att v1,v2, . . . ,vn−1 är linjärt oberoende. Multiplicerar vi
nu (18.8) med λn och tar differensen med (18.9) s̊a f̊ar vi

µ1(λ1 − λn)v1 + µ2(λ2 − λn)v2 + · · · + µk(λk − λn)vk + · · · + µn−1(λn−1 − λn)vn−1 = 0.

Eftersom det är linjärt oberoende s̊a måste

µj(λj − λn) = 0⇔ µj = 0, j = 1, 2, . . . , n− 1.

Sätter vi in detta i (18.9) f̊ar vi att även µn = 0 och därmed är p̊ast̊andet visat.
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Exempel 18.17. Vilka avbildningar i Exempel 18.14 har en bas av egenvektorer, dvs vilka
matriser är diagonaliserbara?

Lösning: a) Egenvektorerna v1 = e




1
1
1



, v2 = e




1
0
−1



 resp. v3 = e




1
−2

1



 är

ortogonala och bildar därmed en bas v för rummet. Matrisen T i bassambandet

v = eT, där T =




1 1 1
1 0 −2
1 −1 1



 .

är inverterbar och allts̊a är A diagonaliserbar A = TDT−1, där D =




6 0 0
0 12 0
0 0 18





Jämför med Exempel 16.52: Af = D . Allts̊a A diagonaliserbar eftersom

antal egenvärden = 3 = antal linjärt oberoende egnvektorer.

b) Här är λ1 = 0, λ2 = λ3 = 1. Egenrummen är Eλ1 = [(−1, 1,−2)t)] resp.
Eλ2,3 = [(1, 1, 0)t), (−2, 0, 1)t]. Även här har vi 3 linjärt oberoende egenvektorer som är en
bas för rummet, s̊a att B är digonaliserbar. Allts̊a är

A = TDT−1 där D =




0 0 0
0 1 0
0 0 1



 och T =




−1 −2 1

1 0 1
−2 1 0



 .

Observera att om vi vill ha en ON-bas {v1,v2,v
�
3} för att undvika invertera T , s̊a väljer vi

v�
3 = (1,−1,−1)t ur Eλ2,3 istället för v3. Detta kan vi göra utan att ändra höljet Eλ2,3 .

c) Egenvärdena är λ1 = λ2 = λ3 = 1 med egenrummet Eλ=1 = [(−2, 0, 1)t]. Här har vi inte
tillräckligt många egenvektorer, ty

antal egenvärden = 3 �= 1 = antalet linjärt oberoende vektrorer.

Allts̊a är C ej diagonaliserbar.

d) Ej heller D är diagonaliserbar d̊a antalet egenvektorer är bara 2, ty Eλ=1 = [(1, 0, 0)t, (0, 0, 1)t].
Egenvärden var här λ1 = λ2 = λ3 = 1. �


