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Definition 10.1. Vi séiger att en méngd V &ar ett linjirt rum om V har foéljande
egenskaper:

1. For varje uw € V och v € V finns ett element u 4+ v € V som kallas summan av
u och v.

2. For varje A € R och uw € V finns ett element Au € V' som kallas produkten av
A och u.

3. Foljande riknelagar skall galla i V:

(a) Kommutativa lagen utv=v+u
(b) Associativa lagen u+ (v+w)=(u+v)+w
(c) Distributiva lagarna (A + p)u = \u + pu, ApeR

Mu+v) = Au+ v

Anmirkning 10.2. Elementen i ett linjirt rum kan t.ex. vara funktioner; &nda brukar

dessa kallas vektorer och ofta kallas linjara rum for vektorrum.

Exempel 10.3. Det viktigaste exemplet pa linjidra rum hir & R™ som dr méngden av alla

reella tal n-tipler (n x 1-matriser)

z1
Z2

Tn
med komponentvis addition
r+y= (xl,xz,...,xn)t + (yl,yg,...,yn)t =(r1+y1,22+Y2,-..,Tn —l—yn)t eR"
och multiplikation med tal
Ax = ANz, x9,. .. ,xn)t = (Az1, Az, .. ., /\mn)t e R™.
Med nollelementet i R menar vi
0=(0,0,...,0)".

Riknelagarna i Definition 10.1 4r dérmed uppfyllda och R" ir ett linjart rum.
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Exempel 10.4. Lat M,,, vara mangden av alla m x n matriser, dvs
an = {A = (aij>m><n}-

Med matrisen 0 menar vi den matris av typ m x n som har alla elemnet 0. Pa det séitt vi
har definierat addition och multiplikation med tal pa i Definition 6.2 foljer att riknelagarna
i Definition 10.1 &r uppfyllda och M, &r ett linjart rum, ty om A = (a;;)mxn och

B = (bij)mxn &r tva matriser i My, sa &r summan en matris C' € Myy,:

C=A4+B= (aij + bij)mxn = (Cij>m><n € My
och multiplikation med tal ocksa en matris i M,,,:

A = (Aaw)mxn € M.

d
Exempel 10.5. Lat a och b vara reella tal och betrakta differentialekvationen
y"(z) + ay'(x) + by(z) =0 (10.2)
Lat r1 och ry vara rotterna till andragradsekvationen
2 +ar+b=0. (10.3)

x x

Funktionerna y;(z) = €"* och ya(z) = €™ &r losningar till differentialekvationen (10.2),
ty om vi deriverar y;(z) en gang och tva ganger far vi

yi(e) =me®, yi(z) =rie"”
och sétter in dessa i ekvation (10.2):

yl(x) + ay (z) + by1(z) = r%e”x + ar1e™* 4 be* = erlx(r% +ary+b)=0

eftersom r; &r en rot till ekvationen (10.3). Pa samma sdtt kan man visa att ya(x) &r
ocksa en losning till differentialekvationen (10.2). Lat L vara méngden av alla losningar till
differentialekvationen (10.2), dvs

L={y: y'(x) +ay (z) + by(z) = 0},
sa ar L ett linjart rum, ty summan y; + yo € L:

(1 +y2)" +alyr +y2) +b(y1 +y2) =y +ay; +b+yy +ayy +b=0
-0 =0

och multiplikation med tal &r ocksa en 16sning i L:
(Ay1(2)" + a(Ayi(@))" + b(Ayr () = AL (2) + ayi () + byr(x)) = 0,

dvs (Ay1) € L. Dessutom tillhor nollelementet (hér noll-16sning) y = 0 ocksa L.
Pa grund av detta séger vi att ekvationen (10.2) #r linjér. Vi séiger ocksa att ekvationen
dr homogen som fallet 4r nu nér hogra ledet ar 0. (]
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Exempel 10.6. Lat P,, vara méngden av alla polynom av grad < n, dvs
P = {p(x) = ao + a1z + agz” + - - + ana"}.

Antag att p,q € P,. Da & p+ q € P, och Ap € P,, dvs P, &r ett vektorrum, ty om
p(z) = ao + a1z + agx® 4+ -+ + a,x™ och q(x) = by + b1x + box® + - - - + bpx™, sA Ar

p(@) +q(r) = (ao+arx+agx® + -+ apa™) + (bo + b1z + box® + -+ + bya™)
= (ao+bo) + (a1 +b1)x + (a2 + b2)a® + - + (an + by)az"™ € Py

och

Mp(z) = Mag + a1z + agz® + - + apz™) = Xag + Aarz + Aagz? + - - - 4 Aapz"™ € P,.

Exempel 10.7. Lat C"[a,b] beteckna méngden av alla n ganger kontinuerligt deriverbara
funktioner pa intervallet a <t < b. Lat ocksa 0 beteckna den funktion som ar identiskt lika
med noll. Antag att f,g € Cla,b] och A € R. Da ér f+ g € C"[a,b] och (\f) € C"[a,b], ty
om vi deriverar k ganger, dir k =0,1,2,...,n, sa far vi

k
(@) = D) + g @) € CMlai)

och
dk
7 A)(@) = Af9(x) € Ca,b].
Réknelagarna i Definition 10.1 dr ddrmed uppfyllda och C"[a,b] dr ett linjért rum. O

Vi har ovan sett ett antal méngder som dr exempel pa linjara rum. Vi fortsétter nedan med
att visa pa méngder som inte ar linjara rum.

Exempel 10.8. Lat My vara méngden av alla 2 X 2-matriser sadana att elementet pa rad
1 och kolonn 1 &r lika med 2, dvs

Moy = {A = (aij)mxn, a11 = 2}.

2 a2

Da dr Mos inte ett linjért rum, ty om A = ( ) € My och

B:( 2 b12>€M22,SEOLaI'
ba1  bao

C:A+B:< 4 a12+b12>:(4 612>¢M22,

az1 22

a1 + ba1  ag2 + bao C21 €22

eftersom c17 =4 # 2. O
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Exempel 10.9. Losningsmingden L till differentialekvationen ¢/ (x) — y?(z) = 0, dvs

L={y, y'(x) - y*(z) = 0}

ar inte ett linjirt rum. Antag att y € L, dvs y/(x) = y*(z) Da vill vi visa att dven (\y) ar
en 16sning. Vi far att

() (x) = (\y)*(x) = N (2) = Ny (2) = AP (2) — NyP(z) = AP (2) (1 — \) #0,

dvs (A\y) ¢ L. Att L inte &r tom inses av att nollésningen y = 0 tillhér L likasa funktionen
1
y(x) = — O

Exempel 10.10. Méangden av alla polynom av grad exakt 2, dvs
M= {p(az) =ap+ a1x + a2x2, as # 0}

ar inte ett linjirt rum. Antag att p,q € M, dir p(z) = ag + a1z + cz® och
q(x) = by + b1z + cx?, sa &r polynomet p — q ¢ M, ty

p(z) — q(x) = (a0 + a1z + cx?) — (b + bz + ca®) = (ag — bo) + (a1 — by)x ¢ M,

eftersom gradtalet &r 1 och inte 2. O

Exempel 10.11. Mingden av alla kontinuerliga funktioner pa intervallet [a,b] som é&r
sadana att f(a) =1, dvs
M={feClab): f(a)=1)

ar inte ett linjart rum, ty om f,g € M, sa ar f + g ¢ M eftersom

(f+9)(a) = fla) +gla) =1+1=2#1



