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10.5. Linjart beroende

Definition 10.46. Lat mingden M = {vy,vs,...,v,} vara i ett linjirt rum V.
Vi séger att M ar linjart beroende om det finns reella tal A1, As,..., A\, €] alla noll,
sa att

Av1 + Avg + -+ + Apv, = 0.

Annars séger vi att M #r linjart oberoende.

Exempel 10.47. Undersék om mingden M = {vy,v,v3,v4} C R, dér vy = (1,1,1,1)?,
vy = (1,-1,1,-1)", w3 = (1,1, -1, -1)" och w4 = (1,—1,—1,1)" #r linjirt beroende eller
oberoende.

Losning: Mingden M = {v,v2,v3,v4} C R* ir linjart beroende om det finns reella tal
A1, A2, Az och Ay ej alla noll, sa att

1 1 1 110
1 -1 1 —-11]0

AV1 + Aqvg + A3v3 + 4 = 0 & 1 1 -1 —-1lo < AN =0.
1 -1 -1 110

Loser vi detta system far vi den triviala 16sningen A\; = Ay = A3 = Ay = 0. Detta kan ocksa
inses av att det A = 16 # 0. Enligt Sats 8.17 &r da A inverterbar, sa att systemet AX =0
har den entydiga 16sningen A = A710 = 0. Alltsa &r M linjért oberoende. O

Exempel 10.48. Ar funktionsmingden
M= {pi(z) =1+z,p2(x) =1+ 2% p3(x) =2+ 2+ 2°} C Py

linjart beroende?

Lésning: Mingden M = {p1,p2,p3} C P2 ér linjirt beroende om det finns reella tal Ay,
Ao och Az ej alla noll, sa att

Mp1 () 4 Aopa(z) + A3p3(z) =0 & M(1+2) + do(1+2%) + 32+ 2z +2%) =0

S MFA+220) T4+ A+X3) 24+ A+ X3)-22=0

Al + A+ 2x3 = 0 A = —t
= A1 + X3 = 0 ... & Ay = —t t € R.
X+ A3 = 0 A3 = t

Vi har alltsa fatt en parameterlosning for ekvationsystemet, vilket betyder att minst ett
polynom é&r en linjarkombination i de évriga polynomen:

Ap1(z) + Aop2 () + Asps(z) = 0 & —tpx) — tpa(x) +tps3(x) = 0 < px) +p2(z) —p3(z) =0

efter att ha dividerat med —t. O
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Sats 10.49. Mingden M = {vy,vs,...,v,} C V ér linjéirt beroende
<~

ett element &r en linjairkombination i de 6vriga.

Bevis: =: Antag att M &r linjart beroende, dvs
A1+ Avo -+ A, =0
for nagot A skilt fran 0, t.ex. skulle det kunna vara A; # 0. Vi loser ut tillhérande vektor
V1
1 YR N
och ser att v; &r linjirkombination av de ovriga.

<: Antag att ett element i méangden ar linjarkombination av de Ovriga, t.ex. anta att det
ar v1. Da ar
V] = U2U2 -+ Uy

eller
1 vy —pove-- - — ppvn =0

vilket visar att M linjért beroende. O

Med hjilp av Sats 10.49 kan vi ibland lite snabbare avgora om en given méngd &r linjért
beroende.

Exempel 10.50. a) Ingen vektor i méngden M = {e;, es,...,e,}, dir
er = (1,0,...,0), es = (0,1,...,0), e, = (0,0,...,1)

ar linjarkombination i de 6vriga, ty ettorna star pa olika platser. Alltsa ar M linjirt obero-
ende.

b) Mingden M = {1,z,2%} C P, &r linjirt oberoende eftersom inget polynom #r en
linjadrkombination i de 6vriga. (]



