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20.2. Andragradskurvor

Lat e vara en ON-bas i planet och u = z1e; + x2e2 en godtycklig vektor. Lat vidare ) vara
en kvadratisk form i planet sadan att

2 2
Q(u) = E E AjkTjT = a117] + a12T122 + a21T2x1 + a2275.

2
j=1 k=1

Miéngden av punkter vars ortsvektorer u uppfyller

2 2
a1127 + a1221T2 + a2122x1 + a20r5 = C

for en fix konstant ¢ beskriver en andragradskurva som kan vara en ellips, en hyperbel
eller rita linjer. Detta inses enklast da vi skriver om @ i kanonisk bas, dvs i en ON-bas
av egenvektorer f, sa att

Q(u) = Q1 f1 + y2fs) = Mui + days = c.
1. Om Ay > 0, Ay > 0 och ¢ > 0, sa &r kurvan en ellips.
2. Om A\; >0, Ay < 0 och ¢ > 0, sa ar kurvan en hyperbel.
3. Om A\ >0, Ay < 0 och ¢ =0, sa ar kurvan réta linjer.

Figur 20.9.

X1>0, )»2>0, c>0 k1>0, k2<0, c>0 k1>0, k2<0, c=0

il BN §
|

Observera: Kurvan y = Az’ (eller y? = Azx) beskriver en parabel.
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Exempel 20.10. En kurva har ekvationen x% + x110 + x% =11 en plan ON-bas e.
1. Ge en geometrisk tolkning at kurvan.
2. Bestdm de punkter pa kurvan som ligger nérmast respektive lingst bort fran origo.

3. Bestam arean av det omrade som som innesluts av kurvan.

Losning: 1. Vinstra ledet i ekvationen dr en kvadratisk form som kan skrivas pa matrisform

1 3 1
x% + z120 + x% = X'AX, dir A = 3 < f ; > med egenvardena A\ = 3 och Ay = 3

Tillhérande ortonormerade egenvektorer dr f; = e—=(1,1)" och fy = e—(—1,1), sa att

V2 V2

1 _
T=— < 1 1 > I den nya basen blir ekvationen

NCAR !

3 1 y2 y2
59%4'52/%:1 Ang ! 7 T 22:1'
(va/v3) (v2)

2
Detta ar ekvationen for en ellips med halvaxlarna \/; och v/2. Lillaxeln ligger i riktningen

f1 och storaxeln i riktningen f,.

Figur 20.11.

2. Punkterna i den nya basen f som ligger ndrmast respektive lingst bort fran origo ligger
pa lillaxeln £+/2/3(1,0) respektive storaxeln £v/2(0,1).
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I den gamla basen ges koordinaterna for narmaste punkter av

s (1) ()55 (1)
1

V3

() ()1

dvs punkterna +(—1,1).
3. For att berdkna arean av ellipsen sa avbildar vi den pa en cirkel. Vi kvadratkomplet-
terar vinstra ledet sa att

1 \2 3 1 2 3 \?
SC%+$11‘2+[E%=<[E1+*LL‘2> +*SC%=<561+*1‘2> —|—<\[:1:2).

dvs punkterna +——=(1, 1). Koordiaterna for punkterna liangst bort fran origo ges av

2 4 2 2

Inf6r vi nya koordinater genom att sétta
_ 1
SG=mtge g _ (1 12 (=
— \/g 52 0 \/5/2 )
S = 7$2
kan ekvationen 3 + z1x9 + 3 = 1 nu skrivas

G+ =1

Detta &r ekvationen for enhetscirkeln som har arean 7 a.e. Detta ger genom ytskalan som
ar lika med determinanten till avbildningen

112 V3
‘0 \/5/2‘ 2

att

. 1 .
arean for ellipsen = —— arean for cirkeln =

V3/2 V3/20 V3

Figur 20.12.

>
\\ & X,




248 20 KVADRATISKA FORMER

Exempel 20.13. Lat d vara avstandet fran en punkt pa kurvan Bx% — dx1x0 + 31:% =10
till origo. Vilka véirden kan d anta? I forekommande fall ange de punkter dir d antar sitt
storsta respektive minsta virde.

Losning: Vinstra ledet i ekvationen &r en kvadratisk form som kan skrivas pa matrisform

3x% —4dxi719 + Sx% = X'AX, dir A = < 3 _§ ) med egenviardena A\; = 1 och Ay = 5.

-2

Tillh6rande ortonormerade egenvektorer dr f; = e—=(1,1)" och fy = e—=(—1,1)%, sa att

V2 V2
1 _
T=— ! 1 . I den nya basen blir ekvationen
V21 1
2 2 _
y7 + by; = 10. (20.5)

Detta ar ekvationen for en ellips.
Avstandet fran en punkt (y1,y2) till origo &r enligt Pythagorassats

d=1/y} +43-

Loser vi ut 42 = 10 — 5y3 i ekvationen (20.5, far vi
d* =y} +y5 =10 — 5y +y5 = 10 — 5y; < 10,
och l6ser vi ut y3 = (10 — 4?)/5, far vi att

2 2 10_?/%

4
P =yi+ys=yi+ = =3y%+222,

Qo

Alltsa, 2 < d? < 10, dvs V2 < d < /10. Minsta virdet V2 antasi Y = + (

),dvs
v (L) (4) = (8) (1)
>,dvs

vy (D) (D) (})

a
o O

Storsta viardet v10 antas 1Y = + (
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Exempel 20.14. Lat e = {ej, e2} vara en ON-bas for planet och betrakta den kvadratiska
formen
Q(z1e1 + x2e9) = 31;% — 2z179 + 33:%.

1. Uttryck @ i en ON-bas av egenvektorer och beskriv kurvan 3z% — 2z1zy + 3235 = 4.

2. Bestédm tangeringspunkterna mellan kurvan 3z3 — 2z129 + 323 = 4 och
enhetscirkeln z% + 23 = 1.

3 -1
-1 3
Eftersom A &r symmetrisk séger spektralsatsen att A #r diagonaliserbar med A = TDT®.

1 _
Nu ér D = ( 2.0 > ochT =— ( ! ! ) @ i en ON-bas av egenvektorer kan skrivas

Loésning: Vi har att Q(x) = 327 — 2z120 + 323 = X! ( > X = X'AX.

0 4 vl 1
t 3 -1 t t t 2 2
Q=X 1 3 X =X'"TDT'X = y'Dy = 2yi + 4y3.
1
Kurvan kan skrivas Zy% + 4y§ = 4 och &r alltsa en ellips med stora axeln langs ﬁ(l, 1)t

1
och lilla axeln lings —(—1,1)". Tangeringspunkterna ges av

V2

{2y%+4y§ = 4 @{?ﬂ =0
vi+y =1 yo = =+1

i nya basen och i gamla basen av

0 1
X=4T —
< 1 > V2
i nya basen och i gamla basen av

=450 v
X:iT<?>:i1<1>, dvs ii(—1,1).

1
) s dvs & —=(=1,1).

V2 V2

\V4




