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16.2. Matrisframstéillning

Enligt Exempel 16.9 ricker det om vi kinner bilden av basvektorerna ej, es och es under
F for att vi ska kunna bestdmma bilden av varje vektor w, ty lat

x
u=1xe; +yes + zez, dvs u= ( el e e3 ) Y =eX.
z
Da foljer att
F(u) = F(eX) = F(ve1+yez+ ze3) = xF(e1) +yF(e) + 2F(e3)
| | | x
= | Fler) F(ez2) F(es) y | =eAX
| | | z

Vi har ddrmed visat foljande sats.

Sats 16.11. Lat {ej,eq,...,e,} vara en bas for V och lat F' : V' — V vara linjir. Da
ges bilden av en godtycklig vektor u = eX av:

F(u) = eAX,

dér matrisen A innehaller i sina kolonner bilden av basvektorerna, dvs
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Exempel 16.12. Lat F(u) = u X v vara en avbildning pa rummet, dir v = e + es + es.
1. Ar F linjar?
2. Bestdm bilden av vektorerna ey, ey och es.
3. Bestiam avbildningsmatrisen till F' da F' ar linjar.

4. Bestdm ocksa F(w) om w = e; + 2ey + 3es.

Lésning: 1. a) Vi borjar med att visa additiviteten. Enligt riknelagarna for vektorprodukt
géller att

Fup +u2) = (ug + u2) x v = (ug X v) + (ug x v) = F(uy) + F(us).
b) Vi visar att F' & homogen:
F(u) = (Au) x v = A(u X v) = AF(u).
Alltsa ar F' linjar.

2. Bilden av basvektorerna:

0
F(ej) =eixv=e;x(ej+exte3) =e; xej +e XxXey+e; xe3=—ext+eg=e| —1 |,
1
=0 =€3 —€3
1
Fes) =eaxv=eyx(e1+es+e3) =eyxe +erxes+esxes=e —e3=e¢e 01,
-1
och
-1
F(es) =esxv=e3x(ej+est+e3) =egxe;+ezxest+esxes=—e +er =e 1
0

3a. F':s matris innehéaller i sina kolonner bilden av basvektorerna, sa att

\ ] ] 0 1 -1
A= F(el) F(eg) F(eg) = -1 0 1
\ ] ] 1 -1 0

3b. A kan ocksa bestdmmas via bilden av endast en godtycklig vektor w = x1e;+zses+x3€3:
F(u) = (r1e1 + zoes + x3e3) X (€1 + €2 + €3).
Forenkling ger

Tro — I3
F(u) = (v — x3)e1 + (—v1 + x3)ea + (z1 — 22)ez3 =e | —x1 + 23
xr1 — T2
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Omskrivning med hjélp av matris:

o — I3 0 1 -1 I
Fluy=e| —z14+23 |=e| -1 0 1 x2
r1 — T2 1 -1 0 I3

4a. Bilden F(w) av w kan bestdmmas med hjéilp av bilden av basvektroerna

F(w) = F(e1+2e2+3e3) =F(e1)+2F(e2) + 3F(e3)
0 1 -1 -1
= e| -1 | +2e 0 | +3e 1 | =e 2
1 -1 0 -1

4b. eller ocksa genom att anvinda avbildningsmatrisen:

0 1 -1 1 -1
F(w) = F(e(1,2,3)") =eA(1,2,3) =e| -1 0 1 2 | =e| 2
1 -1 0 3 -1
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Exempel 16.13. Antag att F' dr en linjér avbildning pa rummet och att {e1, ez, es} dr en
bas i rummet. Bestdm matrisen for I’ i denna bas om

1 1 0 0 0 3
Fl 3 = 11, Fl1 = 01, F 1 = 01,
4 0 2 1 -1 1
dvs
F(el +3ey+4e3) = e;+eo
F(ez + 2e3) = e3
F(eg — 63) = 361 + e3

Bestdm ocksa bilden F(u) av vektorn u = e; + e + e3.

Loésning: For att 1osa ut de obekanta F'(eq), F'(e2), och F(e3) ur ekvationssytemet utnytt-
jar vi att F dr linjédr. Vénstra ledet i systemet kan da skrivas

F(el +3ey +4e3) = Fl(ep)+ 3F(62) +4F (e3)
F(62 + 263) = F(eg) + 2F(63)
F(eg — 63) = F(eg) — F(eg)
Dérmed kan det nya ekvationssytemet skrivas
F(el) + 3F(62) + 4F(63) = e + ey
F(es) + 2F(e3) = es
F(eg) — F(eg) = 3e; + e3
Utfor vi radopertioner far vi att
F(e1) + 3F(es) + 4F(es) = e + e
F(ea) + 2F(e3) = es
— 3F(63) = 361

-1
Ur rad 3 far viatt F(e3) = —e; = e 0 ) .
0

2
Sétts detta in i rad 2 fas att  F(ez) =2e;1+e3=¢e| O
1
-1
Slutligen far vi ur rad 1 att F(e1) = —e; +e3 —3es =¢ 1
-3
Avbildningsmatrisen #r ddrmed
-1 2 -1
A= 10 0
-3 1 0
Vidare giller att
1 -1 2 -1 1 0
Fluy=F |e| 1 =ed| 1 | =e 1 0 0 1 | =e 1],
1 1 -3 1 0 1 -2



