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21. Linjara system

21.1. System av differentialekvationer

Manga problem i tillimpningen modelleras av system av differentialekvationer. I det hir
avsnittet kommer vi att studera férsta ordningens linjira differentialekvationssytem:

yi(t) = anyi(t) + any(t) + aizys(t)
yh(t) = aonyi(t) + agoya(t) + azsys(t) eller y'(t) = Ay(t),
y3(t) = amyi(t) + azye(t) + assys(t)

dér A dr en 3 x 3 matris. Det allménna fallet med n x n matris féljer pa ett analogt sétt.
I det héar avsnittet ska vi bestdmma alla 16sningar till differentialekvationssystemet:

Y1) = Ay(?). (21.2)

Exempel 21.1. Antag att A ér diagonaliserbar, dvs A = TDT ™!, déir matrisen 7 innehaller
i sina kolonner egenvektorerna och D ar diagonalmatrisen med egenvérdena till A. Da kan
ekvationen i (21.2) skrivas:

Y'(t) = Ay(t) & y'(t) = TDT'y(t) & T~ 'y'(t) = DT 'y(1). (21.3)

Satter vi nu
z(t) = T ly(t) dvs y(t) = Tz(t)

far vi
y'(t) = Ay(t) & y'(t) = TDT 'y(t) & T~ 'y'(t) = DT 'y(t) & 2/(t) = D=(t).

Den nya ekvationen

24 (1) A 00 z1(t)
2/(t) = Dz(t)  dvs ) =1 0 X 0 22(t) (21.4)
Zé(t) 0 0 A3 z3(t)

ar ett diskretiserat (frikopplat) system. Om vi tittar pa ekvationen komponentvis

Zi(t) = )\121(t)
25(t) = Aozt (21.5)
2(t) = Aszs(t)

ser vi att den har 16sningen
21(t) = et
2(t) = coe??t (21.6)
z3(t) = ezt

C1
dir c = | co | &dr en godtycklig vektor.

C3
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Losningen y till det ursprungliga problemet (21.2) ges alltsa av

y1(t) b e’

y(t) = Tzt)e | v»t) | =| v1i v2 v3 coe?! (21.7)
ys(t) b c3e!

= 01016)\1t + CQ'UQ@AQt + 03’036)\3t. (21.8)

Sats 21.2. Om A &r diagonaliserbar med egenvirdena A1, A2 och A3, med tillhérande
egenvektorer v1, v2 och vs, sa har problemet

y'(t) = Ay(t)

den allménna l6sningen

y(t) = c1v1e™Mt + covae™?t + cqvge.
Exempel 21.3. Bestdm alla l6sningar till
y:l(t) = Uy(t) — 4dpt) —  u3(D)
y?(t) = —dyi(t) + () —  4ys(t)
ys(t) = —w(t) —  dua() + 1lys(d)
36
Bestédm den 16sning som uppfyller begynnelsevillkoret y(0) = 9
—6
Losning: Systemet kan pa matrisform skrivas enligt
y1(t) 1 -4 -1
y'(t) = Ay(t), dir y'(t)=| y(t) och A=| -4 14 —4
y3(t) -1 -4 11
Enligt Exempel 18.14 sa har A egenvirdena A\; = 6, Ao = 12 och A3 = 18 med tillhérande
1 1 1
egenvektorer vi =e| 1 |,va=¢e 0 | ochvg=e| —2 |.Eftersom A dr symmet-
1 -1 1
risk séiger spektralsatsen att A &r diagonaliserbar; A = TDT 1,
6 0 O 1 -1 1
D=|0 12 0 och T=[1 0 -2
0 0 18 11 1

Byte till bas av egenvektorer ger

y'(t) = Ay(t) & y/(t) =TDT 'y(t) & T 'y (t) = DT 'y(t).
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Vi sétter
z(t) = T 'y(t) dvs y(t) =T=z(t)

och far
y'(t) = Ay(t) & y'(t) = TDT 'y(t) & T~ 'y'(t) = DT 'y(t) & 2/(t) = D=(t).

Med matrisen D insatt i systemet ovan far vi

24 () 6 0 0 z1(t) 24(t) = 62(t)
Zt)=Dz(t)e | 20t | =0 12 0 2(t) | &< 2(t) = 122(t)
25(t) 0 0 18 23(t) 25(t) = 18z3(t)

Differentialekvationssystemet har l6sningen

21(t) = €%
2t) = cpet?
23(t) = czet®

dér ¢y, c2 och c3 ar konstanter. Losningen till ursprungliga systemet blir ddrmed

yi(t) 1 -1 1 cre
yt)=Tz(t)= | »t) |=| 1 0 -2 ce'? . (21.9)
ys(t) 1 1 1 cset®
Losningen kan ocksa ges pa formen
1 -1 1
yt)=c1 | 1 | ef+c 0 |e*+c —2 | et
1 1 1

eller da komponentvis

t

6t 12t 18t 6t 18 6t 12¢ 18t
yi1(t) = c1e” — e + eze ™, ya(t) = cre” — 2e3e™,  ys(t) = c1e™ + coe

+c3e .

For den speciella 16sningen som uppfyller begynnelsevillkoret sétter vi in ¢ = 0 i l6sningen
ovan. T.ex. sétter viin ¢t =01 (21.9) och far

1 -1 1 C1 36 C1 13
1 0 -2 co | = 9 1| 2 | =1 —21
1 1 1 C3 —6 C3 2

Speciella 16sningen &r alltsa

y1(t) = 13e%21e' 4 218 g (t) = 135 — 4e!® y(t) = 13¢5 — 212 4 2¢18¢,
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Exempel 21.4. Bestam alla l6sningar till systemet

{yi(t) = 2uy(t) — 6y2(t)
yot) = —2y1(t) — 2ya(t).

Bestédm den speciella 16sning som uppfyller y;(0) = 4 och y2(0) = 8.

. . . 2 -
Losning: Systemet kan skrivas y' = Ay, dir A = ( 9 _g .
Eftersom matrisen inte dr symmetrisk kan vi inte anvéinda spektralsatsen som garanterar att
A ar diagonaliserbar. Matrisen A har egenvirdena A1 = —4 och Ay = 4 med egenvektorerna

v1 = (1,1)" och vy = (3, —1)". Eftersom v och vy #r linjirt oberoende siger Sats 18.15 att
A ir diagonaliserbar, dvs A = TDT~!. Substitutionen y = T’z ger att

= —4z (t)

/
y’:Ay@y’:TDT_1y<:>T_1y’:DT_ly@)z’:Dz<:>{ Z}(t) 4o (1)
2

I\
[\
—~

~
~—

som har 16sningen z; = 0267415, 29 = coett. Allmiin 16sning ér alltsa y = Tz, dvs
Y1 = cre ¥ 4 36264t, Yo = cre” ¥ — et

Speciella 16sningen &r y; = 7e 4 — 3¢t och yp = Te H + . O



