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10.2. Underrum

Definition 10.12. En icke-tom delméngd U i ett linjart rum V kallas ett underrum
i V om for varje u,v € U och varje reellt tal A giller att

1. u+vel.
2. MueU.

Anmirkning 10.13. 1. Vi séger att U dr ett underrum till V om U &r sjélvt ett linjart
rum som ligger i det storre linjéira rummet V.

2. Genom att vilja A = 0 visar definitionen ovan att nollelementet maste ligga i underrumet
U, dvs 0 € U. Saledes ér att 0 ¢ U ett ganska enkelt siitt att visa att méngden U inte &r
ett underrum.

Exempel 10.14. I R? ir foljande mingder underrum:
1. Origo, dvs, den méngd som bestar av elementet 0.
2. Réta linjer genom origo.

3. Plan genom origo.

Losning: 1. Trivialt.

2a. Antag att L &r en linje som gar igenom origo O och har riktningsvektorn v. Lat P; och
P; vara tva punkter pa L med ortsvektorerna u1 =0OP; resp. us =0P,. Da finns det reella
tal t1 och t9, sa att OP1— t1v och OPQ— tov. Det foljer att summan

u1 + uy =0OP) + OPy=t1v + tov = (tl +t2)v = {t:tl -l—tz} =tveL,
ar ortsvektorn for en punkt pa L och
A = A OP = \yv = {t = )\tl} =tv € L,

ar ocksa en ortsvektor for en punkt pa L. Alltsa &r L ett underrum i rummet.

Figur 10.15.
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2b. Antag att L inte gar igenom origo utan igenom punkten Fy. Tva punkter P; och P, pa
L har ortvektorerna OP,=0PF,) 4+t v resp. OP,=0F, +tyv. Vi ser att summan

OP, + OP,=0PFy +t1v+ OFy +tov =2 OF, +(t1 + tz)’v =20PF) +tv ¢ L
inte &r en ortvektor till en punkt pa L och ddrmed &r L inte ett underrum.

Figur 10.16.
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3a. Antag att ett plan W gar igenom origo O och har riktningsvektorerna v; och vsy. Lat

P, och P, vara tva punkter i W med ortsvektorerna u; =OP; resp. us =0OP,. Da ligger
vektorerna w; och ug i W och dédrmed &r en linjarkombination av riktningsvektorerna v
och vg, dvs det finns reella tal s; och ¢, sa att

U] = $1v1 +t1v9.

och s och t9, sa att
U9 = S9vV1 + tav9.

Da giiller att
w1 + ug = (5101 + t1v2) + (s2v1 + tava) = (51 + s2)v1 + (t1 + t2)vy = sv; +tvy € W
dvs u; + ug dr en ortsvektor for en punkt i planet. Vidare ar
AU = AS1v1 + AMive = svg +Htvs € W
ocksa en ortsvektor till en punkt i planet. Alltsa dr planet W ett underrum i rummet.

Figur 10.17.
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3b. Antag nu att planet W gar igenom punkten Po 1sta11et for orlgo Vi viljer tva punkter

Py och P i planet W. Ortsvektorn till P; ar OP1_0P0 + P0P1 Eftersom vektorn P0P1
ligger i planet W &r den en linjarkombination av riktningsvektorerna vy och wvg, dvs det
finns reella tal s; och t1, sa att

P0731= 5101 + t1v2.
Ortsvektorn u; 20731 till P; ges dédrmed av
uy IOTDO + Pﬁlz(rpo +s51v1 + t1va.
Pa samma sétt ges ortsvektorn wo :()_)Pg till Py av
U2 :()732 + 073220?0 +s2v1 + tov2.
Dock &r summan hér inte aterigen en ortvektor for en punkt @ i planet W, ty
wy + ug = (0730 +s1v1 + t1va) + (0730 +89v7 + tovg) = 2 0?0 +svy + tvg ¢ W.

Vi ser alltsa att vi har lamnat planet W da punkten ) som har summan u; + us som
ortvektor inte tillhor W.

Figur 10.18.
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Exempel 10.19. Lat W vara méngden av vektorer i rummet pa planet x1 + x2 + x3 = 0,
dvs Wy = {x € R3: 2y + 29 + 23 = 0}. Lat ocksa Wy = {x € R® : 1 + 29 + 23 = 1}.
Ar Wy och Wy underrum i R3?

Lésning: a) Enligt Exempel 10.14, sa dr Wi ett linjért rum. Eftersom Wi i sin tur ligger
i det linjira rummet R3, sa &r W) ett underrum till R?.

b) Det f6ljer igen av Exempel 10.14 att W; dr inte ett linjért rum och kan darfor inte heller
vara underrum till R®. O

Exempel 10.20. C = miéngden av alla komplexa tal dr ett linjart rum, ty bade sum-
man och multiplikation med reella tal dr aterigen komplexa tal. Méngden av reella tal R
ar ett underrum till C. Dock &r méngden av rationella tal Q ej ett underrum till R, ty
multiplikation med reella tal ar inte ett rationellt tal. O

Exempel 10.21. 5,,,, = méngden av n X n symmetriska matriser ar ett underum i M,,,,
ty bade summan och multiplikatiom med reella tal &r aterigen en symmetrisk matris av
samma typ n. T.ex., om n =2, och A, B € S99, sa &r

a1 b az by a1 +az by + by
A+ B= = € Syo.
* <b1 61>+<b2 Cg) (b1+b2 c1+ o 2
Pa samma sétt kan man visa att AA 4r en symmetrisk 2 x 2-matris. O

Exempel 10.22. T),,, = méngden av n X n ortogonala matriser &r inte ett underum i M,,,,
ty om A € T,,,,, sa foljer att

(AA)(NA)' = N2 AA" = \’E £ E.
Detta visar att AA inte &r en ortogonal matris och tillhér darmed inte T5,,. O

Exempel 10.23. For varje heltal k > 1 ir C*[a, b] = méngden av alla k ganger kontinuerligt
deriverbara funktioner pa intervallet [a,b] ett underrum till C[a, b]. Enligt Exempel 10.7 sa
dr bade C*[a,b] och Cla,b] linjira rum. Eftersom det finns kontinuerliga funktioner som
inte dr deriverbara sa ligger rummet C*[a,b] i C[a,b] och dérmed &r C¥[a, b] ett underrum
i Cla,b]. T.ex., sa &r funktionen f(z) = |x| kontinuerling men inte deriverbar i [-1,1]. O

Exempel 10.24. Enligt Exempel 10.7, sa dr P,, = méngden av alla polynom av grad < n,
ett linjart rum. Eftersom elementen i P,, dr kontinuerliga, sa &r P, ett underrum till det
storre linjira rummet Cfa,b]. T.ex., sa dr trigonometriska, logaritm- och exponentialfunk-
tionerna i Cla, b]. O

Exempel 10.25. Losningsrummet till differentialekvationen
y'(@) + ay'(z) + by(z) = f(=), (10.4)
dvs
Ly ={y € C*(R) : y"(2) +ay'(z) + by(z) = f(x)}
dr inte ett underrum i C*(R). For att inse detta later vi y, € L,. Vi far da att
(Ap)" (@) + a(Ayp)' () + b(Ayp) (z) = My, (2) + ayy(x) + byp(2)) = A (z) # f(x).

Alltsa (M\yp) & Ly och dirmed ir L, inte ett underrum i C?(R).
Vi séger att ekvationen (10.4) &r en linjar, inhomogen (ty f(x) # 0) differentialekvation
av ordning 2. O
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Exempel 10.26. Lat Ly vara méingden av 16sningsvektorer i R™ till det linjéra homogena
ekvationssystemet Ax = 0, dvs

Ly ={xecR": Az =0}

och lat L, vara losningsrummet till det inhomogena ekvationssystemet, dvs
Lp ={x € R"; Az = b}.

Ar Ly respektive Lp underrum i R"? Se Sats 6.29

Losning: a) Lat x;,xy € Ly. Da ér @1 och xy tva losningar sadana att Ax; = 0 och
Axs = 0. For summan géller att

Alz) +x2) = Az + Az =0

och
A(Ax1) = Nz, = 0.
Alltsa dr Ly ett underrum i R";.

b) Lat 1, xo € Lp. Da &r x; och @2 tva 16sningar sadana att Ax; = b och Axy = b. For
summan géller att

A(:I:l + :1:2) = Az, + Axo = 2b # b.

Alltsa ér L), inte ett underrum i R". O



