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14. Minsta kvadratmetoden

Exempel 14.1. Det &r inte sa svart att komma at en trasig lampa pa golvet for att byta
den. Det &r bara att ga fram till den. Hur &r det om lampan hénger i taket? Var stéller
man sig for att komma sa nira lampan som mojligt.

1
Losning: Lat oss vilja en av rummets punkter till origo och lat vektorernaw = [ 0 | och
0
0
v=| 1 | spdnna upp golvet. Antag att lampan befinner sig i en punkt med ortsvektorn
0

b. Da kan problemet formuleras matematiskt som att soka losning till ekvationssystemet
riu + zov = b.

Om lampan ligger pa golvet, dvs b &r en linjirkombination av w och v, sa har ekvations-
systemet en 16sning. D& &r det bara att ga fram till lampan.

/<

Om déremot lampan héinger hogt upp i taket, betyder det att vektorn b inte &r en linjirkombination
av u och v, dvs ekvationssystemet

Figur 14.2.

1 0 1 1 0 1
rTiutrov=b<s x| 0 |4+zo| 1 | = 1 ]| 01 (il ) =| 1| Axz=0b
0 0 1 0 0 2 1

(14.2)
saknar 16sning. Man soker sjalvklart att minimera avstandet |Axz — b|, dvs man stéller sig
naturligtvis rakt under lampan.
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Vi ska i det hir avsnittet forsoka ge svar pa foljande fragestéllning:

Problem: Sok x* sa att Az™ blir ndirmaste vektorn till b, dvs minimera avstandet

(eller felet)
| Az — b]|.

Figur 14.3.

w

Enligt Sats 12.25 och Anmérkning 12.26 16ser tydligen den ortogonala projektionen av
b pa planet vart problem, ty den har kortast avstand till b.

Vi viljer * sa att vektorn b — Ax™ dr ortogonal mot planet, dvs

{u~(Aa:*—b) =0
v- (A" —-b) = 0

Vi skriver om skaldrprodukten som en matrisprodukt i stéllet:

u'(Az* —b) = 0
{Ut(Aw*—b) =0

dvs .
( o ) (Az* —b) = 0.

I den forsta parentesen star alltsa A :s kolonner u! och v! omstéllda som rader, dvs

Al(Ax* —b) =0 < A'Az* = A'b.

Definition 14.4. Sambandet
AlAz* = A'b (14.3)

kallas for normalekvationen och z* for en minsta kvadratlosning till Az = b.
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Observera: Matrisen A'A dr symmetrisk.

Anmirkning 14.5. Om ekvationssystemet Ax = b saknar 16sning, sa kallar vi metoden
for minsta kvadratmetoden forkortat MK-metoden nér vi 16ser systemet Ax = b via
normalekvationen AAx* = A'b.

Vi gar tillbaka till Exempel 14.1 och 16ser normalekvationen:

10
e 100 21 (100
AAm_Ab‘:’<010 83 2 )= \o 10 1

Forenkling ger
10 1\ _ (1
0 1 xT9 - 1 ’

Minsta kvadratlosningen till ekvationssystemet (14.2) &r da «* = < 1 >

Vi berdknar ocksa felet. Eftersom

1 10 . 0
b—Az = 1 |- 0 1 <1>: 0|,
1 00 1

blir felet
[|[Az* — b|| = 1.
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Nésta exempel visar kopplingen mellan MK-metoden och teorin fér euklidiska rum. Manga
av exemplen vi har sett i euklidika rum kan 16sas med hjalp av MK-metoden. I sjilva veket
sa ar det Sats 12.22 vi anvinder nér vi sidger att vi anvinder MK-metoden. Men eftersom
tillimpningar d&r manga och viktiga sa har metoden fatt eget namn och ett eget kapitel.

Exempel 14.6. Lat
w=[(1,1,1,1)" (1,1, -1,-1)%,(1,-1,1,-1)!] c E*
och lat w = (1, z2, 23)" vara en godtycklig vektor i E3.
1. Bestdm med MK-metoden den ortogonala projektionen Py (u) = wy -

2. Vilken vektor i W ligger nirmast (1,0,1,4)"?

Lésning: 1. Enligt MK-metoden sa séker vi den vektor
A (L1 LD 4 Ao(1,1, =1, =1) + A3(1,—1,1, 1)

i W som ligger nirmast u = (21, x2,23)", dvs

1 1 1 T
1 1 —1 A1 T
A | = 2 | o Az =0
1 -1 1 \ T3
1 -1 —1 3 T4

Detta system saknar i allménhet 16sning eftersom w &r godtycklig och behéver inte ligga i
W. Vi bestammer en minsta kvadratlosning

4 0 O (x1+x2+x3+x4)/4 A = (x1+x2+x3—x4)/4
AtAx = A'b = 0 4 0 (x1+x2—x3—x4)/4 = Ay = (£B1+£E2—.’E3—:E4)/4
0 0 4 (1'1—$2+5173—.174)/4 A3 = ($1—$2+$3—$4)/4
Ortogonala projektionen Py (u) = |y av u pa W ges av
1 1
P (u) ozt xat T3ty 1 1+ T2 — T3 — X4 1 +x1—x2—|—x3—x4
w = 4 1 4 -1 4
1 —1
3x1+ 22+ 23— 24 31 1 1 T
_ 1 T1 +3x9 — 23 + T4 1 13 -1 1 T9
4 T — To + 3r3 + x4 T4 €3
-1 1 1 3
—x1 + x2 + 3 + 324 T4

2. Av alla vektorer i W dr Py (u) = ujy den som ligger u ndrmast. Detta ger

1 Lol (1) (1)

PW((1,0,1,4)t):Z 13 -1 1 L=
-1 1 1 3

4 3

Jamfor detta exempel med Exempel 12.35.

-1

-1
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—-xr1 + To = 16
Exempel 14.7. Bestdm i minsta kvadratmening en 16sning till 2r; + 2 = —9
ry — 2.’L‘2 = —12

Losning: Vi borjar med att skriva systemet pa matrisform och far

-1 1 16
2 1 (xl): -9 |, dvs Az = b.
1 -2 T2 —12

Loser vi sen normalekvationen A’Ax = A'b, far vi minsta kvadratlésningen

Tl . =7
(5)=(7%)
Geometriska tolkningen av ekvationerna i systemet &r réta linjer i planet och den stkta
16sningen &r darmed skédrningspunkten mellan de tre linjerna.

Figur 14.8.

A
x2
V
/
— o B
— X1
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Exempel 14.9. Avgor for vilka viarden pa konstanten a som ekvationssystemet

x + y + z = 0
z + ay + 2z = 1
z + 2y + az = -1

saknar 16sning. Bestdm for dessa virden pa a en minsta kvadratlosning till ekvationssyste-
met.

Losning: Systemet kan skrivas pa matrisform Ax = b, dir

—
—_
—_
o

A= 1 a 2 och b=
1 2 a -1
Vi undersoker nu det A. Vi har att
1 1 1
detA=]1 a 2|=0 < a=0,a=2.
1 2 a

Systemet har alltsa entydig 16sning for a # 0,2. For a = 0 har systemet oédndligt manga
l6sningar. Medan fér a = 2 saknar systemet 16sning. For detta a = 2 bestdmmer vi en minsta
kvadratldsning till ekvationen Az = b, dvs en losning till normalekvationen A'Ax = A’b.
Minsta kvadratlosningen ar (z,y,z) = ¢(0,—1,1).
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Exempel 14.10. Anpassa en rit linje, y = kx + m , pa basta mdjliga satt till foljande
métdata:

2k + m = 1 -2 1 1

-k + m = b -1 1 i 5

0k + m = 2 dvs 01 ( ): 2 dvs Az =0b.
E + m = 7 11 m 7

2k + m = 10 2 1 10

Los normalekvationen A'Ax = A sa fas ¢ = ( & ) = < 2 ) dvs
bésta linjen &r y = 2x + 5.

Figur 14.11.

y=2Xx +5

X Vv




