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19. Spektralsatsen

19.1. Spektralsatsen

Symmetriska avbildningar dr en viktig klass av linjdra avbildningar. Vi kommer nedan att
formulera ett antal viktiga resultat for dessa avbildningar pa eukilidiska rum.

Sats 19.1. Antag att E &r ett dndligt dimensionellt euklidiskt rum och antag ocksa
att F': E — E ar en symmetrisk linjir avbildning pa E. Om u och v &r egenvektorer
till F' med skilda egenvérden, sa &r w och v ortogonola, dvs (u|v) = 0.

Bevis: Enligt forutsdttningen sa foljer att
F(u) = A\u och F(v) = po.
Vi multiplicerar med w och v och utnyttjar att F' dr symmetrisk:
Aulv) = (F(u)|v) = (u|F(v)) = p(ulv),

dvs
(A = p)(ulv) = 0.
Eftersom vi antog att A och p var skilda, dvs A # p, sa foljer att (u|v) = 0. O

Sats 19.2. Antag att E &r ett dndligt dimensionellt euklidiskt rum och antag ocksa
att F': E — E dr en symmetrisk linjir avbildning pa E. Om v &r en egenvektor till F'
och wu dr ortogonal mot v, sa dr dven F(u) ortogonal mot v.

Bevis: Eftersom
F(v) = M

och
(ulv) =0,

sa foljer att
(F(w)lv) = (ulF(v)) = Aulv) = A-0 = 0.
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Sats 19.3. Om F &r symmetrisk och A &r dess symmetriska matris i en ON-bas, sa &r
samtliga rotter till sekularekvationen

det(A — AE) =0

reella.

Bevis: Eftersom sekularekvationen ar ett n:te gradspolynom med reella koefficienter vet vi
att om A &r en rot, sa ar dven konjugatet A ocksa en rot. Antag nu att A ar ett egenvirde
till F med tillhorande egenvektor v, dvs F(v) = Av. Tar vi nu konjugatet sa far vi

F(v) = v & F(v) = \v,

dvs X dr ett egenviirde till F med tillhérande egenvektor ». Eftersom F' &r symmetrisk sa
foljer att

0= (F(u)[v) — (ulF(0)) = Au[v) = XNu[v) = (A = X)(v[5) = (A = X)|l0]>

Alltsa dr A = X, dvs \ &r reell. O

Sats 19.4. Lat e vara en ON-bas for ett euklidiskt rum E med dimE = n och lat
ocksa F': E — E vara en linjér avbildning pa E. Om F har en symmetrisk matris A,

dvs
At =A

i basen e, sa dr F:s matris symmetrisk i varje annan ON-bas.

Bevis: Lat f vara en annan ON-bas i E. Da giller bassambandet f = eT’, dir T' &r orto-
gonal. Enligt sambandet for avbildningsmatriser i Sats 16.51 A f= TAeT' samt reglerna
for transponat, sa foljer att

Atf = (TAeTh)! = (T ALT' = TAeT" = Ag.

Alltsa ar A f symmetrisk. O
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Omvéndingen till resultatet i Sats 19.4 dr vad som kallas féor Spektralsatsen och ar ett
av de viktigaste resultaten i linjar algebra. Men for att visa spektralsatsen behover vi forst
foljande hjélpsats.

Sats 19.5. Lat E vara ett euklidiskt rum, dimE = n < oo. Lat ocksa e € E sadant
att ||e]| = 1. Satt
W={veE: (vle) =0}

Da ar W ett underrum till E och dimW = dimE — 1.

Bevis: W ir ett underrum: Om vy,v9 € W, dvs (vi|e) = 0 = (va]e), sa ér
1. (Avile) = A(vile) = 0.
2. ((v1 +wv2)le) = (vile) + (vale) = 0.

Alltsa (Avq) € W och (v1 + v2) € W och didrmed dr W ett underrum till E. Vidare giller
att vi kan dela upp v € F enligt
V=1ve +tVle-
~~

~—~
AV W
Om ey, ey, ..., e dr en ON-bas i W sa ir vy = A\1e1 + - - Aeg och

v=v+ e + - \eg.

Darmed ar e, eq,es,...,e en ON-bas for V. Alltsa ar k+1=n,dvs k=n — 1. O

Sats 19.6. Spektralsatsen: Lat E vara ett euklidiskt rum, dimE = n < oco. Antag
att F': E — E ar en symmetrisk linjar avbildning pa E. Da har E en ON-bas bestaende
av egenvektorer till F.

Bevis: Vi anviander induktion éver dimV = n.

I. Satsen dr sann da n = 1, ty om e; dr en ON-bas for V, sa &r ju F(ej) = te for nagot
reellt ¢, dvs ey dr en egenvektor till F.

II. Antag att satsen &r sann for alla euklidiska rum av dimmension n.

III. Antag att E &r euklidiskt, dim E = n + 1. Antag ocksa att en symmetrisk linjar
avbildning F' pa E har i nagon ON-bas till E matrisen A. Enligt algebrans fundamentalsats
har sekularekvationen det(A — AE) minst ett komplext nollstille. Enligt Sats 19.3 &r detta
nollstélle reellt. Kalla tillhérande egenvektor efter normering for e.

Satt nu W ={v € E: (v|e) =0}. Da ar W ett euklidiskt rum med samma skaldrprodukt
som i V. Vidare &r restriktionen av F' till W en symmetrisk linjir avbildning pa W, ty om
vi sétter Fyy(v) = F(v) for varje v € W, sa dr Fyy symmetrisk eftersom F' &r det.
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Dessutom foljer att
(Fw(v)le) = (F(v)|e) = (v[F(e)) = (v]e) = 0,

dvs Fyy(v) € W. Av Sats 19.5 foljer att dimW = dimE — 1 = n — 1. Enligt induk-
tionsantagandet i II. har W en ON-bas e, e, ..., e,_1 bestaende av egenvektorer till Fyy .
Eftersom F' = Fyy pa W ar dessa egenvektorer ocksa till F.. Da ey, eo, ..., e,_1 r ortogona-
la mot egenvektorn e till F' bildar dessa tillsammans med e en ON-bas e, eq,€9,...,€,n_1
bestaende av egenvektorer till F' for E. O

Lagg marke till att vi i Sats 18.8 har sett att om F har en bas av egenvektorer, sa ar F's
matris i denna bas en diagonalmatris.

Detta motiverar att vi skriver Spektralsatsen pa matrisform:

Sats 19.7. Om A &r en symmetrisk matris, sa finns det en ortogonal matris 7" och en
diagonalmatris D, sa att

A=TDT! & D = T AT,

dvs symmetriska matriser dr diagonaliserbara.

Bevis: Eftersom A dr symmetrisk, sa foljer av Sats 18.15 att
A=TDT™ !,

Matrisen T innehaller i sina kolonner en ON-bas av egenvektorer till A och matrisen D
innehaller egenvirdena pa diagonalen och noll for 6vrigt. Av spektralsatsen foljer att egen-
vektorerna bildar en ON-bas och i sa fall foljer av Sats 16.48 att transformationsmatrisen
T &r ortogonal. Detta betyder

A=TDT".

0

Anméirkning 19.8. Satserna 19.4 och 19.5 visar att om F &r en linjiar avbildning pa ett
dndligt dimmensionellt rum E, sa ar

F symmetrisk < F har en ON-bas av egenvektorer i E.
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Exempel 19.9. Antag att F : E? — E? &r en linjér avbildning som i basen e har avbild-
ningsmatrisen
173 1
Ae =7 < 1 3 ) '

1. Bestdm en bas f for E? bestaende av egenvektorer till F'.

2. Bestdm bassambandet samt sambandet mellan avbildningsmatriserna Ae och A f:

3. Beriikna A%, Ag' och nlin;o Ag.

Losning: 1. Eftersom matrisen Ae dr symmetrisk foljer av spektralsatsen att Ae &r

diagonaliserbar. Dessutom bildar egenvektorerna en ON-bas fér planet. Egenvirdena &r
I 1 -1 1 1
A1 = 1/2 och A2 = 1 med tilhérande egenvektorer f; = gﬁ < 1 ) och f, = gﬁ ( 1 )

_ t 1w _(1/2 0 =11
2. Bassambandet ger Ae = TDT", dar D = ( 01 och T = NG} ;o)A orto-
gonal.
3. Vidare giller att

AL = (TDTHY(TDTH(TDT?) = TD(T'T)D(T'T)DT! = TD*T*.

EfterSOmD?J:(l(/)Q (1))<1é2 (1)>(1(/)2 $>:(1/023 103>:<1/023 (1)>’Sa

ar
1 1
1 (-1 1 /22 0\ 1 (-1 1 1
3 _ 3t _ P = —
om0 ) DB
-5 1+5

Lagarna for matrisinvers ger

Agt = (rprH~' = (1)~ 'D7iT"t =TD7IT

“u( )G B )0 )

Pa samma sétt som i ¢) géller att om n &r ett heltal sa

1 1

14— 1——

gt L (—1 T2 0\ 1 =1 1) 1 S
e= RV AUEEE! 01)a\ 11)7 2 , ,
- 14

Later vi nu n — oo, dvs n vixa obegrénsat, far vi att

. 111
Ae_>2< 1 1)‘
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Exempel 19.10. Lat F vara en linjar avbildning i rummet som i en positivt orienterad
ON-bas ges av matrisen

L[ 1 48 L[ 6 -2 -3 LB -2 =3
mAd=g| 8 41| mB=-| 2 3 6|, C=,| -2 10 -6
-4 7 4 -3 —6 -2 -3 =6 5

Utred sa detaljerat som mojligt F' : s geometriska betydelse.

Lésning: Vi har redan i Exempel 16.67 konstaterat att eftersom matrisen

e A dr ortogonal med det A = 1 sa dr A avbildningsmatris fér en rotation R.
e B dr symmetrisk med det B = —1 sa dr B avbildningsmatris for en spegling S.

e (' ar symmetrisk med det C' = 0 sa &ar C avbildningsmatris for en projektion P.

Har ska vi anvéinda teorin for egenvirden och egenvektorer for att dra samma slutsats samt
att kunna séiga mer om de hér avbildningarna.

a) Matrisen A har endast ett reellt egenvirde A = 1 (de tva andra &r komplexa +i).
Egenvektorn v = eX horande till egenvardet A = 1 uppfyller alltsa

Rv)=Mw < Rv)=v< ReX)=eX & eAX =eX,
dvs v loser ekvationssystemet
AX = X.

Detta betyder att vektorn v ar parallell med rotationsaxeln, ty den avbildas ju pa sig
sjalv.

Eftersom EX = X, déir E &r enhetsmatrisen, sa far vi ett homogent ekvationssystem

AX=X<AX=FEX< (A-E)X=0. (19.2)
Forenklar vi A — F, far vi
1 1 —4 8 100
A—FE = g 8 4 1 ]—-1010
-4 7 4 0 01
1 1 —4 8 9 00 -8 —4 8
=3 8§ 41 0 90 = - 8§ =5 1
-4 7 4 009 -4 7 =5
Vi skriver ekvationssystemet i (19.2) pa matrisform:
-8 —4 810
8 —5 110
—4 7T =510
1
Detta har 16sningen X = | 2 |, dvs rotationsaxeln &r parallell med vektorn
2
1
v==e| 2 |.For att bestimma rotationsvinkeln 8, beriknar vi vinkeln mellan en
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0
vektor w och dess bild R(u). Lat u = e 1 | vara en vektor som ligger i normal-
—1
planet. Da &r
1 1 -4 8 0 1 —4
R(u) = 9¢ 8 4 1 1| = 3¢ 1],
-4 7 4 —1 1
sa att R
cosf = — () 0.
|uf |R(u)]

™
Alltsa ar rotationsvinkeln § = 5 Vidare giiller att vridningen sker moturs, ty vektorn

9 1
uxRu)=-1 2
3
2
pekar i samma riktning som vektorn v.
Matrisen B har egenvirden A\; = —1, Ay = 1, och A3 = 1, med tillh6rande egenvektorer
1 —2 -3
v, = 2 |,vy = 1 och vy = 0 |. Vektorerna v och vy spadnner upp
3 0 1

det plan som &r parallellt med alla vektorer som speglas pa sig sjilva. Vektorn v som
speglas i —v; &r forstas normal till detta plan. Observera ocksa att vy dr parallell
med vy X v3. Alltsd, B &r avbildningsmatris for en spegling av rummet i planet
r+2y+32=0.

Matrisen C har egenvirden A1 = 0, Ao = 1, och A3 = 1, med tillhérande egenvektorer

1 -2 -3
v = 2 |,vy = 1 och vy = 0 |. Vektorerna v; och vy spénner upp
3 0 1

det plan som &r parallellt med alla vektorer som projiceras pa sig sjilva. Vektorn v
som projiceras pa nollvektorn &r forstas normal till detta plan. Observera ocksa att
v1 ar parallell med vo X v3. Alltsa, C' &dr avbildningsmatris for en projektion i rummet
pa planet = + 2y + 3z = 0.



