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4. Vektorprodukt

Vi kommer i det hir avsnittet att definiera en ny rékneoperation for vektorer endast i rum-
met. Rékneoperationen kallas for Vektorprodukt (eller kryssprodukt) och &r aterigen en
ny vektor i rummet. Vektorprodukten kommer att hjélpa oss att bestdmma en konvention
nér vi ska rita ett koordinatsystem. Som bekant finns det olika sétt att rita ett koordinat-
system med de tre koordinataxlarna x-axeln, y-axeln och z-axeln parallella med respektive
basvektor e1, es och es. Nér vi har definierat vektorprodukten kommer vi endast att rita i
ett s.k. hégerorienterat system.

4.1. Definition av vektorprodukt

Definition 4.1. Lat u, v och w vara tre vektorer i rummet. Den ordnade trippeln
(u, v, w) kallas ett hégerorienterat system och séiges vara positivt orienterat om
den minsta vridning, som &verfér w i v sker moturs sett fran w: spets.

Figur 4.2.

Minnes regel: Tumme, pekfinger och langfinger pa hégerhand bildar ett hogersystem.

Definition 4.3. Vektorprodukt (eller kryssprodukt) mellan w och v ér den vektor
u X v som entydigt bestdms av:

1. u x v ar ortogonal mot bade u och v.
2. (u,v,u x v) bildar ett hogersystem.
3. |u x v| = |u| |v|siné, dér 6 &dr vinkeln mellan u och v.

Om u och v ar parallella séitter vi u x v = 0.
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Att vektorn u x v ar entydigt bestdmd kan vi inse pa foljande sitt. Eftersom vi dr i rummet
aterstar endast en riktning som &r ortogonal mot det plan som spédnns upp av u och v;
den har vi kallat for normalen. Vi véljer den riktning w pa normalen som gor att méangden
(u,v,w) ar ett hogerorienterat system. Efter att ha bestamt riktningen aterstar att fixa
langden. Vi véljer den vektor w som har lingden |u||v|sin 6, dvs

|lw| = |u||v|sin6.
Vi doper om vektorn w med egenskaperna ovan till u x v.

Vi fortsdtter med att titta lite ndrmare pa egenskaperna hos vektorprodukten u x v.
I figur 4.2 ser vi fran spetsen av vektorn w X v att vridningen av —v pa u sker moturs.
Detta betyder da att

UXV=—-vXuU,

ty

e vektorn —w X u &r ortogonal mot bade u och wv.

e mingden (u,v,—v X u) bildar ett hogerorienterat system.

o | —vxu|l=|—v| |ulsin(r —0) = |v| |u|sinfd = |u x v|.
Vi har ddrmed motiverat 1. i Sats 4.4 nedan. Vidare motiverar vi 2. i Sats 4.4 med att

|(Au) x v| = |Aul|v|sin@ = |A||u| |[v|sin€ = |A(u x v)|.
Om vi nu delar upp v i en ortogonalprojektion i u, dvs
V=0 y T Viu,

sa giller enligt pythagoras sats att |vq| = |v|sinf och |v|* = |vHu|2 + |v 1 u|?. Det foljer
att
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[ux (v +viw)|* = [uxol* = [ul*jo*sin® 0 = [ul*[o]1y = [uf[v]1ysin® 5 = Juxviul®

Detta tillsammans med att w x v, = 0 motiverar 3. i Sats 4.4.

Sats 4.4. Riknelagar for vektorprodukt i rummet:
l. uxv=—-vxu.
2. (Au) x v = AMu x v), diar A dr reellt.

Jux(v+w)=uxv+uxw.




