241

20. Kwvadratiska former

I det hér avsnittet ska vi studera homogena andragradspolynom ) som vi kommer att kalla
for kvadratiska former. Lat oss borja med ett exempel innan vi ger definitionen.

Exempel 20.1. Antag E" &r ett n-dimensionellt euklidiskt rum med en ON-bas
e=1{ej,es,...,e,} och u=x1e; +10€2+ -+, =eX € E". Daér

1. Q1(u) = Q1(3?1€1 + LL‘QCQ) = x% + 4dx1x9 + 1’%
2. QQ('U,) = Qg(xlel + To€9 + 17363) = SL’% — 2$% + 3x§ 4+ 4x129 — 62173 — 8273

tva exempel pa kvadratiska former i E? resp. ES. O

Definition 20.2. Antag E" dr ett n-dimensionellt euklidiskt rum med en ON-bas
e={ei, ey ...,e,} och u=2x1e; +x2e2+ -+ zpe, = eX. Visiger att funktionen
Q@ : E™ — R ar en kvadratisk form om

n n
Qu) = ajwjax,
j=1 k=1

dér alla ajj dr reella tal.

Exempel 20.3. Kvadratisk form och matrisframstéllning: I det hir exemplet ska vi
forsoka skriva de kvadratiska formerna i exemplet ovan pa matrisform:

1. Den kvadratiska formen
Qi(u) =Q1(eX) = :v% + 4129 + m% = m% + 22179 + 2T071 + x%

kan skrivas som en matrisprodukt

Qi(u) = Q1(eX) = (z1,22) ( ; f > < 1 ) = X'AX.

Z2

Pa huvuddiagonalen i matrisen A star koefficienterna for kvadraterna x? och pa plats (j, k)
star koefficienten for x;xy.

2. Pa samma sétt kan den kvadratiska formen Qo skrivas

Q2(u)

Q2(eX) = x% — 21’% + 3:6% +4x129 — 61123 — 8T9x3

= x% — 2x§ + 3m§ + 2x179 + 20911 — 3T1203 — 3371 — 493 — 4dT379

1 2 =3 1
(:El,xg.x;g) 2 -2 —4 xT9 = XtAX.
-3 —4 3 T3
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Allméant géller att

Sats 20.4. Antag E" &r ett n-dimensionellt euklidiskt rum med en ON-bas
e ={ej,es,...,e,}. Lat u = eX. Da kan varje kvadratisk form @ : E" — R skrivas
pa formen

Q(u) = Q(eX) = X'AX,

dér A ar en symmetrisk matris.

Nedan ska vi studera den kvadratiska formen Q = X'AX lite nirmare. Vi haller oss till
euklidiska rummet E* med dimensionen 3 och basen {e1, e2, e3}. Eftersom matrisen A ir
symmetrisk sa foljer av Spektralsatsen 19.6 att matrisen A dr diagonaliserbar, dvs det finns
en ortogonal matris T och en diagonalmatris D, sa att

A=TDT".

Matrisen 7" innehaller i sina kolonner en ON-bas av egenvektorer f = {fy, fo, f3} till A.
Tillhérande egenvérden A1, A2, och A3 finns pa diagonalen i matrisen D. Om u = eX = fY
ar en godtycklig vektor, sa foljer forutom bassambandet f = eT" &ven kooordinatsambandet

X =TY. Sétter vi in detta i kvadratiska formen:
Q=X'AX = X'TDT'X = (T'X)'D(T'X).
Later vi X =TV, dvs T'X =Y, sa fas
Qu) = X'AX = X'TDT'X = (T'X)!D(T'X) = Y'DY = Miy? + hov + Mgz, (20.2)

Den trevliga formen som fas pa @ efter basbytet i 20.2 motiverar att vi kallar ON-basen av
egenvektorer f for kanonisk bas.
Vi har saledes visat foljande resultat

Sats 20.5. Antag E" ir ett n-dimensionellt euklidiskt rum och Q = X'AX dir A ar
symmetrisk. Lat f = {fy, fo,..., f,} vara en ON-bas for E" bestaende av egenvektorer
till A med tillhérande egenviarden Ay, Ag, ..., A\,. Da &r

QUafi+ +uynfn) =yl + -+ Anyp (20.3)

Lat oss titta pa uttrycket i (20.3). Om A1 och A, dr minsta respektive storsta egenvérde
och u ligger pa enhetssfiren, dvs ||u||2 = y% 4+ 4 yg = 1 sa skulle storsta vérde till Q
ges av

Quifi+ -+ yafn) =Myl + -+ Xy S Xalyf + -+ 9a) = A 1= A
Pa motvarande sitt fas ():s minsta vérde:
Quifi+ -+ ynfn) =Myl + -+ Xayn 2 Mi(yi +-- +yp) =M - 1= A1

Alltsa, har vi visat
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Sats 20.6. Antag att egenvirdena ovan dr ordnade sa att
A< A << Ay

Da #r @:s storsta virde = \,, och minsta véirde = A; under bivillkoret |lu| = 1.

Exempel 20.7. Betrakta i E? den kvadratiska formen
Q(x1e1 + x2e3) = :vf + 6x129 + x%

I vilka punkter pa enhetscirkeln 2 + 23 = 1 antar @ storsta resp. minsta virde?

1 3

31
symmetrisk séiger spektralsatsen att A #ir diagonaliserbar med A = TDT". Vi bestdmmer

Losning: Vi har att Q(x) = 23 + 6129 + 23 = X* ( > X = X"AX. Eftersom A ir
ird ; kt til Aochfiratt D= 2 0 Joehr=——( !
egenvirdena resp. egenvektorerna till A och far a = 0 4 )ochT= Al-1 1)

Byter vi till ON-basen av egenvektorer ges koordinatsambandet da av X = TY. Den kvadra-
tiska formen @ kan i denna kanoniska bas

Q=X! ( :1,) :1)’ ) X = X'TDT'X =Y'DY = —2y% + 493,

Enhetscirkeln i nya basen
l=a?425=X'X = (TY)'TY =Y'T'TY = Y'Y =y +43.

Q:s storsta virde 4 pa y? +y2 = 1 fas i punkten y; = 0, yo = &1 som i gamla basen har

1 1 1
koordinaterna X =TY = +— , dvs £—(1,1).
73 (1 ) a5

Q:s minsta virde —2 pa vy 4+ y3 = 1 fis i punkten y; = £1, yo = 0 som i gamla basen har

1 1 1
koordinaterna X =TY = +— , dvs —(1,—1). O
75 (1 ) e



244 20 KVADRATISKA FORMER

Exempel 20.8. Bestidm storsta och minsta viarde av
Q= 2% — 23 — dayx3 — daowsy da e+ adfad=1.

Ange ocksa en punkt dir det storsta respektive minsta virdet antas.

Losning: Vi kan skriva om @Q pa matrisform, dvs Q = X'AX, dir

1 0 -2
A= 0 -1 -2
-2 =2 0

dr symmetrisk och ddrmed diagonaliserbar. Vi bestdmmer egenvérdena till A genom att
16sa sekularekvationen det(A — AE) = 0. Dessa dr A; = —3, Ay = 0, och A3 = 3. Tillhérande

egenvektorer ar enligt spektralsatsen ortogonala.

1 1 1
Normerar vi dessa far vi f; = 5(1,2,2)t, fo= 5(2, —2,1)%, och f5 = 5(2, 1,—2)". Infor vi

nu en ny ON-bas bestaende av egenvektorerna, dvs en kanonisk bas, sa kan () skrivas som

Quif1 +y2fs +ysfs) = Myt + Xoys + 33,

dvs
Q= —3yi +3y3

och ddrmed ar
—3<Q<3 (20.4)

Storsta vérdet for @ #r alltsa 3 som i den nya basen fas i punkter av typen (0,¢,+1), ¢ € R,
dvs y1 = 0, y9 &r godtyckligt och y3 = +1. Minsta virdet &r —3 och fas i punkter av typen
(£1,s,0), s € R. For att ange en punkt dér storsta virde antas sétter vi enklast ¢ = 0 och
véljer punkten (0,0,1) som i den gamla basen ges av

L[ 2 2 0 ) 2
X=TY =3 -2 1 0 )=5( 1]
2 1 -2 1 —2

1
dvs punkten §(2, 1,—2). Vill vi ange en punkt fér minsta virde kan vi sétta t.ex. s = 0 och

vélja (1,0,0) som i den gamla basen ges av

L1 22 1 e
X=TY =g -2 1 0] =3 :
2 1 -2 0 2

1
dvs 1 punkten 5(1,27 2). O



