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20. Kvadratiska former

I det här avsnittet ska vi studera homogena andragradspolynom Q som vi kommer att kalla
för kvadratiska former. L̊at oss börja med ett exempel innan vi ger definitionen.

Exempel 20.1. Antag En är ett n-dimensionellt euklidiskt rum med en ON-bas
e = {e1, e2, . . . ,en} och u = x1e1 + x2e2 + · · · + xnen = eX ∈ En. D̊a är

1. Q1(u) = Q1(x1e1 + x2e2) = x2
1 + 4x1x2 + x2

2

2. Q2(u) = Q2(x1e1 + x2e2 + x3e3) = x2
1 − 2x2

2 + 3x2
3 + 4x1x2 − 6x1x3 − 8x2x3

tv̊a exempel p̊a kvadratiska former i E2 resp. E3. �

Definition 20.2. Antag En är ett n-dimensionellt euklidiskt rum med en ON-bas
e = {e1, e2, . . . ,en} och u = x1e1 + x2e2 + · · · + xnen = eX. Vi säger att funktionen
Q : En → R är en kvadratisk form om

Q(u) =
n�

j=1

n�

k=1

ajkxjxk,

där alla ajk är reella tal.

Exempel 20.3. Kvadratisk form och matrisframställning: I det här exemplet ska vi
försöka skriva de kvadratiska formerna i exemplet ovan p̊a matrisform:

1. Den kvadratiska formen

Q1(u) = Q1(eX) = x2
1 + 4x1x2 + x2

2 = x2
1 + 2x1x2 + 2x2x1 + x2

2

kan skrivas som en matrisprodukt

Q1(u) = Q1(eX) = (x1, x2)
�

1 2
2 1

� �
x1

x2

�
= XtAX.

P̊a huvuddiagonalen i matrisen A st̊ar koefficienterna för kvadraterna x2
j och p̊a plats (j, k)

st̊ar koefficienten för xjxk.

2. P̊a samma sätt kan den kvadratiska formen Q2 skrivas

Q2(u) = Q2(eX) = x2
1 − 2x2

2 + 3x2
3 + 4x1x2 − 6x1x3 − 8x2x3

= x2
1 − 2x2

2 + 3x2
3 + 2x1x2 + 2x2x1 − 3x1x3 − 3x3x1 − 4x2x3 − 4x3x2

= (x1, x2.x3)




1 2 −3
2 −2 −4

−3 −4 3








x1

x2

x3



 = XtAX.
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Allmänt gäller att

Sats 20.4. Antag En är ett n-dimensionellt euklidiskt rum med en ON-bas
e = {e1, e2, . . . ,en}. L̊at u = eX. D̊a kan varje kvadratisk form Q : En → R skrivas
p̊a formen

Q(u) = Q(eX) = XtAX,

där A är en symmetrisk matris.

Nedan ska vi studera den kvadratiska formen Q = XtAX lite närmare. Vi h̊aller oss till
euklidiska rummet E3 med dimensionen 3 och basen {e1, e2, e3}. Eftersom matrisen A är
symmetrisk s̊a följer av Spektralsatsen 19.6 att matrisen A är diagonaliserbar, dvs det finns
en ortogonal matris T och en diagonalmatris D, s̊a att

A = TDT t.

Matrisen T inneh̊aller i sina kolonner en ON-bas av egenvektorer f = {f1,f2,f3} till A.
Tillhörande egenvärden λ1, λ2, och λ3 finns p̊a diagonalen i matrisen D. Om u = eX = fY
är en godtycklig vektor, s̊a följer förutom bassambandet f = eT även kooordinatsambandet
X = TY . Sätter vi in detta i kvadratiska formen:

Q = XtAX = XtTDT tX = (T tX)tD(T tX).

L̊ater vi X = TY , dvs T tX = Y , s̊a f̊as

Q(u) = XtAX = XtTDT tX = (T tX)tD(T tX) = Y tDY = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + λ3y

2
3. (20.2)

Den trevliga formen som f̊as p̊a Q efter basbytet i 20.2 motiverar att vi kallar ON-basen av
egenvektorer f för kanonisk bas.
Vi har s̊aledes visat följande resultat

Sats 20.5. Antag En är ett n-dimensionellt euklidiskt rum och Q = XtAX där A är
symmetrisk. L̊at f = {f1,f2, . . . ,fn} vara en ON-bas för En best̊aende av egenvektorer
till A med tillhörande egenvärden λ1, λ2, . . . , λn. D̊a är

Q(y1f1 + · · · + ynfn) = λ1y
2
1 + · · · + λny2

n. (20.3)

L̊at oss titta p̊a uttrycket i (20.3). Om λ1 och λn är minsta respektive största egenvärde
och u ligger p̊a enhetssfären, dvs �u�2 = y2

1 + · · · + y2
n = 1 s̊a skulle största värde till Q

ges av

Q(y1f1 + · · · + ynfn) = λ1y
2
1 + · · · + λny2

n ≤ λn(y2
1 + · · · + y2

n) = λn · 1 = λn.

P̊a motvarande sätt f̊as Q:s minsta värde:

Q(y1f1 + · · · + ynfn) = λ1y
2
1 + · · · + λny2

n ≥ λ1(y2
1 + · · · + y2

n) = λ1 · 1 = λ1.

Allts̊a, har vi visat
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Sats 20.6. Antag att egenvärdena ovan är ordnade s̊a att

λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn.

D̊a är Q:s största värde = λn och minsta värde = λ1 under bivillkoret �u� = 1.

Exempel 20.7. Betrakta i E2 den kvadratiska formen

Q(x1e1 + x2e2) = x2
1 + 6x1x2 + x2

2.

I vilka punkter p̊a enhetscirkeln x2
1 + x2

2 = 1 antar Q största resp. minsta värde?

Lösning: Vi har att Q(x) = x2
1 + 6x1x2 + x2

2 = Xt

�
1 3
3 1

�
X = XtAX. Eftersom A är

symmetrisk säger spektralsatsen att A är diagonaliserbar med A = TDT t. Vi bestämmer

egenvärdena resp. egenvektorerna till A och f̊ar att D =
�
−2 0

0 4

�
och T =

1√
2

�
1 1

−1 1

�
.

Byter vi till ON-basen av egenvektorer ges koordinatsambandet d̊a av X = TY . Den kvadra-
tiska formen Q kan i denna kanoniska bas

Q = Xt

�
1 3
3 1

�
X = XtTDT tX = Y tDY = −2y2

1 + 4y2
2.

Enhetscirkeln i nya basen

1 = x2
1 + x2

2 = XtX = (TY )tTY = Y tT tTY = Y tY = y2
1 + y2

2.

Q:s största värde 4 p̊a y2
1 + y2

2 = 1 f̊as i punkten y1 = 0, y2 = ±1 som i gamla basen har

koordinaterna X = TY = ± 1√
2

�
1
1

�
, dvs ± 1√

2
(1, 1).

Q:s minsta värde −2 p̊a y2
1 + y2

2 = 1 f̊as i punkten y1 = ±1, y2 = 0 som i gamla basen har

koordinaterna X = TY = ± 1√
2

�
1

−1

�
, dvs ± 1√

2
(1,−1). �
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Exempel 20.8. Bestäm största och minsta värde av

Q = x2
1 − x2

2 − 4x1x3 − 4x2x3 d̊a x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1.

Ange ocks̊a en punkt där det största respektive minsta värdet antas.

Lösning: Vi kan skriva om Q p̊a matrisform, dvs Q = XtAX, där

A =




1 0 −2
0 −1 −2

−2 −2 0





är symmetrisk och därmed diagonaliserbar. Vi bestämmer egenvärdena till A genom att
lösa sekularekvationen det(A−λE) = 0. Dessa är λ1 = −3, λ2 = 0, och λ3 = 3. Tillhörande
egenvektorer är enligt spektralsatsen ortogonala.

Normerar vi dessa f̊ar vi f1 =
1
3
(1, 2, 2)t, f2 =

1
3
(2,−2, 1)t, och f3 =

1
3
(2, 1,−2)t. Inför vi

nu en ny ON-bas best̊aende av egenvektorerna, dvs en kanonisk bas, s̊a kan Q skrivas som

Q(y1f1 + y2f2 + y3f3) = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + λ3y

2
3,

dvs
Q = −3y2

1 + 3y2
3

och därmed är
−3 ≤ Q ≤ 3 (20.4)

Största värdet för Q är allts̊a 3 som i den nya basen f̊as i punkter av typen (0, t,±1), t ∈ R,
dvs y1 = 0, y2 är godtyckligt och y3 = ±1. Minsta värdet är −3 och f̊as i punkter av typen
(±1, s, 0), s ∈ R. För att ange en punkt där största värde antas sätter vi enklast t = 0 och
väljer punkten (0, 0, 1) som i den gamla basen ges av

X = TY =
1
3




1 2 2
2 −2 1
2 1 −2








0
0
1



 =
1
3




2
1

−2



 ,

dvs punkten
1
3
(2, 1,−2). Vill vi ange en punkt för minsta värde kan vi sätta t.ex. s = 0 och

välja (1, 0, 0) som i den gamla basen ges av

X = TY =
1
3




1 2 2
2 −2 1
2 1 −2








1
0
0



 =
1
3




1
2
2



 ,

dvs i punkten
1
3
(1, 2, 2). �


