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8.5. Tillampningar av determinanter

Determinantbegreppet dr anvindbart vid undersdkning av 16sbarheten hos kvadratiska
ekvationssystem. Detta visar f6ljande sats.

Sats 8.17. Lat A vara en n x n matris. Lat vidare & och b vara kolonnmatriser av
typen n x 1. Da &r foljande pastaenden ekvivalenta:

1. det A # 0.

2. A inverterbar.

3. Kolonnerna (raderna) i A &r linjért oberoende.

4. Det homogena ekvationssystemet Ax = 0 har en entydig l6sning; ndmligen = 0.

5. Det inhomogena ekvationssystemet Ax = b har en entydig 16sning.

Exempel 8.18. For vilka virden pa konstanten a har ekvationssystemet en entydig 16sning?
(Detta ér 6vning 1.8 i kompendiet om Vektorer, linjer och plan.)

ax + y + 2z = 4
r + y + z =1
r + ay + 2z = 0
Losning: Vi skriver systemet pa matrisform:
a 1 2 T
1 11| [y ]|]=]|1]<Ax=0b
1 a 2 z

Systemet har enligt Sats 8.17 exakt en 16sning om t.ex., det A # 0. Vi bestammer darfor
det A. Vi skaffar genom radoperationer pa rad 2 tva nollor i kolonn 3:

a 1 2 a—2 -1 0 _ 9 1

detA=|1 1 1|=]| 1 1 1 |=(-128.1.]° ‘:(a—2)2—1.
1 a 2 1 a—2 0 -1 a=2

Alltsa ar

det A=0s(a—-2*-1=0& (a2 =1a-2=4+1<a=1,3.

Dérmed har systemet en entydig 16sning endast om a # 1 och a # 3.
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Exempel 8.19. For vilka reella = bildar méngden M = {vy,vq, v3,v4}, dér
vy = (1,1,0,0)%, vy = (1,0,1,0)", vz = (1,0,0,1)", vy = (1,1,1,2)"

en bas i R*?

Lésning: Vi antar att vektorerna ir givna i basen e i R*. Mingden M é&r linjért beroende
om det finns tal A1, Ag, A3 och A4 ej alla noll sa att

A1V1 + Agwg + Azvs + Agvy = 0.

Denna relation kan pa matrisform skrivas

111 1 A 0

100 1 | | o B
010 1 | = o |FAA=0
001 = As 0

—A -

Enligt Sats 8.17 har systemet AX = 0 den entydiga 16sningen A = 0 om det A # 0 och
dérmed &r M linjart oberoende. Vi skaffar ytterligare en nolla i kolonn 1 och utvecklar sen
efter kolonn 1:

1111 0110 L1 o
ot oo0 1] [1o00 1|, o
detd =g 10 1|7 lo10 1]V lé?i
001 = 001
= {rad 2 —rad 1}
1 10 .
= |0 -1 1 ——(—1)1“‘1‘ = (-1 ==z+1
1 =z
0 1 =z

Vi far foljande fall:

Fall 1: Om x = —1, sa &r det A = 0 och systemet AX = 0 kan antingen sakna 16sning eller
ha odndligt manga 16sningar. I fallet odndligt manga I6sningar betyder det att

M = {’Ul == (17 15070)t7 V2 = (]—707 150)t7 V3 = (170707 1)ta V4 = (]-a ]-» 17 _1)t}
ar linjéirt beroende R*.

Fall 2: Om = # —1, sa édr det A # 0 och dédrmed har systemet AX = 0 precis en l6sning
A = 0 vilket visar att méngden

M = {v; = (1,1,0,0)", vo = (1,0,1,0)", v3 = (1,0,0,1)", vs = (1,1,1, )"}

ar linjért oberoende i R*. O
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Exempel 8.20. (Determinanten som skalfaktor). Hér tar vi upp tva exempel som visar
hur determinanten kan anvindas som en skalfaktor nér ett objekt avbildas pa ett annat.
a) Vi vill berédkna arean for ellipsen

2 2
T+
a b2
. . . 1/a 0 . . . .
i Exemepl 6.43. Vi har sett att matrisen 0 1/b avbildar urbilden ellipsen ovan pa

bilden enhetscirkeln cos?# + sin?@ = 1. Determinanten for A anger forhallandet mellan
mattet for det nya objektet som &r ellipsen och mattet for det gamla objektet som &r
enhetscirkeln, sa att

mattet for det nya objektet cirkelns area
|det A] = — . . = — ,
mattet for det gamla objektet  ellipsens area
dvs )
llipsens area = cirkelns arca = 1 = rmab
e [det 4] z.1 ‘
1 0 0
b) Vektorerna [ O |, | 1 | och | 0 | irummet spanner upp en enhetskub Q. Matrisen
0 0 1
110
A= 1 2 1 | avbildar @ pa en parallellepiped Q som spanns upp av kanvektorerna
111
1 110 1 1
Al 0O =1 2 1 o]l=111],
0 11 1 0 1
0 1 10 0 1
Al 1 | =11 1 1 ]1=121],
0 11 1 0 1
och
0 110 0 0
Al 0O |=]1 2 1 o]l=111].
1 111 1 1

Vi kan nu beriikna volymen for bilden Q med hjilp av determinanten for matrisen A och
volymen for urbilden @ enligt

| det A| mattet f6r det nya objektet vol(Q) 1
e = = = = = .
mattet for det gamla objektet vol(Q)  vol(Q)

Eftersom det A = 1, sa ar
~ 1
1 = =1
voll@) = r4er Al
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Exempel 8.21. (Egenvirden och egenvektorer.) For vilka A har ekvationssystemet

11z — 4y - z = A
—dxr 4+ ldy — 4z = )y
—r — 4y + 1llz = Xz

icke-triviala 16sningar?

Losning: Eftersom ett linjart ekvationssystem kan antingen sakna 16sning, ha en entydig
16sning eller ha o#dndligt manga losningar, sa kan valet av parametern A styra vilket av
dessa 3 fall som systemet kan ha. Forvisso satisfierar den triviala 16sningen x =y =2 =0
systemet men vi séker bestdmma A, sa att systemet har andra l6sningar &n den triviala.
Systemet pa matrisform &r

11 —4 -1 T T
—4 14 -4 . Y =A| y o AX = 2\ X.
-1 —4 11 z z

Vi borjar med att flytta 6ver de obekanta variablerna till vénstra ledet

11z — 4y — z = A\x (11 =Xz — dy — z =0
—dr + 4y — 4z = )y & —dr + (4-Ny - 4z = 0
—r — 4y 4+ 11z = Xz —r - vy + (11-XN)z = 0
och som pa matrisform kan skrivas
11—\ —4 -1 T 0
-4  14-Xx -4 Ny ]l=10]<A-AE)X=0,
-1 —4 11— z 0

diar E &r enhetsmatrisen. Vi soker nu bestimma A sa att systemet (A — AE)xz = 0 har
andra losningar dn den triviala 16sningen. I sa fall kommer systemet att ha oéndligt manga
losningar. Detta kommer i sin tur att kréva att det(A — AE) = 0. Slutsatsen av detta blir
att vi bor soka A sa att det(A — AE) = 0. Vi utnyttjar att matrisen #r symmetrisk nér vi
ska anvanda radoperationer for att skaffa nollor. Vi subtraherar rad 1 fran rad 3:

[ - ~1 11—x -4 -1
det(A—AE)=| -4 14-X -4 |=| -4 14-X -4
-1 —4 11— —124+4XA 0 12-2A

Vi bryter ut (12 — \) fran sista raden och adderar kolonn 3 till kolonn 1:

1m-x -4 -1 10-X -4 -1
det(A—AE)=(12—))| —4 14-X —4|=(12-))| -8 14-x —4
~1 0 1 0 0o 1

Utveckling efter rad 3 ger slutligen

10— -4
-8 14—

= (12— A)(A\* — 24\ +108) = (12 — \)(A — 6)(\ — 18).

det(A—\E) = (12—-X)(-1)*".1. = (12 = A\)(10 — \)(14 — \) — 32)

Eftersom det(A — AE) = 0 for Ay = 6, A2 = 12 och A3 = 18, sa har systemet for dessa
varden pa A en icke-trivial 16sning. Vi tar och bestimmer dessa losningar.
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Fallet A\ = 6: Vi har alltsa

11z — 4y — 2z = 6z or — 4y — =z = 0
—4dr + 14y — 4z = 6y &< -4z + 8y — 4z = 0
—xr — 4y + 11z = 6z —r — 4y + 5z = 0
5 —4 —-11]0
s | 4 8 —410
-1 -4 510
1
som har 16sningen t =1, y=1och z=1,dvs X; = | 1
1

Fallet Ao = 12: Vi far

1z — 4y — 2z = 12z - — 4y — =z =0
—dr + 14y — 4z = 12y & -4 + 2y — 4z = 0
-z — 4y + 1llz = 12z —r — 4y + —z =0
-1 -4 -11|0
S| -4 2 410
-1 -4 -11|0
-1
som har 16sningen x = —1, y = 0 och z = 1, dvs X2 = 0
1
Fallet Ay = 18: Det foljer att
11z — 4y - z = 18z —Tx - 9y — z = 0
-4z + 14y — 4z = 18y & —4dz + -4y -— 4z = 0
—r — 4y + 11z = 18z —r — 4y + -7z = 0
-7 -4 =110
S -4 2 —410
-1 -4 —-71]0
1
som har 16sningen x =1, y = —2 och z =1, dvs X3 = | —2
1

Talen A1, A2 och A3 som vi har fatt ovan kallas egenviérden och tillhérande vektorer X1, X5
och X3 kallas for egenvektorer. Dessa begrepp kommer vi att studera utforligare senare i
Kapitel 18.



