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20.4.

20 KVADRATISKA FORMER

Teckenkaraktar hos kvadratiska former

Definition 20.17. Teckenkaraktir: En kvadratisk form @ : E — R kan ha nagot av
foljande teckenkaraktérer:

1.

2.

. Negativt definit: Om Q(u) < 0 for alla u # 0.

Positivt definit: Om Q(u) > 0 for alla u # 0.
Positivt semidefinit: Q(u) > 0 for alla u
Indefinit: ) antar bade positiva och negativa varden.

Negativt semidefinit: Q(u) < 0 for alla u.

Anmirkning 20.18. En symmetrisk matris A séiges vara positivt definit, positivt semi-
definit, indefinit negativ definit och negativ semidefinit om motsvarande kvadratisk
form Q = X'AX &r positivt definit, positivt semidefinit, indefinit, negativ definit respektive
negativ semidefinit.

Exempel 20.19. Ange teckenkaraktéiren for foljande kvadratiska former:

1. Ql(arlel + J,‘QEQ) = J}% + 237%.
2. Qa(r1€1 + T2€9 + T3€3) = x% + 2.%‘%.
3. Q3(z1e1 + o9 + 23€3) = —2 — 205 — 323

4. Q4(r1€1 + T2€9 + T3E3) = x% + 2x120 + ng.

5. Qs(r1€1 + T2€9 + T3€3) = 79@% + 5w% + 633% — 4x123 — dToT3.
Losning:

1. Q1(x1e1+zoeq) dr positivt definit, ty x%+2x% =0< 21 =29 =0, dvs Q1 = 0 endast
for u = 0.

2. Q3(z1e1 + zoeg + x3€3) = 0 & x% + 2:6% =0 < x1 = 29 och z3 &r godtyckligt. T.ex.
ar Q3 noll for (0,0,1) # (0,0,0). Alltsa &r Q2 positivt semidefinit.

3. Qg(l‘lel + xo€9 + x363) =0& —l‘% — Q.T% — 3$§ =0 21 = a0 = 23 = 0. Alltsa, Q9
ar negativt definit.

4. @4 ar indifinit, ty bade positiva och negativa virden. T.ex Q4 = 11 (1,0,0) och

@4 = —1 i punkten (1,—1,0).
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5. I kanonisk bas sag vi i Exempel 20.16 att Q5 kan skrivas
Qs(y1f1 + foffy +ysfs) = 3yi + 6y5 + 9y3.
Vi har att
Qs =023 +65+932 =00y =p=p3=0X=TY &1 =29 =23 =0,

didr X =TY ar koordinatsambandet och T innehaller egenvektorerna i sina kolonner.
Alltsa ar Qs positivt definit. O
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Av Sats 20.6 foljer direkt

Sats 20.20. Lat Q = X'AX vara en kvadratisk form, diir A &r en symmetrisk matris
med minsta egenvérdet A ;;, och storsta egenvirdet Amax. Da &r Q

1. positivt definit om A5, >0

2. positivt semidefinit om A ;,, =0
3. negativt definit om Amax < 0

4. negativt semidefinit om Amax =0

5. indefinit om A har savil negativa som positiva egenvérden.

Anmirkning 20.21. Av Sats 20.20 foljer att om en matris A inte har egenvérdet A\ = 0,
sa dr A inverterbar.

Exempel 20.22. Ange teckenkaraktéiren for foljande kvadratiska former:
1. Qi(x1e1 + x2e2) = x% + 23@%.
2. Qa(r1€1 + 1209 + T3€3) = m% + 2x%.
3. Q3(z1e1 + moen + x3€3) = —2% — 2235 — 323
4. Qq(x1e1 + x2es + x3€3) = :L‘% + 2x129 + 3x§.
5. Qs(r1€1 + 1209 + T3€3) = 7x% + 5x§ + 63:% — 4x123 — dToT3.

6. Q6($161 + :L’zeg) = (:L'l + 21’2)2 — 21’%.
Losning:

1. Qi(z1e1 + z2e3) = 27 + 223 = X* ( (1) g ) X. Egenviirdena dr \y = 1 och Ay = 2.
Alltsa ar Q1 positivt definit.

1 0 0
2. Qa(r1€1 + 1269 + T3€3) = x% + 2:U% =X'[ 0 2 0 | X. Egenviirdena &r \; = 1,
0 00
A2 =2 och A3 = 0. Alltsa ar Qo positivt semidefinit.
-1 0 0
3. Qz(w1e1 + xoen + 13€3) = —F — 223 — 325 = X* 0 —2 0 | X.Egenvérdena
0 0 -3

ar A1 = —1, Ay = —2 och A3 = —3. Alltsa ar Q3 negativt definit.
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1 10
4. Q4(x1e1 + 1209 + T3€3) = x% + 2x129 + 31‘% =X'| 1 0 0 | X. Egenvirdena &r
0 0 3
1—+5 1 5
A = 2f7 Ao = +2\f och A3 = 3. Alltsé éir Qg indefinit.
7 0 -2
5. Qs(x1e1 +roes+azes) = Ta? +5x3 4623 —4rx3 —4agws = X' 0 5 —2 |x.
-2 =2 6

Egenviardena d&r A\ = 3, Ao = 6 och A3 = 9. Alltsa ar ()5 positivt definit.

6. Qg ar skriven sa att alla termer &r i kvadrat, dvs Qg dr kvadratkompletterat. Pa sa
sitt ar det 1att att avgora teckenkaraktiren hos Q. Genom att sétt in nagra lampliga
koordinater ser vi att Q)¢ dr indefinit, ty Qg = 1 for £1 = 1 och z9 = 0 och Qg = —1
for x1 = 0 och 29 = 1. JAimfor annars med Qg = x% +4x129 + Qx%. O



