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18. Egenvirden och egenvektorer

18.1. Egenvirden och egenvektorer

Exempel 18.1. Lat oss studera avbildningarna; en projektion P pa ett plan och en spegling
S i samma plan. Vi antar att planet har normalen n och att det spanns upp av vektorerna
u och v.

Figur 18.2.

u v P(n)=0 S(u)=u S(v)=v

P(u)=u P(v)=v Sm=-n

For en projektion vet vi att normalen projiceras pa nollvektorn och att vektorerena u och
v projiceras pa sig sjilva, dvs

Vi &r intresserade av talen 0, 1, och 1 framfér n, w och v ovan. Vi kallar dessa tal for
egenvirden och tillhérande vektorer n, u resp. v fér egenvektorer.

Detta betyder att projektionen P har
1. egenvérdet 0 med en tillhorande egenvektor m,
2. egenvirdet 1 med en tillhérande egenvektor wu,
3. egenvirdet 1 med en tillhérande egenvektor v.

Eftersom speglingen S har egenskapen

séger vi att S har
1. egenvérdet —1 med en tillhérande egenvektor n
2. egenvirdet 1 med en tillhdrande egenvektor u

3. egenvirdet 1 med en tillhdrande egenvektor v
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Definition 18.3. Lat V vara ett vektorrum och antag att F' : V. — V &r en linjéir
avbildning.

1. Vi séger att vektorn v # 0 dr en egenvektor till F' om
F(v) = \v
for nagot reellt tal A. Detta \ kallas egenvérdet horande till vektorn v.

2. Egenrummet, F), till A &r mingden av alla 16sningar till ekvationen

dvs
Ey={veV: F(v)=\v}=[v]

for nagot A € R.

Exempel 18.4. Lat e vara en bas i planet och lat F' vara en linjir avbildning med matrisen

A—<_§ 2)

Da dr Ay = 3 ett egenvirde till F' med tillhoérande egenvektor v, = < ; )

Fo=en ()= 3 2) () =e( ) =se( 2) -

F(’Ul) = )\1’01.

Antag att vi vet att Ao = 4. Da kan vi bestidmma tillhérande egenvektor vy = eX genom
att anvianda definitionen, ty

F(’Ug) = U9 = QAX = \eX.

dvs

For att bestamma den obekanta X, flyttar vi over till samma led och l6ser det homogena
ekvationssystemet déarefter, dvs

. 1 3 T B T . 0 —3x1+4+3x2 = 0
wrrmoo () (2 )a(m) < (§) ] Dtz <

Detta har 1osningen x1 = x5 = ¢, t € R vilket ger att v = £(1,1)". Dessutom E\, = [(3,2)"]

och Ey, = [(1,1)"]. O

Nésta exempel visar att det inte dr sdkert att vi kan hitta en egenvektor till varje egenvérde.
4 01

Exempel 18.5. [ rummet har en avbildning G matrisen 2 3 2 |.Man kan visa att
-1 0 2

G har ett egenvirde A = 3 av multiplicitet 3, dvs Ay = Ao = A3 = 3. Till detta egenvirde
hor tva egenvektorer v1 = (1,0, —1)" och vy = (0,1,0)", sa att Eyx_3 = [v1, vs]. Observera
nagon tredje egenvektor vg finns inte. O
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2 6 0
Exempel 18.6. Lat F vara en linjér avbildning pa rummet med matrisesn A= | 3 0 6
05 2
6
1. Visa att A\; = 8 &r ett egenvérde med tillhérande egenvektor v =e | 6 till F.
5
-2
2. Visa att vg = e 0 ar en egenvektor till F'. Bestdm tillhérande egenvirde As.
1
3. Visa ocksa att A3 = —6 &r ett egenvérde till F' och bestam tillhérande egenvektor vg.
Lo6sning: Talet A kallas ett egenvirde med tillhérande egenvektor v = e X om
Fv)=weFleX)= eXecedAX =AX < AX = )\X.
1. Eftersom
6 2 6 0 6 6
Fvy))=F|e| 6 =e|l 3 0 6 6 | =8e| 6 |,
5 0 5 2 5 5
s& #r A\; = 8 ett egenvirde med tillhérande egenvektor e(6,6,5) till F.
-2
2.v9=e 0 ar en egenvektor med tillhérande egenvirde Ao om
1
2 6 0 -2 —4 -2
F(UQ)Z)\Q'UQ@AXQ:)\QXQ@ 3 0 6 0 =€ 0 =2e 0 = 2v9.
0 5 2 1 2 1
Alltsa ar Ao = 2.
3. A3 = —6 ir ett egenvirde till F' om det finns en tillhérande egenvektor vy = e X3, sa att
F(’l)g) = —6v; & AX3 =—-6X3& AX3 +6X35=0< (A + 6E)X3 =0,
dvs
2 6 0 100 1 0 8 6 00 6
3 06 |]+61 010 o |=1 0] 36 6|0 ||<Xs=t| -8
05 2 0 01 x3 0 05 8|0 5
6
Alltsa arvs=e | -8 |. O

5
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Exempel 18.7. I Exempel 18.1 sag vi att ortogonalprojektionen P pa ett plan har egenvardena
A1 =0, Ay = 1, och A3 = 1 med tillhérande egenvektorer normalen n och tva vektorer u
och v parallella med planet. Om f = {f; =n, fy=u, f3 = v} &r linjirt oberoende och
dérmed bas for rummet sa ges matrisen f6r P i basen f av

00 0 A 00
Ag=1010]=( 02X o0 (18.2)
00 1 0 0 As

eftersom

o

P(f;) = P(n)=0-n

o

0-fr=1r

P(fy) = P(u) =1-u

L-fq

I
I~
—

0
P(f3)=Pv)=1-v=1-f3=f| 0
1
Speglingen S har egenviardena A\; = —1, A2 = 1, och A3 = 1 med tillhérande egenvektorer

normalen n och tva linjirt oberoende vektorer u och v.
I basen f = {f; =n, fy =u, f3 = v} har S matrisen

~10 0 A 00
Ag=| 010 )=| 0x 0], (18.3)
00 1 0 0 A
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Exemplet ovan visar att i en bas av egenvektorer ges avbildningsmatris av en diagonalmatris
med egenviirdena pa diagonalen och alla andra element utanfér diagonalen &r 0. Nésta sats
visar att detta alltid géller nér vi viljer en bas bestaende av egenvektorer.

Sats 18.8. Antag att F' : V — V och att V har en bas {vy,vs,...,v,} bestaende av
egenvektorer till F', med egenvarden Ai, Ao,..., \,, s& & F'is matris i denna bas, en
diagonalmatris

A1 000 0

0 X O 0

0 0 Mg 0

0 0 O An

Bevis: Eftersom vj, j = 1,2,...,n &r en egenvektor till ' med tillhérande egenvérde \;,

sa géller enligt definition att
F(vj):)\jvj, j:172,...,n

och diarmed ocksa

M O - - -0
0 XN - - - 0
o 0 - - -0

(F(v1), F(v2),...,F(vy)) = (v1,v2,...,0,)
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Sats 18.9. Antag att dimV = n och att e = {ej,es,...,e,} &r en bas i V. Antag
vidare att F' : V — V &r en linjar avbildning med matrisen A i basen e. Da ar
egenvirdena till F' (eller till A) de reella rotterna A till sekularekvationen

det(A — A\E) = 0.

Vektorn v = eX kallas for en egenvektor till F' (eller till A) med tillhérande egenvirde
A om X dr en l6sning till ekvationssystemet

AX = A\X dvs (A= AE)X =0.

Bevis: Vi vet att bilden av v = eX under F' blir
F(v) = F(eX) =eAX. (18.4)

Antag nu att v #r en egenvektor till F' med tillhérande egenviirde A, dvs F(v) = Av. Da
giller att
F(v) = \v = leX. (18.5)

Eftersom vinstra ledet i (18.4) &r lika med vénstra ledet i (18.5) maste &ven hogra leden

vara lika, dvs
AX =X eller (A-XE)X =0. (18.6)

dér F ar en enhetsmatris av samma, typ som A som alltid ar kvadratisk.

Vektorn v = 0, dvs X = 0 ér alltid en 16sning till ekvation (18.6). Denna triviala 16sning
ar dock ointressant. Enligt Sats 8.17 sa har ekvationssystemet (18.6) en entydig losning om
och endast om det(A — AE) # 0. Déarfor ér det nodvindigt att kréva att A ska uppfylla

det(A—AE) =0
for att undvika den till ekvation (18.6) entydiga losningen X = 0. O
Anméirkning 18.10. Eftersom avbildningsmatrisen A &r av typen n x n till en linjér

avbildning F' pa ett linjart rum V med dim V = n, f6ljer att sekularekvationen
det(A — AE) = 0 ar ett polynom i variabeln A av ordning n.
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Exempel 18.11. Bestdm egenvéirden och egenvektorer till avbildningen F' i planet med
. 3 -1
matrisen ( 1 3 )

Lésning: For att 16sa sekularekvationen det(A—AE) = 0 behover vi forst rakna ut A—\E.

Vi har att
3 -1 10 3-x -1
AAE_<1 3)A<0 1)‘( -1 3/\>'

Loser vi nu sekularekvationen far vi

3—-A —1

Ozdet(A—)\E):' s,

’:(3—)\)2—1.

Alltsa har vi att
B3-=X?-1=0 o 3—A=+l1 & M =2, A =4

Egenvérden till F &r alltsa Ay = 2 och Ay = 4. Tillhérande egenvektorer v; resp. vo
bestdmmer vi genom att losa det homogena ekvationssystemet (A — AE)X = 0 for resp.
egenvarde. Vi borjar forst med Ap.

0

0

(A-ME)X =0 < {(513 _;))2((1) ?)}X:O - <} —1

som har 16sningen egenvektorn vy = (1,1)". Egenrummet &r Ey, = [(1,1)].
For Ay far vi

(A—AgE)XzO@{(_i) é>—4<(1) 2>}X:0®<_1 _}8)

vilket ger egenvektorn vy = (1, —1)". Egenrummet &r Ey, = [(1, —1)"]. O
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Exempel 18.12. Bestim egenviirden och egenvektorer till inversen F~! till avbildningen
. 3 -1
F med matrisen ( 1 3 >

Loésning: Vi forsoker bestimma egenviirden och egenvektorer till inversen F~! utan att
invertera F' och dérmed slippa invertera matrisen A. Enligt definitionen sa giller att

1
Fv)= & F Y FW)=F ') cv=\F"1v)e Flv)= 1
1
Saledes giller att om A &r ett egenvérde till F' med tillhérande egenvektor v, sa ar " ett
egenviirde till inversen F~! med tillhérande egenvektor v. Fran Exempel 18.11 ovan foljer

1
att A\ = 3 och \g = 1 ar egenvirden till =1 med tillhorande egenvektorer v, = (1, 1)t

rspektive vy = (1, —1)". O

Exempel 18.13. Vi gar tillbaka till Exempel 18.5 och visar egenvirden och egenvektorer

4 01
till avbildningen GG. Matrisen dr A = 2 3 2 |.Viloser sekularekvationen genom att
-1 0 2
utveckla ldngs andra kolonnen
4—X 0 1 4 1
0 = det(A—\E)= 2 3—A 2 =3-X 1 91

~1 0 2-2X
= B-MNE=-ND2-N+1D)=3B-MNAN=61+9)=(3-1)>

Egenvirdena &r saledes \; = Ay = A3 = 3. Egenvektorerna far vi genom att 16sa

1 0 110 1 0 110
(A-3E)X =0 < 2 0 210 & 0 0 00
-1 0 —-11]0 0 0 0|0
dvs
1+ 23 =0.

Detta betyder att alla vektorer parallella med detta plan &r egenvektorer till ett och samma
egenviirde 3. Vi viljer tva linjirt oberoende vektorer, t.ex. v; = (1,0, —1)" och
vy = (0,1,0)", sa att By = [(1,0,—1)",(0,1,0)"]. O
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Exempel 18.14. Bestdm egenvirden och egenvektorer till linjara avbildningar med foljande
matriser

11 -4 -1 L 51 -2
a)A=| -4 14 —4 |, b)B—G( 15 2
-1 -4 11 —2 2 2
1 20 1 20
ogc=(1 12, D=0 10
0 -1 1 0 -1 1

Lésning: a) Egenvirdena bestidms genom att 16sa sekularekvationen det(A — AF) = 0.
I Exempel 16.9 visade vi att egenvérdena dr A\; = 6, Ao = 12 och A3 = 18. Tillhorande

1 1 1
egenvektorer dr vy = e| 1 |, vo = e 0 resp. v3 = e | —2 |. Egenvektorerna
1 -1 1
ir ortogonala och normerar vi dessa far vi en ON-bas f for R3. Matrisen i denna bas #r
6 0 0
Af =T'AeT=| 0 12 0 |, dir egenvirdena ér pa diagonalen, se Exempel 16.52.
0 0 18

b) Sekularekvationen ger

1 5 1 =2 1 00 1 5—6A 1 -2
0 =det(B-AF) = 6 15 2 ]1-=-Xx1010 =15 1 5—6A 2
-2 2 2 0 0 1 -2 2 2 —6A
Determinantlagarna ger att
L[ 5-6x 1 ~2 Ll -6a 1 ~2
o=l 1 s-6n 2 :<6) 1 5-61 2
-2 2 2 — 06X -2 2 2 — 06X
Addera t.ex., kolonn 2 till kolonn 1:
6 — 6 1 -2 6 —6A 1 -2
0=|6—-6X 5—06A 2 = {rad l-rad 2} = 0 4 — 6 4
0 2 2 —6A 0 2 2 —6A
Utveckling langs kolonn 1 ger
4 — 6\ 4
— _ _1\1+1 — _ _
0=(6—6X)(-1) 9 9_6) 216A(1 — A)(A —1).

Alltsa &r Ay = 0, Ay = A3 = 1. Vi bestdmmer nu tillhérande egenvektorer. Vektorn v{ = e X3
ar en egenvektor tillhérande A1 = 0 om

F(’Ul) = \v & F(QXl) =MeXieBXi=MeXi & (B — )\1E)X1 =0. (187)
Vi behover alltsa 16sa det homogena systemet

5/6—-X  1/6 ~2/6 |0
(B—ME)X;=0< 1/6  5/6—X\  2/6 |0
—2/6 2/6  2/6— X\ |0
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5 — 61 1 -2 0 5 1 =210
= 1 5 — 061 2 0| <& 1 5 2|0
—2 2 2—6)\ |0 -2 2 210
-1 -1
Losningen ar X7 =t 1 och darmed ar v1 =te 1 |. Egenvektorn vy = e X5 till
-2 -2
A2 = 1 bestdmmer vi pa samma sétt som i (18.7) som leder till foljande system
-1 1 =210
(B—-ME)YX;=0---& ... 1 -1 210
-2 2 4]0
1 -2 1
som har 16sningen Xo3=s| 1 | +1 0 |.Viviljerdavs =se| 1 och
0 1 0
-2
vy=te 0 |. Observera att vy och w3 ar ej parallella.
1
c¢) Sekularekvationen ger
1-—A 2 0
0=det(C — A\FE) = 1 1—A 2 SA=d=X=1
-1 1-X
Det homogena systemet vi far for A; = 1 enligt (18.7) &r
0 2 010
(C—ME)=0---& 1 0 2|0
0 -1 010
—2 —2
Detta system har endast 16sningen X; =t 0 |,saattv; =te 0
1 1
d) Sekularekvationen ger hér
1—A 2 0
Ozdet(D—)\E): 0 1—A 0 S A=A = A3 =1.
0 -1 1-=2X
Enligt (18.7) far vi for Ay = 1 att systemet
0 2 0|0
(D-ME)=0---<--- 0 00|0
0 -1 00
1 0 1 0
losningen X120 =s| 0 | +t| O |,saattv; =se| O | ochva=te| 0 |. ]

0 1 0 1



