72 8 DETERMINANTER
8.4. Existens av determinanten

Nista sats visar att det verkligen existerar en determinant av A, dvs en funktion av A som
uppfyller egenskaperna 1., 2., och 3. i Definition 8.4. Vi beh6ver nedan beteckningen AUR)
for den matris som fas om rad j och kolonn k tas bort fran A.

Sats 8.7. For varje positivt heltal n finns en entydig determinant, det A, av n x n
matriser A som uppfyller egenskaperna 1., 2., och 3. i Definition 8.4.

Bevis: Vi visar satsen med hjélp av induktion.

I. Vi har redan visat att Satsen &r sann for n = 2, dvs att determinanten uppfyller egen-
skaperna 1., 2., och 3. i Definition 8.4.

II. Antag att vi redan har definierat determinanter for (n — 1) x (n — 1)-matriser sa att
egenskaperna 1., 2., och 3. i Definition 8.4 &r uppfyllda.

II1. Vi definierar determinanter av n X n-matriser genom utveckling av 1:a raden:
n
det A= (~1)""*ay;, det AMY. (8.3)
k=1

a) Antag att k # p. Da beror inte ay, linjért pa A:s kolonn A, utan enligt induktionsan-
tagandet i II sa beror ALR) linjért pa A,. Om k = p, sa beror aj, pa linjart pa A, men
inte AR Alltsa beror ayy det A linjirt pa A, och dirmed ocksa det A i (8.3). Alltsa ir
egenskap 1. i Definition 8.4 klar.

b) Antag att 2 nérliggande kolonner &r lika. T.ex. A, = Ap+1. Da har matriserna AUF)
tva lika kolonner utom fér k = p och k = p + 1. Da é&r enligt induktionsantagandet II alla
det A*) = 0 for k # p och k # p + 1. Determinanten i (8.3) blir déirmed

det A = (—=1)"Pay, det AP + (1) Fay () det ALPTD) =,

ty Ap = App1 medfor att ai, = aj(py1) och AP = AP Om de 2 likadana kolonnerna
inte &r narliggande sa kan vi genom att successivt byta plats pa dessa sa de blir narliggande
och dérmed #r det A = 0. Det dr mojligt da platsbyte dndrar enligt 4. bara tecknet hos
determinanten.

c) Om A = E sa ér a;; = 1 och alla andra ay, = 0 och da foljer av determinantens definition
i(8.3) att

det E = Z(—l)Hkalk det AR = det A = det EAY =1,
k=1

ty enligt induktionsantagandet II &r determinanten av en enhetsmatris av ordning n — 1
lika med 1. O
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Nésta resultat visar att vi kan berdkna determinantens viarde som en utvecklig efter en
godtycklig rad.

Sats 8.8. For varje rad j = 1,2,...,n kan determinaten beréknas enligt
n . .
det A = (=1)"*a; det AUF), (8.4)
k=1

Bevis: I (8.3) definieras determinanten som en utveckling efter férsta raden, dvs j = 1. 1
Sats 8.7 ser vi inget hinder till att ha det definierat determinanten efter en godtycklig rad
j for att visa att egenskaperna 1., 2., och 3. i Definition 8.4 blir uppfyllda. Pa grund av
entydigeten, sa foljer nu att determinatnen kan berdknas enligt (8.4). 0

Nasta sats visar en symmetriegenskap hos determinanten.

Sats 8.9. Om A &r en matris av ordning n, sa

det A = det A’

Bevis: Lat D(A) beteckna determinanten av A’. Av entydigheten ricker det att visa att
D(A) uppfyller egenskaper 1. 2. och 3. i Definition 8.4. Egenskap 3 dr enklsat &r visa, ty

D(E) = det(E") = det(FE) = 1.
For beviset av egenskap 2. och 3. anvénder vi induktion.

1. Att visa egenskap 1. for D(A) ér detsamma sm att visa egenskap 1. for det A med rader
i stéllet for kolonner. Av (8.4) for utvekling efter rad foljer att

det A = Z(—I)Hkajk det AUP)
k=1

beror linjart pa rad j.

2. Det ar klart att om n = 2 och bada raderna ir lika sa ar det A = 0. For n > 3 anvéander
vi Sats 8.8 for att utveckla efter en annan rad an de 2 som &r lika. Da far alla matriserna

AUR) § (8.4)
n
det A = Z(—l)j+kajk det AUR)
k=1

tva likadna rader och didrmed ar det A = 0. Pastaendet foljer nu av induktion och vi skriver

det A" = D(A) = det A.
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Av beviset for symmetrissatsen ovan foljer att vi kan beréikna determinaten om vi utveklar
efter en kolonn istéllet for en rad.

Sats 8.10. For varje kolonn k = 1,2,...,n kan determinaten berdknas enligt

det A =" (—1)7"*a; det AUP). (8.5)
j=1

Bevis: Eftersom raderna i A dr kolonner A’, sa foljer egenskaperna 1. till 5. hos det A likasa
for raderna som for kolonnerna i A av Satserna 8.8 och 8.9 och formel (8.5) giller. O

Vi kan nu beriikna determinanten for produkt av matriser.

Sats 8.11. Produktsatsen. Om A och B &r tva n X n matriser, sa ir

det(AB) = det Adet B.

Bevis: Sitt D;(A) = det(AB) och Dy(A) = det Adet B. Vi later B vara fix ooh betraktar
D1(A) och Ds(A) som funktioner av A. Om kolonnerna i BA d&r BA;, BAs,...,BA,, sa
kan man visa som tidigare att BA uppfyller egenskap 1. och 2. Likasa gor BA. Vidare géller
om A = F sa ér

Dl(E) =detB = DQ(E)

Av entydighetssatsen Sats 8.6 {6ljer nu att D1(A) = Da(A), dvs det(AB) = det Adet B. J
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Exempel 8.12. Berdkna determinanten

1 2 00 1 1 1 1
21 20 1 -1 -1 1
a) detA= 092 1 9 b) detA= 11 -1 -1
00 21 1 -1 1 -1

Lésning: a) Vi utnyttjar de nollelement vi redan har och forsoker skaffa oss fler. T.ex.,
kan vi med radoperationer skaffa oss ett tredje nollelement i kolonn 1 som vi sen utvecklar
efter:

1200 1 200 a9 0
2120 |0 =320 , 4

detd=1o 9 1 9|70 21 2|~V 3;?
0021 0 021

Vi skaffar oss med kolonnoperationer ytterligare ett nollelement i kolonn 3 som vi sen
utvecklar efter:

-3 2 0 -3 20 PR
detA=| 2 1 2|=| 2 =3 0 —(—1)3+3.1-‘ 5 _3‘—5.
0 2 1 0 21
1 1 1 1 1 1 1 1
-2 -2 0
|1 -1 -1 1|0 =2 =2 0| _, 44 o
bdetA=1, 1 4 1|70 o —2 —o |1 _(2) (2) _g
1 -1 1 -1 0 -2 0 —2
Vi bryter ut —2 fran rad 1, rad 2 och rad 3, sa att
110 1 10 )
det A=(-2)-(-2)(=2)|0 1 1|=-8[0 1 1|= 8(1)1+1.1| 1‘:16.
101 0 -1 1
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Exempel 8.13. Berikna D =

—_e =8
8 P =
— 8
ST = 8]

Losning: Addera kolonn 2, kolonn 3, och kolonn 4 till kolonn 1, sa far vi

z 1 y 1 24z4+y 1 y 1 1 1 gy 1
{1y 1 z| |242+y y 1 x| 1 vy 1 =z
D=1 o 1|7 24ady 1 0 1| = @20 1 4

1 2 1 y 24z+y x 1 y 1 2 1 y

Utfor vi radoperationer nu, sa
11 y 1
o 0O y—-1 1-y -1 ..
D = 2+4+xz+y) 0 0 -y 0 = {utveckla ldngs rad 3}
0 z—1 11—y y—1
1 1 1
= 2+z4+y)-(—1)*B@x-y)| 0 y—1 z—1|= {utveckla lings kolonn 1}
0 z—1 y—-1
-1 z-1
— ety (0| VTP e (1P - @ - 1)
(z—y)(2—z—v)
= {konjugatregeln} = (z — y)*(2+ z +4)(2 — = — y).
|
11 0 1
; . r 2 -2 22|
Exempel 8.14. Los ekvationen 0 1 10 =0.
z 0 1 =z

Losning: Ta t.ex kolonn 4 minus kolonn 1, sa

11 0 1 11 0 0

_ 2 _ 2
g i f 36 38 ? f v 0 Tl = {utveckla lings kolonn 4}
z 0 1 =z z 0 1 0

= {kolonn 2 minus kolonn 1}

O = =
—= = O

1 0 0
= (@®—2)| 0 1 1 |={utveckla lings rad 1}
x —x 1
= (@ —2)(—1) ' _i 1 ‘ — () (@t 1) = 2@ —1).

Ekvationen har rotterna 0 och +1. [l
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Ett intressant resultat som &r en direkt foljd av Sats 8.11 &r ndr A ar inverterbar med
inversen A~

Sats 8.15. Lat A vara en n X n matris. Da ar
A inverterbar < det A # 0

och i sa fall géller att

1
det A7 = .
¢ det A

Bevis: =: Om A ir inverterbar, sa
l=detE =det(A1A) =det A~ det A
samt att det A # 0.

<: Antag att A inte ar inverterbar. Da foljer av Sats 6.31 att A:s kolonner A, As, ..., A,
ar linjdrt beroende och ddrmed kan nagon kolonn t.ex. A; skrivas som en linjirkombination
i de 6vriga
n
Ap =Y MeAy.
k=2
Vi far ddrmed

det A = det <ZAkAk,A2, . .,An> = Apdet(Ag, Ay, ..., Ay) =0,
k=2 k=2

ty varje determinant det(Ag, As, ..., A,) innehaller 2 likadana kolonner och #r dirmed 0
for varje k = 2,...,n. Alltsa &r om A inte inverterbar sa dr det A = 0 och ddrmed har vi
visat att om det A # 0, sa dr A &r inverterbar sa &r . O

1 2 3
Exempel 8.16. Undersok om matrisen A= | 1 0 1 | &r inverterbar. Bestdm det A7
110

Losning: Enligt Sats 4.11 har en kvadratisk matris A invers om och endast om det A # 0.
1
Dessutom ér det A™' = ——_ Vi beriiknar déirfor det A. Vi utnyttjar att vi redan har nollor

e
1 A och skaffar fler. T.ex. subtraherar vi kolonn 1 fran kolonn 2:

1 2 3 -1 2 3 B
=/ 101 :(—1)3”.1-‘

1 ?
0 010

S

Alltsa dr A inverterbar. Inversen A~! har determinanten

1 1
A= —— =~
det detA 4



