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16.3. Projektion och Spegling

Exempel 16.14. Bestdm matrisen for projektionen P av rummet vinkelrét mot planet
W. 2x—y—22=0.

Bestdm ocksa bilden av basvektorerna e, e, e3 och w = ej + 2e5 + 3es. (ON-bas).

Lo6sning: a) Anvind projektionsformeln b) Utnyttja att P &r linjar

Figur 16.15.
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a) Projektionsformeln ger
u=ujntuy dir u”n:Wn och Plu)=upn=u——

Matrisen A for projektionen P innehaller i sina kolonner bilden av basvektorerna. Vi féljer

T
Exempel 12.34 och later u = e | zo | vara en godtycklig vektor. D& far vi
T3
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el el -1
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Plu) = u—up=u U —e x2 | — s — el —1
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c -2 T3 —4xq 4 229 + 43
9z, 4x1 — 229 — 43 5x1 + 2x9 + 43
1 1
= e 9 929 — —2x1 + 22 + 223 =e 9 2x1 + 8xo — 223
9x3 —4xq 4 229 + 43 4x1 — 229 + bx3
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1 5 2 4
Alltsa har P matrisen A = 9 2 8 -2
4 -2 5
2 1
b) P é&r linjar. Lat v; = e | 2 och v9 = e[| -2 vara tva vektorer i planet W.
1 2

(Visa detta genom att séitta in vektorernas koordinater i planet W:s ekvation). Da kommer
normalen n att avbildas pa 0 och v; och vy att avbildas pa sig sjilva eftersom dessa redan
ligger i planet W. Vi har alltsa att

Pn) = 0 P2e; —es—2e3) = 0-e;+0-e3+0-e3
Pv)) = v, & P(2e; +2e3+e3) = 2e; + 2es + e3
P(vy) = ws P(e; — 2es + 2e3) = e — 2ex + 2e3

Eftersom P &r linjar sa far vi systemet

2P(61) — P(eg) — 2P(63) = 0-eg + 0-e0 + 0-e3
2P(e1) + 2P(62) + P(eg) = 2e; + 2es + es
P(el) — 2P(62) + 2P(63) = e — 2e9 + 2e3

Loser vi systemet for de obekanta P(e1), P(ez) och P(ez) som i i Exempel 16.13 far vi att

P(e;) = (be;+2es+ 463)/9
P(eg) = (261 + 8es — 263)/9
P(eg) = (461 — 2eq + 563)/9

som ger matrisen A igen.

Vi projicerar nu vektorn w = e + 2es + 3es och far bilden

1 1 5 2 4 1 1 21
Plw)=P|e| 2 :§§ 2 8 -2 :§§ 12
3 4 -2 5 3 15

d
I anmérkningen nedan tar vi upp ett antal viktiga egenskaper hos en projektion som kan
verifieras for exemplet ovan.

Anmirkning 16.16. Om A &r matrisen for projektionen i Exempel 16.14, sa ar
1. A symmetrisk.
2. det A =0.
3. A= A

Vi visar i Anmérkning 16.55 att i rummet har alla ortogonala projektioner pa ett plan dessa
egenskaper. Diaremot visar vi i Kapitel 24 det allménna fallet att i n-dimensionellt rum sa
har alla ortogonala projektioner pa underrum dessa egenskaper.
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Exempel 16.17. Ange matrisen for speglingen S i planet W : 2z—y—2z = 0. (ON-bas).

Losning: a) Projektionsformeln b) S ér linjér:

Figur 16.18.

O P(u):uDn
$ y SW=-n
a
a) Lat u=e | b | vara en godtycklig vektor i rummet. Da giller att
c
a 2
. 2a —b—2
S(u) = u—2u||n:u—2Mn:§ b _ng -1
n[? 9
c -2
a 8a — 4b — 8¢ 1 a+ 4b + 8¢ 1 1 4 8
= e| b —g§ —4a + 2b + 4c :g§ da + 7b — 4c :g§ 4 7T —
c —8a +4b+ 8¢ 8a —4b—c 8§ —4 1
1 1 4 8
Alltsa ges avbildningsmatrisen for speglingen S av A = 9 4 7 —4
8 —4 1

b) Idén hir &r att utnyttja egenskapen hos S, dvs att normalen n avbildas pa —n samt att
tva godtyckligt linjéirt oberoende vektorer i planet W avbildas pa sig sjilva. T.ex. tar vi
v1 = 2eq1 + 2e5 + e3 och vy = e; — 2ey + 2e3 1 W. Detta ger att

S(n) = —n S(2e; —ex —2e3) = —2e; +ex+2es
S(’Ul) = v & S(2e; +2es+e3) = 2eq1 + 2e5 + e3
S(’Ug) = V9 S(el — 2eq + 263) = e; — 2es + 2e3

1
S(e1) = 5(61 + 4es + 8es)
1
= S(e2) = 5(461 + Teg — 4e3)
1
5(63) = 5(861 —4es + 63)

vilket ger samma avbildningsmatris A som ovan. Systemet ovan l6ses p.s.s i Exempel 16.13.

O

S Q
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Exempel 16.19. Bestdm matrisen for projektionen av rummet vinkelrdt mot den rita
linjen L : (z,y,2) = t(1,2,—-2)" (ON-bas).

Loésning: a) Projektionsformeln b) P ér linjir

Figur 16.20.

u ﬁ Pl =u,,

V1
v, o
1 a
Latv=¢e 2 | vara riktningsvektorn hos linjen och lat w = e | b | varaen godtycklig
_9 c
vektor. Projektionsformeln ger:
u-v a—+2b—2c !
Plw) = wp =z v=e——g—| 2
a+2b—2c 1 1 2 =2 a
= e— 2a + 4b — 4c :g§ 2 4 —4 b
—2a — 4b + 4c -2 —4 4 c
1 1 2 =2
Alltsa ges avbildningsmatrisen till projektionen P av A = 9 2 4 —4
-2 —4 4

b) P projicerar riktningsvektorn v pa sig sjilv, samt tva godtyckligt linjédrt oberoende
vektorer, ortogonala mot v, t.ex. v{ = 2e1 4+ ez + 2e3 och vy = 2e; — 2ey — ez projiceras
pa nollvektorn 0. Detta ger att

Plv) = v P(€1+2€2—263) = e]+2ey; —2eg
P(’Ul) = 0 = P(261+62—|—263) = 0
P(’Ug) = 0 P(2€1 — 262 — 63) = 0
P(el) = (e; +2eg — 263)/9
= P(eg) = (261 + 4ey — 463)/9
P(eg) = (—2e; —4es + 463)/9

Vi far samma avbildningsmatris A som ovan. O
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Exempel 16.21. Bestdm matrisen for en spegling av rummet i den réta linjen
L: (x,y,2)=1t(1,2,—2)". Bestim ocksa bilden av vektorn w = e; + 2es + 3e3. (ON-bas).

Loésning:
Figur 16.22.
L
Vv
u [l S(U)
S(v,,)
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a) Eftersom spegelbilden uppfyller

S(u)=u—2u,yp

-7 4 —4
sa ges avbildningsmatrisen av — 4 -1 -8
-4 -8 -1

b) Alternativt kan vi 16sa ekvationssystemet

S(v) = w
S(’Ul) = —V
S(’Ug) = —3

dér vektorerna v och wve &r ortogonal mot v och kan vara som i Exempel 16.19.

Vidare giller att

I . L I 11 22 23
S(w) = 0 & 4 -1 -8 2 )= 9¢ —22 | = —gé T g e
4 -8 -1 3 _93



