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10.3. Linjarkombination

Definition 10.27. Lat M = {vi,vs,...,v,} 1 ett linjirt rum V. En vektor u av
formen
u = )\1’01 + )\21)2 + -4 >\n’Un7

kallas en linjarkombination av M.

Exempel 10.28. Varje vektor € = (1,29, ...,2,)" i R™ #r en linjirkombination av vekto-
rerna e; = (1,0,...,0)", e; = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,0,...,1)", ty

T =ux1€1 + x0€0 + -+ - + Tp€Y.

Exempel 10.29. Varje andragradspolynom p(z) = az?+bz+c € Py ér en linjirkombination
av polymonen po(z) = 1, p1(z) = x, och pa(z) = 22, ty

p(x) = ap2(x) + bp1(x) + cpo(x).

Exempel 10.30. Varje symmetrisk matris i Mso &r en lindrkombination av

o (3 8)-(2 2):(8 )}
(59) (3 )t )3 1)

Exempel 10.31. Vektorn u = (4, 8,12, 4)t ar en linjirkombination av mingden
M = {vy,vo,v3,v4}, diir v1 = (1,1,1,1)", vy = (1,—1,1,-1)", v3 = (1,1,—1,—-1)" och
vy = (1,-1,-1,1)%, ty

1 1 1 1| 4 A o= 7
1 -1 1 —-1| 8 Ay = 1
U = \v1 + Avg + A3v3 + A\vy & 1 1 -1 —-1l12 & As = —1
1 -1 -1 1| 4 A = =3

Alltsa ar u = Tvy + v9 — v3 — 3v4 en linjirkombination. O
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Exempel 10.32. Visa att i P; dr polynomet x en linjirkombination av M = {1+x,1 —=z}.

Losning: Lat pi(z) = 14 z och pa(z) = 1 — 2. Da ér p(x) = x en linjirkombination av
{p1(x),p2(x)} om det finns tal A\; och Ao, sa att

p(z) = Mip1(x) + Aope(z) © M1+ 2)+ X(1 —2) =2 < (M + A2) + (A — Ao)x = .
Eftersom likheten skall gilla for alla z, identifierar vi koefficienterna
(/\1+)\2)~1—|—()\1—/\2)-IL‘ZQ~1+;~$

far vi ekvationssystemet

M+ = 0 N Al = 1/2
AM—X =1 Ay = —1/2
; ; 1 1 - —
Darmed ér p(z) = §p1(x) - §p2(x) en linjairkombination av M. O

Begreppet spdnna upp, som vi alldeles strax ska definiera, behovs for att veta vilka vektorer
som #r inom rickhall for oss.

Definition 10.33. Lat V vara ett vektorrum och lat M vara en delmingd av V,
dvs M C V. Vi séger att méngden M spinner upp V om varje element i V &ar en
linjérkombination av M.

Exempel 10.34. Méangden

o) (oo) (Vo) (Y1

spanner upp Mag, ty varje godtycklig matris &r en linjirkombination enligt

an a ) 10, 01, 00, 0 0
ay am ) ML o0 o0 Y2\ o 0 @21\ 1 22\ g 1 )
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Exempel 10.35. Undersok om méngden M = {v1, ve,v3,v,}, dér
vy = (1,1,1,1)%, v = (1,—-1,1,-1)", w3 = (1,1, -1, —1)" och vy = (1,—1,—1,1)" spénner
upp R*.

Lésning: M spinner upp R* om varje vektor u = (21, T2, x3, x4)t dr en linjarkombination
av M, dvs om det finns tal A1, Ao, A3 och A4, sa att

1 1 1]a
1 1 —1]|a
1 -1 —1|x3
1 -1 1|y

U = ANV + Aavg + A3v3 + qv4 & S AN = u.

—_ = =

Eftersom det A = 16 # 0, séiger Sats 8.17 att A &r inverterbar och att systemet AN = u
har dirmed den entydiga losningen A = A~ 'u. Eftersom w ir ett godtyckligt element, sa
spanner M upp R ]

Exempel 10.36. Undersok om funktionsméngden M = {1,1+z,1+ 2+ x2} spanner upp
P2 = méngden av alla polynom av gradtal < 2.

Lésning: M spénner upp P2 om varje polynom p(x) = az? + bz + ¢ € Py kan skrivas som
en linjéirkombination av just méingden M = {po(z) = 1, pi(z) = 1+, pa(z) = 1+ z +27},
dvs om det finns tal A\g, A1 och Ao, sa att

p(z) = Xopo(z) + Mp1(x) + Aopa(x) © No- 1+ M (1 +2) + Xo(l+x+2°) =az? + bz +c

SN+ FX) T+ +N) -2+ -2 =a+br+c

ANl + M+ A = ¢
& M + X = b
)\2 = a

Detta system har 16sningen Ay = a, Ay = b—c och Ay = ¢ —b. Eftersom p(z) = az? + bz +c
ar godtyckligt i P sd spanner M upp Po. O



