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2. Linjart beroende. Bas. Koordinater

I det hér avsnittet kommer vi att definiera ett antal grundliggande begrepp som vi kommer
att behova i fortsdttningen. Dérfor bestar avsnittet av ett antal definitioner foljt av ett antal
exempel pa dessa.

2.1. Linjarkombination

Definition 2.1. Lat vy, vs och w3 vara vektorer i rummet. Ett uttryck av typen
U = A\v1 + Ao + A3vg,

dér A1, A2, A3z € R kallas for en linjirkombination av vektorerna v, vs och vs.

Exempel 2.2. Lat e = {ej, ea} vara en ON-bas i planet. Vektorn

1024
u = 1024e; + 512e5 = e < 512 )

.. o 2 . .
ar en linjarkombination av vektorn v = e < 1 ), ty u = 512v. Geometriskt siger vi att u

och v &r parallella. O

Exempel 2.3. Vektorn u = e < 2

o .. 1
1 ) ar en linjirkombination av vektorerna v; = e ( )

0
0 o
ochvo = e 1) ty det finns Ay = 2 och Ay =1, sa att

1 0 2
)\1’U1+>\2U2=26<0>+1~6< 1>=6( 1>:u.

Eftersom vektorerna e; = e (1) och ey =€ ( (1) > dr vinkelrédta och har langd 1 brukar

dessa kallas for standardbasen for planet. O

Figur 2.4.
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1
Exempel 2.5. Vektornu = e ( 1 ) ar en linjarkombination av vektorerna v; = e <

—
~_

ochv2:e< ; ),tydet finns Ay = 3 och Ay = —2, 84 att

1 1 1
>\1v1+>\2v2—36( 1)—2e<2>—e< _1>—u,

dvs u = 3v; — 2v,. Rita girna en figur i ett koordinatsystem. O

3

Exempel 2.6. Vektorn u = e( 4

> ar ej en linjirkombination av vy = e( > och

Vo = €

( ; >, ty det finns inga A1 och Ao, sa att

() ra(2) () -

har 16sning. Vi har alltsa att
u # \v1 + Aav2

och ddrmed kan u inte nas med hjélp av v, och vs. O
1 3
Exempel 2.7. Vektorerna v;i = e; +ex—es=e 1 ochvy =€ 3 ar
-1 -3
parallella, ty den ena &r en linjirkombination av den andra; det finns A = 1/3 sa att
1
V1 = §’U2.
Eller om man vill sa finns A = 3 sa att vy = 3v;. [l
1 1
Exempel 2.8. Vektorerna vi =e | 0 ochvo=e€e| 1 dr ej parallella, ty den ena
1 0

ar inte en linjirkombination av den andra; det finns inget A sa att v; = Ava.
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1 1
Exempel 2.9. Vektorn u = e | -2 dr en linjirkombination av v; = e[| 0O och
3 1
1
vo=e| 1 |, ty ekvationssystemet
0
1 1 1 A1+ A2 1
AMvitvs=u<sXNe| 0 |[+Xe| 1 | =e| -2 | e Ao =e| -2
1 0 3 A1 3
har 16sningen A\; = 3 och Ay = —2. Vi tolkar kombinationen pa foljande sétt; for att na w

gar vi 3 langdenheter i vy:s riktning samt 2 lingdenheter i motsatt riktning f6r vs.

Figur 2.10.

u=3v1 —2v2

O
1 1
Exempel 2.11. Vektorn u =e | 1 | ar ej en linjirkombination av vy =e | 0 | och
1 1
1
vo=e| 1 |, ty ekvationssystemet
0
1 1 1 AL+ Ao 1
MV + v =u<s \e| O + o€ 1 =e 1 & Ao = 1
1 0 1 A1 1

saknar 16sning. Vi kan alltsa inte na w med hjilp av v; och vs. O
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I exemplen ovan behévde vi bara verifiera att en given vektor var en linjarkombination. I
nésta exempel gar vi igenom hur man undersoker i fall en vektor ar en linjarkombination
eller inte av en given méngd vektorer.

1 1
Exempel 2.12. Antag att v1 = e; +es=e | 0 ochvy=e| 1 |.Undersck om
1 0
0 3
a)vyg=e| 1 byvy=e| 2
1 1

kan skrivas som en linjirkombination av méngden v = {v1,vs}.

Losning: a) Enligt Definition 2.1, sa dr vz en linjairkombination av méngden {v,,v2} om
det finns reella tal Ay och Ao, sa att

1 1 0
v3=A U1+ e 0 | +Xe| 1 | =e| 1
1 0 1

Vi multiplicerar in A; och Ae och skriver systemet pa matrisform:

A+ Ao 0 AM + A = 0 1 110
A9 = 1 =4 A = 1 & 0 1|1
Al 1 A1 =1 1 01

Men detta system saknar 16sning och darmed finns inga Ay och Ag. Alltsa &r v3 inte en
linjirkombination av {vy, v2}; v3 dr utom réckhall fér v; och vs.
Geometriskt betyder detta att vs inte ligger i det plan som spanns upp av v; och vs.

b) Vi anvénder definitionen igen och far

1 1 3
vy=AMvi+Xvees el 0 | +Xxel| 1 | =el| 2
1 0 1

Vi multiplicerar in A; och Ay och skriver systemet pa matrisform:

AL+ Ao 3 A+ A

3 1 113 oo
Ao = 2| = N =2 <l 0 1|2 @{)\1:2
A 1 A = 1 1 01 2 -

dvs vy = v1 + 209 dr en linjirkombination; v3 dr inom réckhall fér v; och wvs.
Geometriskt betyder detta att vy ligger i det plan som spénns upp av v; och vs. O
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Exempel 2.13. Vi har i Exempel 2.12 sett att det finns vektorer som &r linjarkombination

1 1
respektive inte dr en linjarkombination av vy =e | 0 ochvgo=e| 1
1

Kan man bestdmma alla linjirkombinationer av v och v5?

x
Losning: Omu =¢e | y | skall vara en linjirkombination av v och vs, sa kriavs det att
z
vi hittar A\; och A2 som loser systemet

1 1 T
AMvi+Xve=us el 0 [+ el 1 | =el| ¥y
1 0 z

Vi multiplicerar in A; och A9 och skriver systemet pa matrisform:

A1+ Ao T M+ A = =z 1 1|z 0 O0jlx—y—2z
A2 =1y | & N =y |0 1]y | 01 Y
Al z A1 = z 1 0]z 1 0 z
Enligt forsta raden i sista matrisen ovan sa maste gélla att
x—y—z=0.
Detta ér ekvationen for det plan som gar igenom origo och dr parallellt med vy och vs.
x
Alltsa, allauw = e | y | som uppfyller ekvationen z — y — z = 0 &r en linjirkombination
z
3 0
av v och vy t.ex. vektorn u =v3=e| 2 | menintevy=e | 1
1 1
Figur 2.14.
v4

u =xe1 +ye2+ze3

u ar en linjarkombination om
X-y-z=0



