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4.3. Tillampningar

Definition 4.12. (Area av en parallellogram) Arean A av den parallellogram som
spanns upp av vektorerna w och v ar

A = |u||v|sin 6, dvs A=|uxwv|

Exempel 4.13. Beréikna arean av den triangel som i ett ortonormerat koordinatsystem har
hérnen i P = (1,0,1), Q = (1,2,1) och R = (3,2,1).

Lésning: Lat O vara origo i detta koordinatsystem. Da ges ortsvektorerna OP, OQ och

OR av

/1 /1 (3
O°P=1 01, 0Q=1| 2 och OR=| 2
1 1 1
Lat
. . 1 1 0
PQ=0Q —-0OP=| 2 |- 0 |=| 2
1 1 0
och
. . 3 1 2
PR=OR-OP=| 2 |—-10 | =1 2
1 1 0

Kantvektorerna PQ och PR spénner upp en parallellogram vars area #r | PQ x PR |.

1 —_— —_
Triangelns area blir da §| P@Q x PR|. Nu ar

. _ €1 €z €3 0
PQXPR: 0 2 0 = e 2.0 ) 00 + e;3 0 2 =—4des=e 0
29 2 0 2 0 2 0 2 2 4

Triangelns area &r alltsa

1, — = 1
§| PQ x PR| = 5\/02—1—02—#-(—4)2 =2 ae.

Figur 4.14.
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Definition 4.15. (Volymen av en parallellepiped) Volymen V av den parallelle-
piped som spanns upp av vektorerna w, v och w ar

V=|(uxwv) w|

1 1 0
Exempel 4.16. Latu=[ 1 |,v=| 2 | ochw= | 1 | vara tre vektorer i rummet,
1 1 1

(ON-bas).
1. Bestdm arean av den parallellogram som spédnns upp av « och v.

2. Berdkna volymen av den parallellepiped som spénns upp av u, v och w.

Losning: Vi har att

e ey e3 -1
uxv=|1 1 1 |=—-e +tez=¢€e 0
1 2 1 1

Parallellogramens area blir da \/(—1)2 + 0+ 12 = /2 a.e.

Vidare géller att

-1 0
(uxv) w= of|-{1|=1
1 1
Volymen ér da |(u x v) -w| =1 v.e.
Figur 4.17.
A uxyv
h = lwl cos6

V=A -h=luxvllwl cost =I(uxv)-wl

S w

A=luxuvl
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Lat w, v och w vara tre vektorer i rummet. Enligt Definition 4.15 sa ges volymen av den
parallellepiped som spénns upp av dessa av

V =|u x v||w|cosb = |(u x v) - w|.

Detta i sin tur motiverar féljande definition

Definition 4.18. Volymprodukten V (u, v, w) av tre vektorer u, v och w i rummet
ges av
V(u,v,w) = (u xv) - w.

Anméirkning 4.19. Nedan har vi formulerat nagra egenskaper hos volymprodukten som
ar en direkt f6ljd av definitionen ovan.

1. Volymproduktens vérde &r lika med determinanten.

2. Om volymprodukten dr lika med noll, sa dr vektorerna linjéirt beroende, dvs ligger
i samma plan (pa samma linje).

3. Om volymprodukten &r skild fran noll, sa dr vektorerna linjért oberoende och bildar
dérmed en bas i rummet.

4. Om volymprodukten dr positiv, sa bildar méngden {u, v, w} en héger orienterad bas
i rummet, dvs vektorerna u X v och w ligger pa samma sida om planet genererat av
u och v.

Figur 4.20.

V(u,v,w)=(uxv)-w =0

V(uv,w)=(uxv) -w=0

u,v,w spénner upp ett plan

{u,v,w} spanner upp rummet

V(u,v,w) >0 = {u,v,w} Héger orienterad bas
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Exempel 4.21. Ange ekvationen for det plan som gar igenom punkterna
Py =(1,0,0), P, =(0,1,1), och P» = (2,0,1).

Vi forutsatter att vi har en ON-bas.

Losning: Lat O vara origo i rummet. Vi utgar fran punkten Py och bildar riktningsvekto-
rerna som spanner upp planet. Lat darfor

L . 0 1 -1
U:J%fh:Ofﬁ—-Ofb: 1 - 0 = 1
1 0 1
och
L . 2 1 1
1)=f§F@:Ofﬁ——Ofb: 0 - 0 = 0
1 0 1

Eftersom normalen n &r ortogonal mot planet; dr den ortogonal mot w och v. Vi viljer
dérfor

€1 €y e3
n=uxv = -1 1 1
1 0 1
= e 11—e +e _11—e—|—26—e
= €y g 2 3 1 0l7€ 2 3.
1
Alltsa 4r n = 2 |. En kontroll visar att n L w och n 1L v.
-1

Planetsekvationen dr da x 4+ 2y — z = D. Sitter vi in t.ex. punkten Py = (1,0,0) far vi
ekvationen z + 2y — z = 1.

Figur 4.22.

n=uxv

=)
0
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Exempel 4.23. Finns det nagot plan som innehaller punkterna
Py=(1,0,0), P, =(0,1,1), P, =(2,0,1) och P; = (1,1,-2)7
Vi forutsatter att vi har en ON-bas.
Losning: Vi bildar vektorerna uw =P Py, v =P» Py och w =P3Fy. Enligt Anmérkning 4.19,
sa ligger alla fyra punkterna i ett och samma plan om vektorerna w, v och w &r linjért

beroende. Darmed spénner de inte upp mer én ett plan och volymprodukten &r da noll; se
figur 4.17. Om O é&r origo i rummet, sa far vi

u :P1P0:OP1 - OP(]: 1 - 0 = 1 y
1 0 1
I . 2 1 1
v :PQPQZOPQ - OP(): 0 - 0 = 0 s
1 0 1
L . 1 1 0
w =P3P0=OP3 - OP(): 1 - 0 = 1
—2 0 —2

Vi beriiknar nu volymprodukten V(u,v,w) = (u X v) - w enligt Exempel 4.10 eller
Exempel 4.21:

1 1
0 1
1 -2

(uxv) - w =

O = =

= ga lings 1:a raden och plocka ner elementen med minus pa andra

* 1 1 -1 = 1 -1 1 *
= (-1 0 1]|-1-: 10 1(4+1- 10 1
01 -2 0 1 -2 0 1 -2
= stryk den rad och kolonn som * star pa
0 1 1 1 10
= G0 o T +1"0 1‘
= korsmultiplikation

= (=1)(0-(=2)—=1-1)=1-(1-(=2)—0-1)+1-(1-1—0-0) =4 #£0.

Eftersom volymprodukten V(u,v,w) # 0 sa spénner vektorerna ett réttblock och ddrmed
kan punkterna Py, Pi, P> och P5 inte ligga i ett och samma plan; se figur 4.20. O

Observera att de 3 forsta punkterna ligger i planet = + 2y — z = 1. Den fjdrde punkten
ligger utanfor detta plan.



