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10.7. Dimension

Definition 10.61. Om {ej,es,...,e,} dr en bas for ett linjart rum V', dvs V har en
bas bestaende av n st. basvektorer, sédger vi att V' har dimensionen n och vi skriver

dimV = n.

Exempel 10.62. Vi har i Exempel 10.52 visat att
e1 = (1,0,...,0), es = (0,1,...,0), e, =(0,0,...,1)"
ar en i bas R". Det foljer nu av Definition 10.61 att

dimR"™ = n.

Exempel 10.63. Enligt Exempel 10.54 &r méngden {1, z, 2, ... ,xz"} en bas for P,,. Detta
tillsammans med Definition 10.61 visar att

dimP, =n+1.

Exempel 10.64. I Exempel 10.5 sag vi att 16sningsméngden

L={y: y'(x) +ay (z) + by(x) = 0},

ar ett linjért rum. Vi visade ocksa dér att om 71 och 7o &r rétterna till 2 4+ ar+b = 0, s& &r
funktionerna yi(x) = ™% och yo(x) = 2" losningar till differentialekvationen som ligger i
L. Saledes ligger ocksa alla linjirkombinationer y(x) = Ayi(x) + Bya(z) i L. Funktionerna
y1(x) = "% och yo(z) = " &r de enda i L som &r linjért oberoende, ty ansatsen y(x) = e
visar att r = rq eller r = ro. Detta betyder att

L={y: y=My+ 2} =[y1, 2]

Alltsa ér {y1,y2} en bas i L och att dim L = 2. O
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For att en mangd M ska spénna upp ett n-dimensionellt linjart rum V maste M innehalla
lika manga linjart oberoende vektorer som dimensionen anger, dvs n element.

Sats 10.65. Antag att V &r ett linjart rum med dim V' = n. Om méngden
M ={ej,es,...,e,} dr linjirt oberoende i V' sa spianner M upp V, dvs

M] =V

och M ar ddrmed en basi V.

Bevis: Lat u € V och bilda en ny mingd M’ = {ej,es,...,e,,u} med n + 1 element.
Alltsa har M’ fler element #n M och dirmed ar M’ linjirt beroende enligt Sats 10.60, dvs

pu + el + ey + -+ e, =0 (109)
dér alla koefficienter p, A1, ..., A,n inte kan vara 0. Om p =01 (10.9) sa far vi
Arer + dgeg + -+ Ape, =0.

Men detta skulle betyda att méngden e &r linjédrt beroende och ddrmed ingen bas vilket &r
en motsigelse Darfor dr p # 0 och foljaktligen ar

A1 A2 An

U=——€ ——€y— " — —€p,

I I
dvs w &r en linjirkombination av M. Eftersom u var ett godtyckligt element i V', sa spanner
alltsa M upp V. Méangden M #r bade linjért oberoende och spénner upp V' och dr ddrmed
en bas for V. O

Med satserna ovan &r vi klara med forbredelserna for det viktigaste resultatet i det hér
avsnittet.

Sats 10.66. Om U ér ett underrum av V och dimU =dimV,sa dar U = V.

Bevis: Antag att U &r ett underrum av V och att dimU = n = dim V. Lat nu méngden
M vara en bas i U. Da foljer av Sats 10.60 att M spéanner upp U, dvs U = [M]. Eftersom
nu M &r linjdrt oberoende med antalet basvektorer = n = dim V' séger Sats 10.65 att M
spénner upp V, dvs V = [M]. Saledes é&r U = V. d
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Exempel 10.67. Banta ned och fylla ut. Lat {e, ey, e3} vara en bas i R?.
Lat M = {v,v2,v3,v4}, dir

vy = (1,1,0)", we=(1,0,1)", w3=(2,2,0)' och wy=(2,1,1)".
1. Bestém linjéra holjet W = [M].
2. Bestam dim .
3. Banta ner mingden M till en bas i W.

4. Fyll ut basen i W till en bas i R3.

Losning: 1. Linjédra holjet W = [M], se Definition 10.37, &r
W = {u eR?: u= AV + Agvg + A3v3 + )\4’04}.
Enligt Sats 10.60 &r méngden M linjért beroende, ty
antal element i M =4 > 3 = dim R?.

I méngden M finns alltsa element som é&r linjdrkombinationer i de 6vriga och dérmed &r
onodiga. Vi identifierar dessa genom att undersoka linjart beroende hos M:

112 210 112 210

AV1 + Agvg + A3v3 + M4 =0 & 1 0 2 1|0 = 01 0 1/0 . (10.10)
01 0 2|0 0 0 0 00

Vi har alltsa kommit fram till foljande ekvationssytem

("o oy
Satter vi Ay =t och A3 = s (10.11) far vi att
Ao =—t och A =—-Xy—2X3—2)\4 = 25— 1.
Relationen (10.10) kan da skrivas
(—2s — t)vy — tvy + svz + tvg = 0. (10.12)

Véljer vi s =0 och t =11 (10.12) &r relationen reducerad till
—v; —vo+vy=0% vy =1v] +ve linjirkombination!
Viljer vi istéllet s =1 och ¢ = 0 i (10.12) blir relationen
—2v1 +v3=0< v3 =2v; linjirkombination!

Vi kan tydligen klara oss utan vs och vy da dessa #r linjirkombinationer i de 6vriga. Enligt
Sats 10.42 kan dessa onddiga element tas bort ur holjet, dvs

W = [M] = [v1,v2,v3,v4] = [v1,v2] = {x € R*: 21 — 29 — 23 = 0}.
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2. Enligt 1. &r dim W = 2.
3. Vi bantar ned M till mingden M’ = {v1,vs} som #r en bas for W.

4. Eftersom dim R? = 3 och dim W = 2 behaver vi fylla ut basen M’ i W till en bas

M" = {v1,vy,v}} for hela R? med endast en vektor, v}. Lat oss titta pa sista matrisekva-
tionen (10.10). Kolonnerna 3 och 4 som svarade mot v3 och v, skall ersittas med en kolonn
som svarar mot vj:

1 1 I 0
Av1 + Aqve + /\3'1){3 =0« 0 1 2910
0 0 2310

Ur matrissystemet ser vi att vi ska vilja z3 # 0 sa att pa sétt tvinga A3 till att vara 0 och
som i sin tur tvingar A\; = Ao = 0. Enklast later vi z3 =1 och x1 = x5 = 0:

1 1 010 M o= 0
Mo+ Xva+A05=0& | 0 1 0|0 | &< A = 0
0 0 1]0 A3 = 0

Alltsa 1at v4 = (0,0,1)". Med detta val blir M” en bas for R>.

Observera Alternativt kan vi vélja v} till vilken vektor som helst utanfér planet
W : x1 —x3 — 23 = 0, t.ex., normalen v = (1,1, —1)". O

Exempel 10.68. Lat M = {v1, v, v3}, dir vektorerna vy = (1,0,0,1), vy = (0,1,1,0)",
och vz = (1,—1,1,—1)" och betrakta hyperplanet

W={$6R4: x1+x2—x3—m4:().}
1. Visa att M utgor en bas for W
2. Spanner M upp hela W?

3. Hirled ett villkor for att w € [M].

Loésning: 1. och 2. Vi undersoker linjért beroende hos M:

01 1o o=
AU+ Avs + A3v3 =0 & 0 1 110 & A = 0 (10.13)
10 —1]0 As =0

M i&r linjért oberoende och dérmed dr dim[M] = 3.

Vi undersdker om M ligger i W. Sétter vi in koordinaterna fér vektorerna v, v och wvg i
hyperplanetsekvation ser vi att dessa satisfierar ekvationen. Alltsa M € W.

Vi bestdmmer dim W. Vi bestdmmer déarfor antalet linjért oberoende riktningavektorer som
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spanner upp W. Detta gor vi genom att parametrisera ekvationen. Séatt x4 = t1, x3 = to
och x9 = t3. Da kan vi 16sa ut

Ty = —To+ a3+ 14 = —t3+to + t1.

Ekvationen kan ddrmed skrivas pa parameterform:

X1 t1 +1to —t3 1 1 -1

) . t3 . 0 0 1

| = " =ti| o | t2| | [t 0

T4 ty 1 0 0
—_———

=W =W> =W3

Hyperplanet W spénns upp av 3 linjért oberoende riktningsvektorer w1, wo och ws. Alltsa
ar dim W = 3. Eftersom M och didrmed [M] ligger i W samt att dim[M] = dim W, sa foljer
av Sats 10.66 att [M] = W. Vi har dérmed visat att M &r en bas i W och att M spénner
upp W.

3. Villkoret for att vektorn w som skall fa tillhéra [M] &r att w ér en linjirkombination av
M. Lat w = (21, 22, 23, 24)" vara godtycklig. D4 &r

1 0 1|z 1 0 1 T

. B 0 1 —1/|x9 01 -1 To
U = \v1+Av2+A3v3+ vy =0 & 0 1 1| 2 & 0 0 9 o5 — o
1 0 —1| x4 0 0 0| xg+23—20 — 121

I sista raden i matrissystemet ser vi att vi maste kriva av koordinaterna till vektorn
u = (11, 29,23, 74)" att uppfylla sambandet

T+ T2 —x3—24=0.

Vi har alltsa visat att [M] = W. O
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Exempel 10.69. Bestim dimensionen till foljande underrum i R*:
1. U=[(1,1,1,0)%(1,1,0,1)",(1,0,1,1)"].
2. V=[(1,1,1,0),(1,1,0,1)",(1,0,1,1)*, (0,1, —1,0)"].
3. W:{w€R4; X1 —x9 — w3 — x4 = 0}.
Bestidm ocksa en bas till dessa underrum samt utvidga till bas i R%.
Losning: la. Dimensionen f6r underrummet U &r lika med antalet linjéart oberoende vek-

torer som spinner upp U. Om u; = (1,1,1,0), us = (1,1,0,1)" och uz = (1,0,1,1), sa
ar

Aug + Aug + A3us =0 & = A = 0
1 0 1|0 v = 0
01 1/0 L

Detta visar att méngden {w;, ua, us} dr linjirt oberoende. Alltsa &r méngden {w;, ug, us}
en bas i underrummet U och att dim U = 3.

1b. For att utvidga till en bas i R* behover vi fylla ut mingden {w;, us, uz} med en fjirde
basvektorn w4. For att inte riskera vilja wy € U, dvs w4 som en linjirkombination av
{u1,u2,usz}, tar vi reda pa hur de vektorer som ligger i U ser ut.

En vektor w = (21, 22,23, 24)" € U om det finns tal A, Ay och A3, s att

1 1 1|x 1 1 1 T

B 1 1 0] ao 0 0 —1 T — T

)\1U1+)\2u2+)\3u3 - < 1 0 1 T3 < 0 -1 0 r3 — I
0 1 1]|xy4 0 0 0| x4+ 23+ 22 — 2207

Alltsa for att u = (:rl,:vg,m3,x4)t ska fa ligga i U, sa maste dess koordinater uppfylla
ekvationen 2x1 — 19 — 13 — x4 = 0.
Vi har dessutom visat att

[(17 1, lvo)ta (17 1,0, l)tv (1707 L, l)t] =U= {U € R4 120 —xg — w3 — x4 = O}

En vektor uy ¢ U &r en vektor vars koordinator inte uppfyller ekvationen. T.ex. kan vi vélja
uy = (1,0,0,0)". Den utvidgade mingden {w;, us, s, us} ir nu en bas for hela R%.

Figur 10.70.
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2a. Vi undersoker linjirt beroende hos vektorerna vy = (1,1,1,0)", vy = (1,1,0,1)",
vy = (1,0,1,1)" och vy = (0,1, —1,0)" och finner att

1 1 1 0 A = 0

_ 1 1 0 110 Ay = —t

AU+ Avg + A3v3 + v =0 & 101 -1l0 & As = "
01 1 00 A = t

Insatt i ekvationen far vi att
—tvo+tvg+tvy =0 & vy —wv3—v4=0.

Vi har alltsa linjart beroende dar vi kan uttrycka en vektor som en linjarkombination av
dem andra. T.ex skulle vi kunna stryka v, fran méngden utan att fordndra V', ty

V4 = Vg — V3.

Aterstar da 3 vektorer v, vy och vs som ér linjért oberoende och dérmed #r dimV = 3
och V = [v1,v2, v3].

2b. Att fylla ut mingden {vy, vy, v3} till en bas for hela R* gor vi pa samma siitt som i la.

3a. Vi skriver hyperplanet
Ty —x9—2x3—x4=20

pa parameterform m.h.a. riktningsvektorerna genom att sitta x4 = t1, x3 = t3 och xo = t3,
sa att x1 = t1 + to + t3, dvs

x1 t1+ta+13 x] 1 1 1
T2 t3 T2 0 0 1
T3 to < 3 g | T8 1 | T8
T4 i X4 1 0 0
P4 samma sitt som ovan kan man nu visa att w; = (1,0,0,1)", wy = (1,0,1,0), och

w3 = (1,1,0,0)" &r linjirt oberoende sa att dim W = 3 och att W = [w1, wa, w3].

3b. Méngden {w;, ws, w3} kan utvidgas till en bas {wy, wo, w3, ws} for hela R* genom
att viilja wy = (0,0,0,1)" ¢ W. O
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Exempel 10.71. Ange en bas for [1 + z, x4 22, 22 + 52 4+ 3] C P, och ange koordinaterna
for p(x) = 1 — 2% i denna.

Lésning: Vi borjar med att undersoka linjart beroende hos polynomen pg(z) = 1 + =z,
p1(z) =  + 22 och po(z) = 222 + 5z + 3 genom att studera definitionen

Aopo(z) + Mip1 () + Aopa(z) =0 & Ao(1+2) + M (2 + 22) + Ao(22% + 52 4+ 3) = 0.
Vi forenklar uttrycket:
(Ao +3X2) - 14+ (No+ A1 +5X2) -z + (A1 + 2X2) - 22 =0. (10.14)

Vi soker alltsa en losning Mg, A1, och A9 sa att ekvation (10.14) &r uppfylld for alla x € R.
Vi identifierar koefficienter och far systemet

Ao + 3 =0 1 0 3|0 1 0 3]0 Ao = -3t
MM+ M+ B =0 1150|0120 M = -2t
A+ 20 =0 01 2|0 0 0 0]0 Ay = t

Polynomen é&r alltsa linjért beroende
—3tpo(x) — 2tp1(x) + tpa(x) =0 & 3po(x) + 2p1(x) — p2(x) = 0.
Ett av polynomen &r 6verflodigt och kan ddrmed strykas ur méngden, t.ex. sa ar
pa2(z) = 3po(z) + 2p1(x).

Vi har alltsa att
dim[1 + x, 2z + 22, 22% + 5z + 3] = 2

och att
1+zz+2% =1+ z+2% 22 + 52+ 3]

Koordinaterna for p(x) = 1 — z? i basen [1 + z, z + 2°] ges av

1 0 1
)\opo(x)—l-)\lpl (x) =1-22 = /\0(1+$)+)\1<Z‘+IL‘2) —1-22 = 1 1 0 = { io : 1
0 1|-1 ! B

Polynomet p(x) = 1 — % har alltsa koordinatern (1, —1)! i basen {1 + z,z + *}. O
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Exempel 10.72. Betrakta foljden {cos jz}72, som &r viktig i tillimpningar. T.ex. kan den
forekomma i approximationsteori, ljud- och signalteknik.

Vi téanker visa genom induktion att foljden &r linjért oberoende i det linjira rummet
C[—m, 7). Funktionerna 1 och cosz &r linjért oberoende, ty

A1+ A -cosz=0 (10.15)

skall gélla for varje x € [—7, 7]. For x = g giller att

)\0+>\1(:osg:0 & Ao = 0.

Vi far alltsa att A\g = 0 och av relationen i (10.15) foljer att A\g = 0. Dirmed &r pastaendet
sant for de tva forsta funktionerna i féljden.
Vi antar nu att foljden {cos jx}’_ ér linjirt oberoende, dvs

Ao+ Aicosz+ -+ Ajcosjr+ -+ Ay cosnx =0

endast har 16sningen \; =0, j =0,1,2,...,n for varje z € [, 7].
Vill visa nu att dven foljden {cos jx};”ié dr linjart oberoende, dvs

Ao+ A2cosx + -+ Ajcosjr 4 -+ + Ay cosnx + Apqqcos(n+ 1)z =0 (10.16)

ar uppf};%lt for alla € [—m, 7] endast om alla \; =0, j = 0,1,2,...,n + 1. Sétter vi in

x = ——— 1 ekvationen i (10.16) forsvinner sista termen och vi far att
2(n+1)
T g nmw
Ao+ A e N T LR
o+ gcos2(n+1)+ + Jcos2(n+1)+ + ncos2(n+1)
som enligt induktionsantagandet endast har 16sningen \; = 0, j = 0,1,2,...,n. Alltsa,

ekvationen i (10.16) reduceras nu till enbart
Ant1cos(n+ 1)z =0 = Ant1 = 0.

Enligt induktionsprincipen f6ljer nu att A\; = 0 for alla j = 0,1,2,...,n+ 1. Detta visar att
vektorrummet C[—m, 7| har inte en &ndlig dimension.

Ett vektorrum som inte har en #ndlig bas séges ha odndlig dimension.

Vi kommer tillbaka i ett senare avsnitt till f6ljden ovan da vi studerar en viktig tillampning
av den. 0



