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21.5. Differensekvationer

Lat {ap}r— vara en talfoljd. Rekursionsformeln
Qpt2 = QGpy1 + Bay, n=0,1,2,..., (21.15)

dér begynnelsevillkoren ag och a; &r givna kallas for en differensekvation. Denna typ av
ekvationer dyker upp som matematisk modell for t.ex. tids-diskreta problem. Satter vi

an4-1
Up = < > y
Gn

sa kan vi skriva sambandet i (21.15) som ett iterativt linjért system pa matrisform enligt
any2 = Qapy1+ Bag o (a2 Y (@ B An+1
an+1 = 0Onitl an+41 10 Qnp, ’

Uni1 = Au,, n=0,1,2,..., (21.16)

dvs

dar A = < ? g ) Itererar vi nu bakat i uttrycket (21.16) far vi

Upr1 = Au, = Ay = Bupy_g == A"y, n=20,1,2,..., (21.17)

Om matrisen A #r diagonaliserbar med A = TDT ™! sa giller enligt (21.3) att A" =
TD"T~!. Utnyttjar vi detta i (21.17), dér u, = A"ug n =1,2,3,..., kan vi skriva

w, = TD"T .

Detta &r ett analogt uttryck till (21.13) i fallet system av differentialekvationer. Vidare,
giller om vi sétter
c =T tuy,

att

u, = TD"c = (v] v2) M 2 L - c1ATv1 4 ca\jva.
0 )\2 Co

Jamfor vi med uttrycket (21.11) ser vi att skillnaden &r att e &r utbytt mot A™.
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Exempel 21.9. Antag att talfoljderna ay, by, n =1,2,..., uppfyller

an \ _ (2 1 Ap—1 B
(bn>_<1 2>(bn—1>7 n_1’2’“.7
. ap \ [ 1 . .1 (a,
dar ( bo > = ( 1 >.Beraknanlggo3n ( by )

2 1
1 2

(h)=a(Gm )= (G ) == ()= (1)

Eftersom A dr symmetrisk, sa dr A diagonaliserbar och diarmed kan A™ beriknas. Egenvirdena

. . _ _ 1 1 1 -1
till A &r Ay = 3 och Ay = 1 med ortonormerade egenvektorer ﬁ ( 1 > och E < 1 >,

1 _
sa att A = TDT', dir D = ( 30 ) och T = = ( L -1 ) Vidare giiller som bekant

Losning: Lat A = < ) Da foljer att

0 1 2\ 1 1
A" = TD"T?, sa att

() - ()= (1)-20 DD (D)

Det foljer nu att

I 1 (an g i3n 1 g 1y (1
nggo 3n by, - nggo 3n 1 o nLIEO 1 B 1 )
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Exempel 21.10. Gyllene snittet. En av de viktigaste och mest kénda talféljder ar
Fibonaccis talfoljd {f,},—, som defineras rekursivt via sambandet

fn+2:fn+1+fn7 n:0)1727"'1 (2118)

dir fo =0, och f; = 1. Nagra tal i borjan av foljden &r 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, .... Det har
visat sig att Fibonaccis talfljd med den enkla egenskapen att ett tal i foljden d&r summan av
de tva foregaende ar viktig inte bara i tillimpningar utan ocksa i naturen dar den beskriver
antalet ringar i ett 1ov eller i ett trad. Vi skriver sambandet i (21.18) som ett iterativt linjért
system pa matrisform genom att sétta

far2z = fop1+fa fo2z N (11 Foit o
{fn+1 = fon <:><fn+1>—(1 0)( i > 0,1,2,.... (21.19)

1++5 1-+5
2 2

med tillhoérande

och \g =

Matrisen A = < bl > har egenvirdena A\; =

10
egenvektorer v; = ((1 + v/5)/2,1)! respektive vy = ((1 — V/5)/2,1)". Dérmed &r A &r
diagonaliserbar med A = TDT!. Systemet i (21.19) kan nu for n = 1,2, 3, ..., skrivas

1+v5 1—+5 1 _1=v5
fn 0 )\2 \/5 1+\/5 fnfl .

1 1 -1
2

Uttrycker vi systemet i begynnelsvilkoren far vi

fn—i—l _ )\1 )\2 . )\Tf 0 ) 1 1 —)\2 1
) 11 0 A ) A—X \ -1 X\ 0 /)"

Multiplicerar vi ihop matriserna och loser for f,, far vi att

fa= s =X = ((1”5)" - (= ﬁ)”) .

A — A NG 2 2

Trots utseendet hos f,, glommer vi inte att det foljer av konstruktionen att f, &r ett heltal.
Eftersom Ay < A; kommer Aj att vara forsumbart jamfort med A} for stora vérden pa n

1 /1++5

och att f, dr da det storsta heltal som &r mindre &n —( 5

V5

n
) . Dessutom far vi

n+1 n+1
/\1 — >‘2

fn+1
= — A1, N — 00.
fn AT = A3

1
Gransvardet A\ = +

~ 1.618 kallades av grekerna for gyllene snittet och har anvints

s

i de flesta kidnda verken, t.ex. i Mona Lisa av Da Vinci.
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De gamla grekerna ansag att den behagligaste rektangeln att titta pa dr den som hade ett
forhallande mellan lingd och bredd som uppfyllde

A A+1
AR A 21.2
1~ A (21.20)

Figur 21.11.

Vi ser att sambandet i (21.20) kan skrivas som
N —-A-1=0,

1

10 > ovan. Den positiva roten till denna

vilket ar sekularekvationen for matrisen A = (

ekvation ar just gyllne snittet.

I deterministisk kaos &r kontinuerliga fraktioner viktiga verktyg. Gyllene snittet ar faktiskt
gransvardet for en sadan kontinuerlig fraktion; ndmligen

Gyllne snittet dr ocksa grénsvérdet for

¢L+¢L+V1+JLH~.

Bada pastaendena kan visas pa ett ganska enkelt siatt. Kan du det?




