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12.2. Gram-Schmidt ortogonaliseringsprocess

Exempel 12.28. G-S process. Lat {vy,v2,...,v,} vara en bas i V. Ur denna bas ska vi
nedan konstruera en ON-bas {ej,es,...,e,} 1 V.

Losning: Idén i G-S processen dr att successivt anvinda Sats 12.22.

1. Vi bestdmmer foérsta basvektorn e;. Bilda hjdlpvektorn f; = vy. Sétt
1
= —f.
£

Vi har alltsa konstruerat en normerad vektor som spénner upp samma underrum som v,
dvs [e1] = [v1].

€1

2. Vi bestdmmer ey. Bilda hjélpvektorn
f2 = Vo — (v2|el)el.

Da ér f, ortogonal mot [e;]. Sétt

1
—mf2~

Da ér ey en normerad vektor som #r ortogonal mot tidigare underrum [e;] men dr ocksa
sadan att [e1, eq] = [v1,va].

€2

3. Vi bestdmmer e3. Bilda hjélpvektorn
J3 =v3 — (vsler)er — (vslez)es.

Da ér f5 ortogonal mot underrummet [e;.eq]. Sétt

1
€3 = mf?r

Da &r ey en normerad vektor som ér ortogonal mot tidigare underrum [e;.ez] men ér sadan
att

le1, ez, e3] = [v1,v2, v3].

Antag nu att vi har konstruerat t.om. basvektorn e,_;, och skall konstruera e,. Bilda
hjalpvektorn

Fn=vn— (vnler)er — (vnlex)es — - — (vnlen—1)en—1.
Da ar f,, ortogonal mot alla tidigare basvektorer ey, ..., e,_1. Sétt
1
en=——F ..
IFull ™"
Da &r e, en normerad vektor som &dr ortogonal mot tidigare underrum [eq, es, ..., e,] och

ir sadan att
[e1,e2,...,e,] = [v1,v2,...,0,] = V.
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Exempel 12.29. Lat W = [v1,vq,v3] C E* dir v = L v = 0 och
-1 0

1

0

V3 = 0
-1

1. Bestdm med hjilp av Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess en ON-bas {ej, e2, e3}
for W.

2. Utvidga ON-basen {ej, ez, es} i W till en ON-bas e = {e;, ez, e3,e4} for E*.

L&sning:

1. Vi anvénder Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess. Forsta hjdlpvektorn f; = v;
och sétt

1 1
= 7f = 7(1’_151)_1)t'
£ 2

€

Lat vidare )
fo=v2 — (v2ler)e; = 5(17 -1,-1,1)*

och sétt
1

1
€2 :7.1: = 7(]—7—17_171)2&'
£l 2
Till sist later vi
fs=v3 — (v3ler)er — (vslea)ea = (1,1, -1, —1)"

och sétter .

1
es=-——f3=-(1,1,—1,—1)%.
1fsll7° 2

Da har vi en ON-bas {eq, ez, e3} for W.

2. Vi utvidgar denna bas till en ON-bas e = {eq, €3, e3,e4} for E* genom att vilja ey
som en ON-bas i ortogonala komplementet W sa att

1

64'61:0 1 1
es-es =0 < €é4 = —

2 1

64-6320 1

Vi kan pa samma sétt som i Exempel 12.23 b) visa att underrumet
W = [e1, ez, €3]

ar hyperplanet
W = {$€E4; 1’1+I2+l‘3+l‘4=0}

och dérmed #r e, € W+ normalen till W. Dessutom dr W+ = [eq]. O
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Exempel 12.30. Lat W = [v; = (2,2,1)%, vy = (1,-2,2)!] Cc E3.

1. Bestdm en ON-bas 1 W.

N

. Utvidga basen i W till en ON-bas for hela E3.
3. Lat u = (z1, 2, x3)". Bestidm ortogonala projektionen Py (u) = ||y
4. Lat u = (1,12, 23)". Bestim ortogonala projektionen Py (u) = wyy ..

5. Skriv u = (1,2,3)" pa formen u = U +uLw.

Lésning: 1. Vektorerna vy och vy dr linjart oberoende och didrmed bas for W (Visa att

dessa &r ortogonalal). Alltsa, dim W = 2. Lat forsta hjélpvektorn vara f; = vy och lat
1 1
forsta basvektorn i W vara e; = ——f; = 3

£
ger Gram-Schmidt vektorn tillbaka, ty

(2,2,1)". Eftersom wvo #r ortogonal mot v,

1 1 1 2 1 2 1
fQ = Vg — (’02|€1)€1 = -2 — g —2 . 2 g 2 = -2
2 2 1 1 2
1 1
Lat darfor den andra basvektorn i W vara ey = 3 —2 |. Alltsa ar underrummet W
2
ett plan som spinns upp av e; och ey, dvs W = [e1,es] = {u = (x1,x2,23)" € R? :

2$1 — T2 — 2373}

2. Fyll ut till en bas for hela E? med en vektor fran ortogonala komplementet W+, En

2 2
sadan dr e3 = e; xego = = | —1 |. Observera att e3 = ——, dédr n = —1 | &r planets
3\ o || 9
normal. Alltsa #ir underrummet W+ = [es] = [n)].

3. Ortogonala projektionen av w pa W &r

Py(u) = (uler)er + (u|es)es
x1 ! 2 1 2 1 1 1 1 1
T3 -2 -2 T3 2 2
1 5x1 + 229 + 423 1 5 2 4 T
= § 221 4+ 8x9 — 223 = § 2 8 =2 X9

4x1 — 229 4 dx3 4 =2 5 T3
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4. Ortogonala projektionen av w pa W+ ir

Pt = Gleses = (ul o) i = (e
MAYERIE
= —_— x2 . —_— —
) I3 -2 2
1 41 — 229 — 423 1 4 -2 —4 T
= § —2x1 + 22 + 223 = 5 -2 1 2 9
5x1 + 229 + 4x3 —4 2 4 xs

5. Enligt Sats 12.22 ges varje vektor entydigt av

u = (uler)er + (ulex)es+  (ules)es
~——

Py (W)=Uw Py (W)=, 1

Vektorn u = (1,2, 3)" kan delas upp i

1 5 2 4 1 1 7
Py (u) = sl 2 82 2 =54
4 -2 5 3 )
och
1 4 -2 —4 1 1 —4
-4 2 4 3 4
O
Figur 12.31.

e3=n/InI

nw

W=[e1,e2]
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I forra exemplet visade vi att det finns en matris som hor till en projektion pa ett underrum. I
exemplet som foljer startar vi med underrummet dr givet som plan och bestdmmer matrisen
som hor ihop med projektionen pa detta plan. Fragestdllningen om att bestdmma matrisen
till en projektion eller allménnare en avbildning dr mycket viktig i manga tillimpningar.
Syftet med Exempel 12.30 och Exempel 12.32 &r dessutom att knyta ihop teorin for eukli-
diska rum i detta kapitel med teorin for linjara avbildningar i Kapitel 16, se Exempel 16.14.

Exempel 12.32. Betrakta underrummet W = {z € E* : 2z, — zy — 223 = 0}. Lat
u = (z1,22,23)" € E? vara godtycklig. Bestéim de ortogonala projektionerna Py (u) och
PwL (u)

Loésning: Lat oss borja med att hitta en ON-bas i W. Eftersom W ér ett plan i E3, sa ér
1 1
dim W = 2. Vi viljer f; = =(2,2,1)" och f5 = —(1,—2,2)". Alltsa &r W = [f,, f5]. Vidare,

3 3
sé ir Wt = [n = (2,—1,-2)"]. For att utvidga till en ON-bas I =A{f1,F2 f3} for E?,
1
viiljer vi en normerad vektor fs ur W=, dvs f5 = ﬁ = §(2, ~1,-2)%

a) Ortogonala projektionen Py . (u) av u pa W+, dvs pa normalen n ges av

2
1 1
Pusw) = (ulfa)fa= 3 (G a0) | 2-1,-2)); [ -1
-2
4.%‘1 — 2:132 — 41’3
201 —x9 — 2
om0 ) L
-2 —4x1 + 2x9 + 423
b) Ortogonala projektionen Py (w) av w i planet W ges av
Py (u) = (u|f1)f1 + (u[f2) fo
Vi kan ocksa bestamma Py (u) via sambandet
u = Py (u) + Py o (u).
Vi far
X 4x1 — 2209 — 423 521 + 2x0 + 4x3
Py(u)=u—Pyi(u)=| 2 | —= —2x1 +x9— 223 | == | 271 + 8x9 — 223
T3 —4xq 4 229 + 43 4x1 — 229 + D3

Dessa projektioner har en matrisframstéllning, ty

1 5 2 4 r1
Pw(u) = § 2 8 —2 ]
4 =2 5 T3
och
) 4 -2 —4 z1
Pypo(u=5| -2 1 2 o
-4 2 4 3
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Exempel 12.33. Lat W = [(1,—1,1,-1)%,(2,0,2,0)!] c E%.
1. Bestdm en ON-bas for W.
2. Besiim en ON-bas for hela E*, dir s& manga som méjligt av basvektorerna tillhor .

3. Lat w = (1,2,3,4)". Bestim ortogonala projektionerna Py (u) = u)|y och
Pwl (U) = UHWL

4. Bestédm avstandet fran punkten (1,2,3,4) till W.

5. Lat w = (1,2, 3, 24)". Bestdm ortogonala projektionen Py (u).

Lo6sning: 1. Vektorerna vy och vo i W ér linjart oberoende och darmed en bas for W.

1 1
Alltsa dim W = 2 och dim W+ = 2. Lat f; = vy. Da ér e; = mf1 = 5(1,4,1,*1)'5
1

den forsta basvektorn i W. Gram-Schmidt ger
1
f2=v2— (v2ler)er = 5(17 1,1,1)
1
och ddrmed &r ez = —(1,1,1,1)" den andra basvektorn i W. Saledes #r {e1, ez} en ON-bas

iW med W = [61,62].

2. Fyll ut till en ON-bas for hela E* med en ON-bas {e3, es} fran W, Vi soker diirfor
vektorer w € W+ som uppfyller
w-e; = 0 1 —x9+x3—24 = 0
-
w-eg = 0 r1+x2+x3+T4 = 0

Detta system har 16sningen wy = (1,1, —1, —1)" och wy = (1, —1, —1,1)". D4 dessa redan ér

ortogonala behéver vi bara normera dem och vi far dirmed ON-basen es = 5(1, 1,-1,-1)

1
och e4 = 5(17 -1, -1, l)t i Wt Alltsa fyller vi ut med e3 och ey4 till en ON-bas

e = (e1, es, e3,ey) for hela E*.
3. Enligt Sats 12.22 ges varje vektor entydigt av

u = (ulej)er + (ulez)es + (ules)es + (ules)ey .

PW(u):uHW PwL(u):u”WL
Om u = (1,2,3,4)", sa ér
Py (u) = (uler)er + (ulez)ez = (2,3,2,3)"

och
Pyi(u) = (ules)es + (ules)es = (—1,—1,1,1)".

4. Eftersom vektorn w #r ortsvektorn till punkten (1,2,3,4) ges avstandet till W av

[Py (w)ll =1/(-1,-1,1,1)"|[ = 2. Le.
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5. Ortogonala projektionen Py (u) ges av

Py(u) = (uler)e; + (ulez)es
T 1 1 I 1 1
- 1 9 -1 1 -1 1 9 1 1 1
= 2| s vzl 1| 2| = 1] |21
T4 -1 -1 T4 1 1
r1+x3
_ 1 To + T4
T2 T+ 23
X9 + X4

Sista uttrycket kan skrivas som en matrisprodukt sa att

1010 7
10101 2
Pww) =511 ¢ 1 ¢ 3
010 1 4

Detta visar att ortogonala projektionen har en matrisframstéllning som vi med dess hjélp
kan projicera vektorer i W. Vi kommer tillbaka till detta i Kapitel 16. T.ex., sa &r

1 1010 1 2
. 2| 1[0 101 2| | 3
13| 21010 31| 2

4 010 1 4 3

Figur 12.34.
e,
u
e | A _
4 : PWJ_(U)—U//WJ_

|
|
|
|
|
|

e Puw)=u,
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Exempel 12.35. Lat W = {x € E*: 21 —29— 23+ 24 = 0}.
1. Bestdm en ON-bas for W.

2. Skriv w = (1,0,1,4)" pa formen u = iy + UL

Losning: Om @ = (x1, 22,23, 24) € W sa dr &1 — 29 — 3 + x4 = 0, dvs
x =11(—1,0,0,1)" +15(1,0,1,0)" 4 t3(1,1,0,0)".

Vidare ar dim W = 3. Vi har sett att G-S processen alltid kan anvéndas for att bestimma
en ON-méngd ur en given méngd. Ibland kan vi anvéinda en ldmplig kombination av ¢:na:

1. Kombinationen t; =ty = t3 = 1 ger = (1,1,1,1)". Vi viljer dirmed

1
e; = 5(1,1,1,1)#

2. Kombinationen t; =ty = —1, t3 = 1 ger = (1,1, —1, —1)". Vi viljer

1
ey = 5(1,1,—1,—1)75.

3. Kombinationen t; =ty = —1, t3 = 1 ger & = (1,1, -1, —1)". Vi tar

1
es = 5(1,—1,1,—1)#

1
Alltsa &r {e1, ez, es} en ON-bas i W. Vi fyller ut med “normalen” e4 = 5(17 —1,-1,1)¢
till en ON-bas for hela E*. Vidare ér

u = ’LL”W + ’UJ”WL,

dér
uy = (u-er)e; + (u-ex)es + (u-ez)es = (0,1, 2,3)!
och
UHWJ_ = (u : 64>64 = (1, -1, -1, 1)t.
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Exempel 12.36. Lat W = [vy,vs,v3] € E* dir v; = (1,0,2,2)!, vo = (1,0,0,1)" och
vy = (1,0, —1,5)".

1. Bestém forst en ON-bas for W och utvidga sen till en ON-bas for hela E*.

2. Bestim koordinaterna for w = (2,3,6,2)" i denna bas.

3. Dela upp w i u =uy + UL

4. Lat u = (2,3,6,2)" och bestéim den vektor w € W som minimerar avstandet ||u —w||,
dvs ligger nirmast wu.

5. Ange detta minimum.

Losning: 1. For att konstruera en ON-bas i W anvinder vi G-S processen. Lat f; = v;

1 1
——f1 = =(1,0,2,2)". Vidare viljer vi
£+l 3

och sitt e; =
.f2 =v2 — (UQ : 61)61 = (2707 _27 1>t7

och darmed )
e = 5(2,0, —2,1)%

Till sist later vi
f3=v3— (v3-er)er — (v3-er)es = (—2,0,—1,2)

och i sa fall blir )
es = g(—Q,o, -1,2)"

Vi utvidgar denna bas till en ON-bas e = {e1, €9, e3,e4} for E* genom att viilja e4 som en
ON-bas i ortogonala komplementet W+ sa att

es-ep =0 (1)
es-es =0 & ey = 0
64-63:0 0

Alltsa, sa ér e = (ey, eg, e3,eq) en ON-bas for hela E*. Observera nu att underrummet
W = [e1, €s, e3] har dimension 3. Detta betydet att ortogonala komplementet W+ = [e4]
har dim W+ = 1. Eftersom W har endast 1 dimension kvar upp till E*, sa dr W ett
hyperplan som har en ekvation som kan skrivas pa normalform. Normalen till W ges ocksa
av e4. Alltsa, har vi att W = {x € E*: 25 = 0}. Vi kunde ocksa ha bestimt ekvationen
till W pa samma sétt som i Exempel 12.23 b).

2. Enligt Sats 12.14 kan varje godtycklig vektor u skrivas entydigt som en linjdrkombination
av ON-basen e via

u=(u-ej)e+ (u-ex)ex + (u-e3)ez + (u- eq)ey,
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dér talen (ule;), j = 1,2,3,4 &r koordinaterna till vektorn u i basen e.
Vektorn u = (2,4, 6, 2)t har koordinaterna

(uler) = 5((2,3,6,2)1(1,0,2,2)) =

(u|62) = ((27 3,6, 2>t|(27 0,-2, 1)t) = -2,

(ules) = =((2,3,6,2)(—2,0,-1,2)" = -2,

Wl | =

och
(ules) = ((2,3,6,2)"(0,1,0,0)" = 3.

Déarmed ges u i basen e av

u==06e; —2ey—2e3+3e4=¢€ :;

3

3. Varje godtycklig vektor u kan delas upp enligt

u=(u-ej)e;+ (u-ex)es+ (u-es)es+ (u-eq)ey.

——
Uyw uuwl-
4. Néarmaste vektorn till w i W &r
ww = (2,0,6,2)".
5. Avstandet fran w till W ges av
[yl = [l —wywl = [1(0,2,0,0)"[| =2 Le.



