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2.2. Linjirt beroende och oberoende

Definition 2.15. Lat v, v2 och v3 vara en méangd vektorer i rummet. Vektorerna v,
v9 och v3 &r linjart beroende om det finns reella tal A1, Ay och A3, ej alla noll, sa att

A1V1 + Aqvg + Asv3 = 0.
Méngden {vi, v, vs3} dr linjirt oberoende om

Av1 + Aove + A3v3 =0, endast for A\ = Ay = A3 = 0. (Trivial lbsning!)

Exempel 2.16. Om mingden {vy,ve, v} ér linjirt beroende, sa betyder det att en eller
flera vektorer &r en linjarkombination i dem andra. Geometriskt betyder det att vektorerna
ligger i samma plan eller parallella med en linje.

Figur 2.17.

O

Exempel 2.18. Om miéngden {vi,v2,v3} &r linjirt oberoende, sa &r ingen vektor en
linjarkombination av dem andra. Geometriskt betyder det att vektorerna spanner upp hela
rummet.

Figur 2.19.
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1 1
Exempel 2.20. Undersék om mingden {vq,v9,v3}, dirvi = e| 0 |, v =e| 1
1 0
0
och vs=e¢e | 1 | &r linjart beroende eller linjért oberoende.
1

Losning: Enligt Definition 2.15 sa ér méngden {v1, v, v3} linjért beroende om det finns
A1, A2, A3 € R ej alla 0, sa att

1 1
AV +Avs + X33 =0 \e| O + Xoe 1 + A3e 1 =0
1 0
A+ e =0 1 1 00 1 1 0|0 1 100
& M + A3 = 0«01 1|0])]&]10 1 1|0« 0110
A1 + A3 = 0 1 0 10 0 -1 110 0 0 20
Systemt har endast 19sningen Ay = A2 = A3 = 0. Alltsa dr méngden {vi,ve,vs}, linjirt
oberoende.

Geometriskt betyder detta att ingen vektor dr en linjirkombination av de 6vriga; vekto-

rerna ligger inte i ett och samma plan utan spanner upp rummet. O
1 1
Exempel 2.21. Undersok om mingden {vq,vs,v3}, dir vy = e| 0 |, va =€ | 1
1 0
2
och v =e | 1 | &r linjart beroende eller linjéart oberoende.
1

Losning: Definition 2.15 igen ger att

1 1
AV + v+ A3v3=0< e | O + Xoe 1 + A3e 1 =0
1 0 1
M + A 4+ 2X3 = 0 1 1 20 1 1 2|0 A= —t
& MM + X3 = 0 <[ 01 1[0 <01 1|0 |<< X = —t
A1 4+ A3 =0 1 0 1]0 0 0 0f0 A3 =t
dér t € R. Da alla A:na inte ér 0 dr méngden {v1,v2,v3} linjirt beroende.
Lat oss titta pa detta lite narmare. Med 16sningen A\ = —t, Ay = —t och A3 = t insatt i

definitionen far vi
AU+ Avg +A3v3=0 & —tv; —tvg +tvg = 0.
Dividerar vi med —t far vi relationen

v1 +v2 —v3=0.
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Vi ser nu att varje vektor kan skrivas som en linjarkombination i de &vriga, t.ex.,
v1 = —v3 + U3 eller V3 = V1 + vVo.

Detta betyder att i en linjért beroende méngd av vektorer sa finns det minst en vektor som
ar en linjarkombination i de dvriga.

Geometriskt betyder detta att minst en vektor ar en linjdrkombination i de 6vriga;

vektorerna ligger dédrmed i ett och samma plan. O
1 1 0
Exempel 2.22. a) Vektorernavy =e| 0 |,vo=e| 1 |,vs=e| 1 och
1 0 1
2
vy=e| 1 ar linjart beroende men spédnner upp rummet.
1
1 1
b) Vektorerna vi =e | 0 | ochve =e| 1 ar linjart oberoende men spanner ej upp
1 0

rummet.
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Exempel 2.23. Ligger vektorerna u, v och w i samma plan om

1 1 0
a) u=e| 0 |, v=el| 1 |, och w=e| 1
1 0 1
1 1 1
b) u=e| 0 |, v=el| 1 |, och w=e 2
1 0 —1

Lésning: a) Vektorerna u, v och w ligger i samma plan om méingden {w, v, w} &r linjért
beroende. Eftersom

1 1 0 0
AMu+ v+ d3w=0s X e| O | +Xe| 1 |+X3e| 1 |=e]| O
1 0 1 0

endast for Ay = Ag = A3 = 0, sa dr méngden {u, v, w} linjirt oberoende och ligger ddrmed
inte i samma plan.

b) Vi undersoker linjéart beroende och far att

1 1 1 0
AMu+v+d3w=0 X \e| 0 | +Xel| 1 | +2A3e 2 | =e] O
1 0 -1 0

har losningen \; = —2, Ay = 4, A3 = —2. Detta betyder att méingden {u,v,w} &r linjirt
beroende och ligger ddrmed i samma plan. Dessutom géller relationen

2u+4dv—-2w=0su—2v+w=0.

Figur 2.24.

a)
b)




