50 6 MATRISER

6.4. Linjira ekvationssytem och matriser

Vi har tidigare sett att linjdra ekvationssytem kan skrivas om med hjilp av matriser, sa
visst finns det ett samband mellan dessa. Nedan ska vi studera detta samband lite ndrmare
och betraktar dérfor skdrningen mellan olika linjer som beskrivs av foljande linjéra
ekvationssystem:

r+y = 5 r+y = 5 r+y = 9
a>{x+y =1 b){x—y =1 ) 20 +2y = 10
I a) &r linjerna parallella utan att sammanfalla och vi ser att ekvationssytemet saknar

16sning, i b) skér linjerna varandra endast i punkten (3,2) och i ¢) sammanfaller linjerna sa
att systemet har odndligt manga 16sningar. Detta resultat visas i nésta sats.

Sats 6.28. Ett linjart ekvationssystem har antingen
1. ingen 16sning
2. en entydig 16sning eller

3. odndligt manga l6sningar

Bevis: Efter att ovan ha sett exempel pa att fall 1., 2. och 3. kan intréiffa aterstar att visa
att systemet inte kan ha 2 eller fler 16sningar. Antag att ekvationssystemet Ax = b har 2
skilda 16sningar som vi kallar fér @1 och xs. Bilda den linjira kombinationen

s = (1—t)x; + tas. (6.2)
Da &r
Axy = A((1 —t)xy + tag) = (1 —t)Axy + tAzs = (1 — )b+ tb =b. (6.3)

Alltsa &r x4 en losning for varje reellt tal t. Darmed har vi visat att om systemet har 2
16sningar eller fler sa har det ocksa odndligt manga 16sningar. O
Ur beviset ovan kan vi se att vi har foljande resultat.

Sats 6.29. Den allminna I6sningen till
Ax =b

ges av
TA = Ty + txp, teR,

dar xj, dr den homogena 16sningen till
Az =0
och z, dr den partikuléra 16sningen till

Ax = b.
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Bevis: Om vi i (6.3) sétter
Tp = T2 — L1,

sa foljer att
Awh:A(CBQ—CItl) :sz—Awl :b—bZO,

dvs xj;, dr en homogen 16sning. Vi doper om @ till x, och far Az, = Ax; = b, dvs x, &r
en partiluldr 16sning. Slutligen foljer av (6.2) att

TA =Ty +te, =) + t(xs — 1)
ar en losning till systemet. O

Exempel 6.30. Systemet

x - 2y + z = 1 1 -2 1 x 1
2 — 6y + 6z = 4 & 2 -6 6 y | = 4 | Ax=0>b
3 + dy — =z = 2 -3 5 —1 z -2
har allménna I6sningen
2 3
T = 1 +t 2 :ZIIp‘I—tIL'h,
1 1
ty
1 -2 1 3 0
Axp, = 2 -6 6 =1 0 | =0,
-3 5 -1 1 0
och
1 -2 1 1
Az, = 2 -6 6 1 | = =b
-3 5 -1 1 -2
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Sista resultatet i det hir avsnittet d&r mycket anvindbart.

Sats 6.31. Antag att A &r en n X n-matris och b en n x 1 kolonnmatris. Da &r féljande
pastaenden ekvivalenta

i) ekvationssystemet Az = b har en entydig 16sning for varje b
ii) A &r inverterbar

iii) A:s kolonner (eller rader) #r linjirt oberoende.

Bevis: i) = ii). Antag att ekvationssystemet Axz = b har en entydig l6sning for varje
b. Vi soker alltsa en n x n-matris B sadan att AB = E. Lat n x 1 kolonnmatrisen FEj,
j=1,2,...,n vara j:te kolonn i enhetshets matrisen E, dvs E = (E1 Ey ... E,). Enligt
forutséttningen sa finns det en n x 1 kolonnmatris X, j = 1,2,...,n sa att

AX;=E;, j=12,....n
Bilda B genom att lata X; vara kolonner i B. Da é&r
AB=A(X1 Xy ... X;,)=(F1 Ey ... E,)=F.
Alltsa ar B invers till A.

ii) = iii). Antag att A &r inverterbar och lat Ag, k = 1,2,...,n vara kolonner i A, dvs
A = (A1, Ay, ..., Ay). Kolonnerna Ag, k = 1,2,...,n ér linjirt beroende om det finns tal
i, k=1,2,...,n ej alla noll, sa att

X1 0

i) 0
ZL‘1A1—|—1‘2A2+--~1‘”An=O<=>(A1,A2,...,An) . = . & Ax = 0.

T 0

sAMAz=A""0cxz=4"10=0.

Alltsa har ekvationssystemet den entydiga 16sningen & = 0 vilket visar att kolonnerna Ay,
k=1,2,..., A, ar linjart oberoende.

iii) = i). Antag att kolonnerna Ay = (a1, agk, - .., an)’, k = 1,2,..., A, &r linjirt obero-
ende, dvs det homogena ekvationssystemet

2141 + 2040+ -2, A, =0 Az =0

har den entydiga 16sningen & = 0. Detta betyder att systemet

ail a12 ais o QAln 0
a az2 a3 - - - Q2 .
21 n T 0
Az =0< . =
T 0

Aml Am2 Gm3 - ° * Omn
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efter Gausselimination ser ut

air a2 @13 - - a1
0 ay, a . a . 1 0
93 -+ - - as
22 3 . " I9 0
, T 0
0O 0 0 1,
som har en entydig l6sning x, = 0 och ddrmed z,_; =--- =21 = 0.

For systemet Ax = b, dir b= (b1, ba,...,b,)" betyder detta att det ser ut enligt

ail a2 ai3 - - - Glp /
’ Tl b1
0 Qg9 Q23 - - - A2y b
) L2 2
Ar =b & =
/ Tn bn
0 0 0 S G,

som har entydig l6sning z,, = b, /al,,, osv. Antag nu att for ett fixt hogerled b sa har systemet
Ax = b tva losningar x1 och xy. Sitt = xy — x1. Da géller att

Ax = A(xg — Axq) = Axg — A1 =b—-b=0.

Eftersom A:s kolonner &r linjart oberoende sa dr & = 0, dvs &3 = x1, vilket visar i). O
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Exempel 6.32. Los ekvationssystemet i Exempel 6.16.

Losning: Systemet kan skrivas pa matrisform

11 0 T 1
12 3 y =111, dvs Ax =b.
3 2 -1 z 1
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Om A #r inverterbar sa ges 16sningen av & = A~'b. Vi bestdmmer om méjligt inversen AL

Vi loser det utokade systemet

11 0[1 00 1 1 0] 100
(AE) « (12 301 0|<|0 1 3/-110
32 -1]/0 0 1 0 -1 -1[-3 0 1
110/ 100 110/ 1 0 o0
s o13/-110]|e|013/-1 1 o0
00 2/-4 11 00 1|-2 1/2 1/2
1 10[1 0 0 10 0|4
s o10|5 -1/2 =32 || 0105
00 1|-2 1/2 1/2 00 1|-2
& (E|A7Y.

12 3/2
—-1/2 —3/2
/2 1/2

En kontroll visar att AA™! = A~'4 = E. Losningen till systemt blir dirmed

T -4 1/2  3/2 1
r=A""bs |y |=| 5 -1/2 -3/2 1| =
z -2 1/2  1/2 1

Inséttning i ekvationssystemet visar att x = —2, y = 3, z = —1 &r en l6sning.

-2
3
-1



