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1.1 Olika typer av tal

1.1:1 a) Eftersom det inte finns ndgra parenteser eller multiplikationer/divisioner
sd finns det inget deluttryck som vi mdste rdkna ut forst, utan vi kan pa-
borja berdkningen av hela uttrycket med tumregeln att arbeta fran vanster
till hoger. Vi borjar alltsa med de tva termerna ldngst till vanster,

3—7 —44+6-5= —4 —4+6-5.
Nasta steg dr att vi lagger ihop de tvd termer som nu &r langst till vanster,

= —4-446-5
= -8 +4+6-5

och vi fortsdtter sedan beta av uttrycket fran véanster till hoger,

— 846 —5
—2 -5,

Till slut har vi ett enkelt uttryck som vi kan berdkna pd en gang,

=-2-5
= -7
Det gar ocksd att skriva hela uttrycket som en summa av positiva och
negativa tal,
34+ (=7)+(—4)+6+(-5),
och addera ihop termerna i valfri ordning,
B4 (=7)+(—4) +6+(=5) = 3+ (=7) +(~4)+ 6+ (-5)
(—4) +(—-4)+ 1
=(—4)+ (—4) +1
=(-4)+ (=3)
= -7

b) Narvaron av parenteser betyder att vi ska rdkna ut deluttrycken inom pa-
renteserna forst,

3—(7—4) + (6-5) =3—-3 + 1.
Sedan &r det bara att lagga ihop termerna fran vénster till hoger,

—3-3 +1
- 0 +1



1.1:2

d)

Parenteserna talar om i vilken ordning uttrycket ska rdknas ut och vi bor-
jar med att rakna ut den innersta parentesen,

3—(7— (446) —5)=3—-(7— 10 —5).
Sedan raknar vi ut ndsta parentes,

—3— (7-10—5)
=3- (=8

och nér vi tar bort parenteseni” — (—8)” farvi” 4+ 8”,

—3+38
= 11.

Precis som tidigare borjar vi med att rakna ut det innersta parentesuttryc-
ket forst,

3—(7— (44+6))—-5=3—(7—10) -5,
och arbetar sedan successivt utat,

—3— (7-10) —5
—3- (-3) -5

Nu aterstar bara att lagga ihop termerna fran vénster till hoger

= 3—(-3) -5
= 343 -5
- 6 -5
=1.

Uttrycket bestdr av tva parenteser,
B-(7-4) - (6-5),

som vi kan rdkna ut var for sig och sedan multiplicera ihop resultatet.
I det forsta parentesuttrycket raknar vi forst ut den inre parentesen,

G- (7-4))=0B-3),

och far darfor att det forsta parentesuttrycket blir 3 —3 = 0.

Hela uttrycket &r alltsd lika med 0 ganger (6 — 5), och eftersom 0 ganger
nagonting alltid ger 0 s blir svaret 0.



b) Forstidentifierar vi det innersta parentesuttrycket och berdknar detta,
3—(((7—4) +6)—5)=3—-((3 +6)—5).

I det uttryck som nu uppstar ringar vi in den innersta parentesen och
berdknar den,

3—((3+6) —5)
3—( 9 —5).

Efter detta har vi bara en parentes kvar att rikna ut,

=3- (9-5)
=3— 4

vilket till slut ger ett uttryck utan parenteser som vi direkt kan rdkna ut
= —1.
c) Hela uttrycket kan vi dela upp i tvd delar
3-(-7) — 4-(6-5),

som vi kan rdkna ut separat och sedan subtrahera fran varandra.
Det forsta deluttrycket ar lika med

3-(=7)=-21,
medan det andra deluttrycket blir
4-(6—-5)=4-1=4
Sammantaget far vi
3-(-7) —4-(6-5) = —21 — 4 =-25.

d) Om vi forsoker analysera hur uttrycket dr uppbyggt sa bestar det i sin
mest Overgripande form av en differens mellan tva deluttryck,

3:-(=7) — (4+6)/(-5),

som kan riaknas ut oberoende av varandra och sedan subtraheras.

Gar vi in pa deluttrycken sa bestar den forsta termen av en produkt och
den andra av en division,

3. (=7) — (4+6) / (=5) .



1.1:3

1.1:4

f)

b)

Vi kan dérfor exempelvis borja med att rdkna ut tdljaren (4 + 6) i det
andra deluttrycket,

3-(=7)— (446)/(=5) =3-(=7) — 10 /(-5).

Sedan kan vi hoppa over till det forsta deluttrycket och rdkna ut multipli-
kationen,

= 3.(=7) —10/(-5)
= 21 —10/(-5),

och dérefter dterga till divisionen i den andra termen,

= 21— 10/(-5)
=-21—- (-2

Till slut har vi fatt ett uttryck som kan berdknas direkt,

= 21— (-2)
=-21+2
= —19.

8 dr ett positivt heltal och darmed ett naturligt tal. Samtidigt dr 8 ocksa
ett rationellt tal eftersom 8 = 8/1 ar en kvot mellan tva heltal.

—4 &r ett negativt heltal och darfor inte ett naturligt tal, men det ar ett
rationellt tal eftersom —4 = (—4)/1 4r en kvot mellan tva heltal.

8 — 4 = 4 &r ett naturligt tal, heltal och rationellt tal. (Se motiveringen till
deluppgift a).

4 — 8 = —4 ér ett heltal och rationellt tal. (Se motiveringen till delupp-
giftb.)

8- (—4) = —32 ér ett heltal och rationellt tal. (Se motiveringen till del-
uppgiftb.)

(—8) - (—4) = 32 é&r ett naturligt tal, heltal och rationellt tal. (Se motive-
ringen till deluppgift a.)

4/(-8) = —% ar inte ett heltal men ddremot ett rationellt tal eftersom det
gar att skriva talet med hjélp av heltal pa brakform.

(—8)/(—4) = 2 &r ett naturligt tal, heltal och rationellt tal. (Se motive-
ringen till deluppgift a i 6vning 1.1:3.)



1.1:5

f)

b)

/2 4r inte ett rationellt tal, dvs. gdr inte att skriva som en kvot mellan tva
heltal, och dd gar det inte heller att skriva v/2/3 som en kvot mellan tva
heltal. Talet \/§ /3 ar alltsa ett irrationellt tal.

4 \2 4 16
<—> = (— = — = 8 dr ett naturligt tal, heltal och rationellt tal.

v2) T Rr T2

7t ar som kanske bekant ett tal med odndligt manga icke-periodiskt upp-
repande decimaler och gar darfor inte att skriva med hjdlp av heltal pa
brékform. Talet —7, som har samma decimalutveckling som 7, &r alltsd
ett irrationellt tal.

Addition mellan ett heltal och ett irrationellt tal ger alltid ett irrationellt
tal eftersom summan har samma decimalutveckling som det irrationella
talet. Talet 77 + 1 dr alltsa irrationellt.

Det ar ldttare att se den inbordes ordningen mellan talen om vi skriver
dem som decimaltal.

Eftersom vi vet att % = 0,2 och % =0,333... s far viatt

3 1 5 342 2
5—3-5—3-0,2—0,6, §_T_1+§_1’666"'
och
7 641 1
- = =24+ _=2
3 3 +3 ,333
Da ser vi att
3.2 0]
5 3 3°

Vi skriver talen i decimalform och sedan kan vi jimfora dem. Genom att
anvanda att % =0,1, % = 0,2 och % =0,333... sd har vi att

— 1 _ 3 _ 1 _
=05 —-t=-02 —3=-03 och —1=-0333...

N[—

Haller vi bara i minnet att det dr negativa tal s kan vi direkt se att

1 1 3 1

2735710 5
Ganska enkelt ser vi att
1=05 2=2.1=0666... och $=3-1=3.02=06.

Det betyder att

N =
A\
Ul W
A
WIN



Eftersom det dr svarare att direkt ta fram dec1malutveckhngen av 2 och 2}

sd jamfor vi istdllet g och 24 med 3, 5 2 och 2 5 genom att skriva om braken
till gemensam ndmnare.

Vi borjar med att jamfora 3 med 3, 3 och 3. Vihar att

1 1-4 4 5
* 5754173 och 3
3 3-8 24 5 5.5 25
* 5758 2 °" 5785 1
2 2-8 16 5 5.3 15
* 3738 u M 578537 :
Alltsa ar % < %, % < 55—5 och g < %.Detta betyder att
.3 2.2
2 5 8 3
Nar V1]amf0r 51 med 1, %, g och % fas
1 1-17 17 21
27217 3w O o
3 3.34 102 21 21-5 105
5752 10 °M 335 10
5 5.17 85 21 21 -4 84
8§ 817 136 °D 317314 136

Slutsatsen fran detta ar att % < %, % < %711 och 24 < 8, dvs.

Svaret blir att



1.1:6 a) For attbestimma decimalutvecklingen av talet % anvander vi den liggan-

de stolen.
1,1666

7 6
—6
10
- 6
40
—36
40
—36
40
—36
4

Det var nodvindigt att ta med en extra decimal sd att avrundningen blir
korrekt. Svaret ar 1,167.

b) Decimalutvecklingen far vi med den liggande stolen.

2,25
9 [4
-8
10
— 8
20
—20
0

Eftersom decimalutvecklingen slutar efter tvd decimaler &r alla resterande
decimaler noll och svaret ar 2,250.

¢) Aterigen anvander vi den liggande stolen nér vi tar fram decimalutveck-

lingen.
0,2857

20 7
—14
60
— 56
40
—-35
50
—49
1

I detta fall blir svaret 0,286.



1.1:7

d)

a)

b)

I textavsnittet ges v/2 med 24 korrekta decimaler,

V2 =1,414213 562373095 048 801688 .. .,

och frdn denna decimalutveckling ser vi att v/2 med tre korrekta decima-
ler ar
V2 ~ 1,414

eftersom den fjarde decimalsiffran dr 2 och avrundas darfor nedat.
Multiplicerar vi talet 3,14 med 100 sd flyttas decimalkommat tva steg &t

hoger, dvs.
100 - 3,14 = 314,

och delar vi badda led med 100 ser vi att

314
14 = —.
5 100

Detta visar att 3,14 kan skrivas som en kvot mellan tva heltal och darmed
att det ar ett rationellt tal.

Ett rationellt tal har alltid en decimalutveckling som fran och med en viss
decimal upprepar sig periodiskt.

I vart fall s upprepas sekvensen 1416 i all odndlighet,

3,1416 1416 1416 ...

Med andra ord ar talet rationellt.

Nésta problem ar att skriva om talet som ett braktal och da utnyttjar vi
att multiplikation med 10 flyttar decimalkommat ett steg at hoger. Om vi
skriver

x = 3,1416 1416 1416 . ..

s ar darfor

10x = 31,4161 4161 4161 ...
100x = 314,1614 1614 161 . ..
1000x = 3141, 6141 614161 ...
10000x = 31416,1416 14161 ...

Notera att i 10000x har vi flyttat decimalkommat tillrdckligt manga steg
sa att decimalutvecklingen av 10000x har kommit i fas med decimalut-
vecklingen av x, dvs. de har samma decimalutveckling. Darfor ar

10000x — x = 31416,1416 1416 ... — 3,1416 1416 ...
= 31413 (decimalerna tar ut varandra)



d)

och eftersom 10000x — x = (10000 — 1)x = 9999x sa har vi alltsd samban-
det
9999x = 31413.

Loser vi ut x ur detta samband far vi x som en kvot mellan tva heltal,

31413 10471
~ 9999 ~ 3333 )°

Tittar vi ndrmare pa talet sd ser vi att sifferkombinationen 001 upprepas
frdn och med den andra decimalen

0,2001001001 ...

och det avslojar att talet dr rationellt.

Genom att multiplicera talet med 10 ett antal ganger kan vi skifta deci-
malkommat stegvis at hoger,

x=0,2001001001 ...
10x =2,001001001 ...
100x = 20,01001001 ...
1000x = 200,1001001 ...
10000x = 2001,001001 ...

I denna lista ser vi att talen 10x och 10000x har samma decimalutveck-
ling, och det betyder att

10000x — 10x = 2001,001 001 ... —2,001001 ...
= 1999 (exakt).
Alltsa ar

1999

9990x 999 X 9990

Visserligen finns ett repetitivt monster i decimalutveckling,

0,101001000 10000 100000 ...,

men for att det ska vara ett rationellt tal mdste decimalutvecklingen ef-
ter en viss decimal besta av en sifferkombination som oavbrutet upprepar
sig. Ndgon sddan upprepning finns inte i decimalutvecklingen ovan (sif-
tergruppen 10, 100, 1000, ... véxer hela tiden i storlek). Talet ar alltsd inte
rationellt.



10

1.2 Brdkrikning

12:1 a)

b)

d)

For att braktalen ska kunna adderas ihop behover de forst skrivas om sa
att de fdr samma namnare, och det gor vi genom att férlanga braken. Mul-
tiplicera brakens tédljare och namnare med det andra brdktalets namnare,

7.

N
—_
—_
B

_b u
28 287

o~
4l
+
;
o~

Nu kan tédljarna adderas ihop,

§+g_@+g_§
28 28 28 28

Subtraktion fungerar pa samma satt som addition. Forst forlanger vi bra-
ken sd att de far en gemensam ndmnare (forling med det andra brédkets
namnare),

N

2 1 25 1.7 10 7

7 5 75 5.7 35 35

Sedan kan tédljarna subtraheras,

0 7 10-7 3

35 35 35 35
Vi forlanger braken sa att de far en gemensam ndamnare,

2 1-5 26 5 12

1
6 5 65 56 30 30
och sedan kan tdljarna subtraheras,

5 12 5-12 -7 7

30 30 30 30 30

Nar vi har tre braktal inblandade i en addition sd behover vi forlanga varje
brak sa att alla tre termer fdr samma namnare. Det enklaste ar att forlanga
varje brak med produkten av de andra brdkens ndmnare,

20+15+12
60 60 60

1
3.

1
4.

1
5.

4-5 3-5 3-4
15235 534
Nar sedan alla tre brdk har gemensam ndmnare kan de enkelt adderas
ihop,

20 15 12 20+15+12 47

60 60 60 60 60
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1.2:2

b)

Det forsta steget ar att forldnga brdken sa att de fdr en gemensam ndmna-

re,
§ 3 4 8-4.3 373 4-7-4 9 63 112

77173 743 473 374 8 84 84
Darefter kan uttrycket rdknas ut genom att addera och subtrahera tiljarna,

9_6+§_112_96+63—112_g
84 84 84 84 84’

Ett vanligt satt att rakna ut uttrycket i uppgiften ar att forlanga respektive
brak med det andra brdkets ndmnare for att f4 en gemensam namnare,

1 1 110 1 6 10 6

6710 610 106 60 60’
men detta ger en gemensam ndmnare 60 som dr storre dn vad den egent-
ligen behover vara.

Om vi istdllet delar upp brdkens ndmnare i sd sma heltalsfaktorer som
mojligt,
1 1
23725
sd ser vi att bAda ndimnarna innehaller faktorn 2 och da dr det onodigt att
ta med den faktorn nér vi forlanger

1 N 11 5+ 1
2.3 2.5 2.3 5 2.5

Detta ger den minsta mojliga nimnaren (MGN) 30.

Att bestimma minsta gemensamma ndmnare till uttrycket gar ut pa att
forlanga braken med sa lite som mojligt for att braken ska fa en gemensam
namnare.

I detta fall behover vi bara forlanga det forsta braket med 2,

11 12 1 2 1

4 8 42 8 8 8§
Minsta gemensamma ndmnare &r alltsa 8.

Vi delar upp de bdda ndimnarna i sa sma heltalsfaktorer som mojligt,

12=2-6=2-2-3,
14=2.7.
Uttrycket kan alltsd skrivas som

11
223 27
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Har ser vi att ndmnarna har faktorn 2 gemensamt som vi darfor kan ute-
lamna vid forlangningen, och forldnga det forsta brdket med 7 och det
andra med 2 - 3 sd att de fdr den nya minsta mojliga ndmnaren 2-2-3-7,

1 1 1 1

12 14 2.2.3 2.7
1 7 1 23
T 2237 2.7 2.3
7 2.3
T 2.2.3.7 2.2.3.7
7 6
= m

Minsta gemensamma namnare ar 84.
d) Delar vi upp ndimnaren i sa sma heltalsfaktorer som mojligt,

45=5-9=5-3-3,
75=3-25=3-5-5,

sd kan uttrycket skrivas som

2 1

3-3-5+3-5-5'

och da ser vi att ndmnarna har 3 - 5 som gemensam faktor. Forlanger vi
darfor det forsta braket med 5 och det andra braket med 3 sa far resultatet
minsta tinkbara namnare,

2 5, 1 3_ 25 3 0 3
3553 3355

3.3-5 5

3.3.5.5 225 ' 225

Minsta gemensamma namnare dr 225.

1.2:3 a) Niamnarna i uttrycket har talet 10 som gemensam faktor,

3 n 7 1
2-10 5-10 10’

och darfor racker det med att forlinga brdken med de 6vriga faktorerna i
namnarna for att fa en gemensam ndmnare,

3 5 7 2 1 5-2 15 14 10

20575 210 5.2 100 100 100

Minsta gemensamma namnare (MGN) &r alltsd 100, och uttrycket blir lika

med
15 14 10 15+14-10 19

100 + 100 100 100 100°
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1.2:4

b)

b)

Dividerar vi successivt nimnarna med 2 sa ser vi att

24=2-2-2-3,
40=2-2-2-5,
16=2-2-2-2,

dvs. att de har faktorn 2 -2 -2 = 8 gemensamt,

1 1 1
38758 2.8
och dd behover vi inte ta med 8 som faktor nédr vi forlanger braken utan
vi far en minsta gemensam ndmnare genom att forldinga med de Ovriga
faktorerna 2, 3 och 5,

1 2-5 1 2-
3825 5.8 2.

MGN ér 240 och svaret blir
10 6 15 10+6—-15 1

240 + 240 240 240 240°

1
2-8

3-5 10 N 6 15
3.5 240 240 240°

3_
3

Vi berdknar dubbelbraket genom att forlainga med ndmnaren inverterad,
3 3 10 3 10

5 57 57 31
77X W1 57
10 W X

Uttrycket kan nu forenklas ytterligare genom att den gemensamma fak-
torn 5 forkortas bort,

2 28
7 73 28
3 38 73
8 8 3

I hogerledet har inte tdljaren och nimnaren ndgon gemensam faktor sd

svaret blir
2 8 28 16

73 7.3 21
Anm. Man kan ocksa ldra sig en snabbformel for dubbelbrdk som sager
att ndr uttrycket skrivs om med bara ett brakstreck s byter ndmnarna i
delbrdken plats,

N
oo

(6))
N

-

oo|oo’\1||\.>
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Metod 1
Om vi forst rdknar ut tdljaren i huvudbraket sa far vi

1 1 15 1 4 5 4 1
4 5 45 54 20 20 20
3 3 N 3 37
10 10 10 10

Dubbelbraket i hogerledet blir, efter forlangning med % ,

1 1 10
20 20 3 1 10
3 3 W 20 3’
10 MW 3

och sedan forkortar vi bort den gemensamma faktorn 10,

11

1
2.3
Metod 2

Ett annat sétt att berdkna uttrycket dr att dela upp det i tva separata ter-
mer,

1 1 110 110
4 5 43 53 110 110
3 3 3 M 3 M 43 5 3
10 10 W 3 MW 3

Istéllet for att multiplicera ihop 4 - 3 resp. 5 - 3 sd behaller vi nimnarna
faktoriserade och ser att om vi forlanger det forsta brdket med 5 och det
andra brdket med 4 sa far de gemensam namnare,

10 10 10 5 10 4 50-40 10

Eftersom 10 =2 -5 och 4 = 2 - 2 sa kan vi forkorta bort de gemensamma
faktorerna 2 och 5, och fa svaret

10 2
- 3.2-2-3 3.2

-B 1 1
3.4.5 3.%.2 '
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1.2:5

a)

b)

Vi borjar med att rakna ut ndmnaren i huvudbrdket,

2 2 2 2

1 1 115 1 7 15—-7 8
7 15 715 157 7-15 7-15

Notera att vi behaller 7 - 15 som det dr och multiplicerar inte ihop det
till 105 eftersom detta underléttar forkortningsarbetet senare. Brdket i ho-
gerledet berdknar vi genom att forlinga med (7 - 15)/8,

7-15
2 27§ ~2.7-15
8 8 %15 8
7-15 X158

Delar vi nu upp 8 och 15 i sd sma heltalsfaktorer som mojligt, 8 =2-2-2
och 15 = 3 -5, sd ser vi att svaret pa forenklad form blir

2.7-15 72-7-3-5 7-3-5 105

8 7.-2.2 2.2 4

Metod 1
En 16sning &r att berdkna tédljaren och ndimnaren i huvudbrdket var for sig,

1,1 13 1.2 3 2 5
273723732 676 ¢
1 1 1.2 13 2 3 1
3232 23 6 6 6

Hela uttrycket reduceras da till ett dubbelbrdk som vi rdknar ut genom att
forlanga,

Q| =N =
N~ Wl

Metod 2

Ett annat satt att 16sa uppgiften ar att forlanga huvudbraket med 3-2 = 6
sd att nimnarna i delbraken % och % kan forkortas bort i ett steg,

1,1 @+&)6 6,6

2 3 _\2 3 2 3 342 5 _ .
1.1 (1_1>.6 6_6 2-3 -1

3 2 3 2 3 2



c) Metod 1

Vi berdknar tédljaren och ndmnaren forst,
3 1 3 1.2 3-2 1
10 5 10 5-2 10 10
7_8_72 3 _14-3_1
8 16 8.2 16 16 16

Uttrycket blir déarfor
3 1 1 1 16
10 5 10 10 11 16
7.3 0 M 16 1011
8 16 16 16 MU

och eftersom 16 =2-2-2-2 och 10 = 2 -5 sa ar det forkortade svaret

16 72.2.2.2 8

10-11 Z2-5-11

Metod 2

Om vi betraktar de enskilda bréktalen %
narna kan faktoriseras som

10=2-5,

==z

16

p %, 525 och 13—6 sa ser vi att ndm-

8§=2-2-2 och 16=2-2-2-2,

och ddrmed &dr 2-2-2-2-5 = 80 braktalens minsta gemensamma nam-

nare.

Forlanger vi darfor huvudbrdket med 80 sd kommer alla ndimnare kunna

forkortas bort i ett svep,

3 1 3 1 3-8 1-80

105 (35 —5) 8 10 5

7 3 7 3 7-80 3-80

s G 5o

3.8-10 8-2-53
w3 3.8-8.2 8
~ 7.8.10 3-16-5 7-10-3-5 55

g 16

1.2:6 Nar man arbetar med stora uttryck ar det ofta bra att gd fram stegvis. Ett forsta
steg pa vagen kan vara att forenkla deluttrycken

N =
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Det kan vi gora genom att forlanga med 2, 3 -4 = 12 respektive 7 for att fa

bort delbraken,
2 2.2 B 4 4 4
1 1 N 1 6+1 7
3+ 5 (3+§)-2 32452
1 1 12
2 2 B 6 6 _ 6
Pl Eomosea
4 3 4 3 4 3
3 37 21 21 2
2 2 N 2 T 14-2 12
2= 2-2).7 27-Z.7
> (2-5) ;
Hela uttrycket dr darfor lika med
4
- —6
7
1_21'
2 12

Forlanger vi huvudbrdket med den minsta gemensamma ndmnaren 7 - 12 till
braken %, % och % , sd far vi heltal i tdljaren och ndmnaren,

26 (é—6)-7-12

7 _\7 _4.12-6-7-12
1 21 /1 21 - 7-6-21-7
S — V)
2 12 (2 12>
(4-6-7)-12  -38-12 38-12
- (6-21)-7  -15-7 15.7°

Genom att faktorisera 12, 15 och 38,
12=2-6=2-2-3,

15=3-5,
38=2-19,

sa kan svaret forkortas till

38-12 2:19.2-2-3 152
15-7  3-5-7  35°
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1.3 Potenser

131  a)
b)
<)
d)

1.3:2 a)
b)

Vi berdknar forst 23 och 32,

22=2.2.2=4.2=38,
32=3.3=09.

Alltsd 4r 2°-32=8.9 = 72.

Innan vi sitter igdng och rdknar kan det vara bra att se 6ver uttrycket och
forst undersoka om det kan forenklas med potenslagarna for att reducera
rdknearbetet nagot.

Eftersom 9 =3 -3 =32 s&ir 92 = (32)72 = 32(-2) =374 och darfor ar
3.972=3.3*=3"*=3'=3
Har kan vi direkt anvanda definitionen,
(=5)% = (=5)- (=5) - (=5) =25- (—5) = —125.

Genom att anvanda potenslagarna kan vi omforma uttrycket,

l 1.33 f
(%)‘32222223 2 ¥
3 30 1 1 12

¥ P

vilket ger att
2'4'8:21'22'23:21+2+3:26.

Eftersom 0,25 = 411 och4=2-2=22g84r

0,25 = r_1

_ _ a2
4_?_2 '

Svaret dr att 2° = 1 (se kursmaterialet).
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1.3:3

1.3:4

b)

Direkt ser vi att % =31,
Om vi delar 243 successivt med 3:0r sd ser vi att
243 =3.81=3.3.27=3.3.3.9=3.3.3.3.3=23°

Talet 9 kan skrivas som 9 = 3 -3 = 3? och darfor ar 92 = (32)%2 = 322 =
34
1

1
Eftersom 27 =3-9=3-.3-3=233 séar2—7:§=3*3.

Talet 9 kan skrivas som 9 = 3 - 3 = 32 och darfor 4r nimnaren i uttrycket
lika med

92 — (32)2 — 32-2 — 34.

Hela kvoten blir

3 3 =34 =373

92— 34

Eftersom basen dr densamma i bada faktorerna kan exponenterna kombi-
neras enligt potenslagarna,

22277 =27 =2 =4
Alternativt kan potensuttrycken utvecklas helt och sedan férkortas,

1
9. _7: . . . . . . . . . — . ey
S BT 35 1 155 Sk

Talen 9 och 27 kan bdda skrivas som potenser av 3,

9=3.3=3?
27=3.9=3.3.3=33

Diarmed kan alla faktorer i uttrycket skrivas med en gemensam bas och
hela produkten kan férenklas med potenslagarna,

313 . 9—3 . 27—2 — 313 . (32)—3 . (33)—2
_ 313, 32(-3) , 33(-2)
_313.3-6,3-6
_ 313-6-6
=3l
=3.
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135 a)
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Hela uttrycket bestar av faktorer med bas 5 sa potenslagarna kan anvan-
das for att forst forenkla uttrycket,

ﬁ - (52)70 = 5_12 .52:(=6) — ﬁ L5712 — w

54 54 54 54
512712 50

T 54 54

=5-5-5-5=625.

_50( ):54

Deluttrycket 22* ska tolkas som att 2 &r upphaijt till 23, och eftersom 23 =
2.2.2=8sdar 22 =25

For att rakna ut nasta deluttryck, (—2) %, kan det vara bra att ta ett steg i
taget,

Alltsd ar ,
22 (=2) =282t =25 =2 =16

Eftersom 5° = 5871 = 58.5! = 58.5 g3 har de tva termerna innanfor
parentesen 5° som gemensam faktor och som kan brytas ut utanfér pa-
rentesen,

(55+5%) ' = (5545%.5) " = (5% (1+5)) "
= (5%.6)" 1 =551 .61
=58.671.

Vidare dr 625 =5-125=5-5-25=5-5.5-.5 = 5% och vi far att

625- (55 +5%) ' =545 8.6 =548 .61

i 1 1
=5*.671 =g
1 1

~ 54.6 5.5.5.5.6
1

~ 3750

Talet 4 kan skrivas som 4 = 2-2 = 22 och d& far vi med potenslagarna
att
41/2 (22)1/2 22 1/2 2 :2

Anm. Ett annat beteckningssitt for 412 5r \/4 (roten ur 4); mer om detta
i avsnittet om rotter senare i kursen.
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b) Om vi utnyttjar att 4 = 2 - 2 = 22 s4 ger potenslagarna att

4—1/2 — (22)—1/2 — 22-(—1/2) — 2—1 — 1

c) Vikanskriva 9 = 3-3 = 32 och direfter ger potenslagarna att
93/2 — (32)3/2 = 323/2 =33 =3.3.3 =27.

d) Med potenslagarna kan uttrycket forst forenklas innan det raknas ut,
(47%/3)% = 47(%/3)3 — 472 — 47 . 47 = 2209.

e) Var for sig ar 314 och 376 svara att rdkna ut men ihopmultiplicerade ger
potenslagarna att

31,4 . 30,6 — 31,4+0,6 — 32 =3.3=0.

f)  Hela uttrycket dr ganska komplicerat sa det kan vara bra att forst forenkla
deluttrycken (125'/3)2 och (271/3)~2,

(125'/3)2 = 1251/3)2 = 125%/3,
(271/3)72 _ 27(1/3)-(72) — 2772/3.

Sedan kan baserna 125, 27 och 9 skrivas om som

125=5.25=5.5.5=5%,
27=3.9=3.3.3=33
9=3.3=232%

Med hjélp av potenslagarna blir

(1251/3)2 . (271/3)72 . 91/2 — 1252/3 . 27*2/3 . 91/2

— (53)2/3 ) (33)—2/3 . (32)1/2
— 53-2/3 X 33-(72/3) . 32.1/2
=5>.372.3!
— 52 . 3—2+1
=52.371
_ 1
=551
— 25
=2,

1.3:6 a) Ett potensuttryck som har en positiv exponent blir storre ju storre basen

ar. Darfor ar 25613 > 200'/3 eftersom 256 > 200 och exponenten 3 &r
positiv.



b)

d)

f)
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Nar ett potensuttryck har en negativ exponent, da minskar uttryckets var-
de ndr basen viaxer. Alltsa ar

0473 >053.

Ett annat sétt att se pa saken ar att skriva om de tvd potenserna som

1
h 047 =
05 M Yt T o
och eftersom 0,5° > 0,43 (se a-uppgiften) s& foljer att
.1
043~ 05%

0,53% =

dvs. 0,473 >0,573.

Om basen i ett potensuttryck dr mellan 0 och 1 da blir uttrycket mindre
ndr exponenten vaxer. Detta medfor att 0,2° > 0,27.

Ett satt att jamfora de tva talen ar att skriva om potensen (5'/3)* sa att
den far samma exponent som 400'/3,

(5'/3) = 5(1/3)4 = 5+(1/3) = (54)1/3 = (5.5.5.5)1/3 = 25!/3.

Nu ser vi att (51/3)* > 400!/ eftersom 625 > 400 och exponenten 3 &r

positiv.

Bdde 125 och 625 kan skrivas som potenser av 5,
125=5-25=5-5-5=5,
625=5-125=5-5 =5,

och det betyder att

1251/2 (53)1/2 — 53 1/2 _ 53/2
6251/3 (54)1/3 _ 54 1/3 _ 54/3

Fran detta ser vi att 125'/2 > 625!/3 i och med att exponenten % ar storre

an % och basen 5 édr storre dn 1.

Exponenterna 40 och 56 kan vi faktorisera,

40=4-10=2-2-2-5=2%.5,
56=7-8=7-2-4=7-2.2.2=2%.7,

och dé ser vi att de har 2% = 8 som gemensam faktor. Denna faktor kan vi
bryta ut i en ”yttre exponent”,

340 =358 — (3°)® = (3.3.3.3.3)% = 2438,
2% =278 — (27 = (2.2.2.2-2-2.2)% = 1285,

Detta visar att 3%0 = 2438 4r storre dn 2°° = 1288,
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2.1 Algebraiska uttryck

2.1:1

a)

b)

d)

Med den distributiva lagen kan vi multiplicera in faktorn 3x in i parente-
sen (x —1). Varje term i (x — 1) multipliceras d& med 3x,

3x(x —1) =3x-x—3x-1=3x*—3x.

Nir faktorn xy multipliceras in i parentesuttrycket 1+ x — x? ger den
distributiva lagen att alla termer 1, x och —x? multipliceras med xy,
(I+x—xP)xy=1-xy+x-xy—x*-xy
= xy + x*y — .

Faktorn —x? kan skrivas som (—1)x? och bada faktorerna multipliceras
in i parentesen,

—X (4 -y?) = (-1 - )
= (-)x* 4= (-1)x% -y
= —4x? + x%2

Efter att x>y? multipliceras in i parentesen kan vi férkorta bort faktorer
som forekommer bade i tdljaren och ndmnaren,

1 1 1 1
3,2 3,2 3.2 3.2
X ———+1)=xy - ——xy - —+xy -1
y<y xy > y Y Yy xy Yy

3,2 3,2

_rXy Yy By
y XYy
3 2 3,2

3,2 3.4,

yt_x yR:x;%

y X

31,2 XXy -

xxy _Xx-x-y y:xzy.
y S

Anvinder vi kvadreringsregeln (a — b)? = a? — 2ab + b*> med a = x och
b =7 sd ser vi direkt att

(x =7 =x*—2-x-7+7% = x> — 14x + 49.
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h)
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Ett alternativ &r att skriva kvadraten som (x —7) - (x —7) och sedan mul-
tiplicera ihop parenteserna i tva steg,

x=7)(x—=7)=(x-7)-x—(x—=7)-7
=x-x—7-x—(x-7-7-7)
= x2 —7x — (7x — 49)

= x?—7x —7x+49

=x?— (74+7)x +49

= x> — 14x + 49.

I ledet som markerats med en * har vi tagit bort parentesen och byter
samtidigt tecken pad alla termer inuti parentesen.

Kvadreringsregeln (a + b)? = a® + 2ab + b*> med a = 5 och b = 4y ger att

(5+4y)> =52 42-5-4y + (4y)?
=25+ 10 - 4y + 4%y*
= 25 + 40y + 161>
= 16y* + 40y + 25.

Uttrycket i uppgiften ar i formen (a — b)? dér a = y? och b = 3x3. Med
hjalp av kvadreringsregeln (a — b)? = a? — 2ab + b? har vi att

(=362 = ()2 — 22 32° + (3x°)?
= 72 — 6x3y? + 32232
= % — 6332 +9x°
= 9x% — 63y + ¢t

Vi utvecklar kvadraten med kvadreringsregeln (a + b)? = a® + 2ab + b?
dir a = 5x3 och b = 3x°,

(5x° +3x°)% = (5x%)2 +2-5x% - 3x° + (3x°)?
=52x32 42.5.3x3+5 4 32452
= 25x% + 30x® + 9x10
= 9x10 1 3048 + 25x°.

Anm. P4 sista raden har vi flyttat om termerna sd att den term med hogst
gradtal 9x'° kommer forst och sedan kommer termerna i fallande grad.
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2.1:2

b)

<)

Multiplicera forst ihop parenteserna. I den forsta produkten multipliceras
varje term ur den forsta parentesen med varje term ur den andra parente-
sen,

(x—4)(x—5)—3x(2x—-3)=x-x—x-5—4-x—4-(-5)
— (3x-2x —3x-3)
= x% — 5x — 4x 4 20 — (6x* — 9x)
— x% — 5x — 4x 4 20 — 6x% + 9x.

Samla sedan ihop x2-, x- och konstanttermerna och férenkla,
= (x* — 6x%) + (—5x — 4x +9x) +20
= —5x24+0-x+20
= —5x% +20.

Den forsta parentesprodukten utvecklar vi genom att multiplicera varje
term ur den forsta parentesen med varje term ur den andra parentesen,

(1-5x)(1+15x) =1-1+1-15x —5x-1—5x-15x
=1+ 15x — 5x — 75x*
=1+ 10x — 75x>.
Naér det géller det andra parentesuttrycket sd kan vi anvdnda konjugatre-
geln (a —b)(a+b) = a? —b*,dér a =2 och b = 5x,
3(2 —5x)(2 +5x) = 3(2% — (5x)?) = 3(4 — 25x%) = 12 — 75x%.
Sammantaget far vi att
(1 —5x)(1+15x) —3(2 —5x)(2 + 5x)
= (14 10x — 75x%) — (12 — 75x%)
=1+ 10x — 75x% — 12 + 75x°
=1—12+ 10x — 75x* + 75x°

= —114+10x
= 10x — 11.

Svaret far vi genom att anvianda kvadreringsregeln (a + b)? = a® + 2ab +
b? pa kvadraten och utveckla den andra parentesprodukten,

(3x+4)*— (3x —2)(3x — 8) = ((3x)* +2-3x -4+ 4%)
— (8x-3x—3x-8—-2-3x+2-8)
= (9x% 4 24x +16) — (9x* — 24x — 6x + 16)
= (9x% 4 24x +16) — (9x% — 30x + 16)
= 9x? 4 24x + 16 — 9x + 30x — 16



2.1:3

d)

b)
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=9x2 —9x2 + 24x +30x + 16 — 16
=0-x>+54x+0
= 54x.

De tre parenteserna kan multipliceras ihop i vilken ordning som helst,
men just i detta fall verkar det lampligt att borja multiplicera ihop de tva
forsta parenteserna eftersom vi kan utféra multiplikationen direkt med
konjugatregeln,
(3x* +2)(3x* — 2)(9x* +4) = ((3x%)* —2%) (9x* + 4)
= (9x* — 4)(9x* + 4).

Nu rédkar vi fa ett uttryck som ocksd kan multipliceras ihop med konju-
gatregeln,

(9x* — 4)(9x* +4) = (9x*)% — 4% = 81x® — 16.

Anm. Hade vi istédllet multiplicerat ihop det andra och tredje parentesut-
trycket forst skulle detta ocksa ha givit rdtt svar men utrdkningarna skulle
ha blivit langre.

Vi utvecklar de tvd kvadraterna med kvadreringsreglerna och adderar se-
dan ihop resultatet,

(a+Db)2+ (a—b)%= (a® +2ab + b*) + (a* — 2ab + b?)
= a® 4 2ab + b + a®> — 2ab + b?
= a® + a® 4 2ab — 2ab + b* + b?
= 2a% 4+ 21°.

Tittar vi pa uttrycket sa ser vi att det kan skrivas som x? — 62 och darfor
faktoriseras med konjugatregeln,

x> —36=x>—6%=(x+6)(x—6).

Eftersom faktorerna x + 6 och x — 6 dr linjara uttryck kan de inte faktori-
seras ytterligare (i polynomfaktorer).

Om vi bryter ut faktorn 5 sa ser vi sedan att uttrycket kan faktoriseras
med konjugatregeln,

5x% —20 = 5(x* — 4) = 5(x* —22) =5(x +2)(x — 2).

Uttrycket kan skrivas om som x% +2 -3 - x + 32 och da ser vi att det kan
faktoriseras med kvadreringsregeln x? + 2ax + a? = (x +a)? till

X 4+6x4+9=x2+2-3-x+3>=(x+3)%
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d)

f)

214 a)

b)

Genom att uttrycket skrivs som x> —2-5 - x + 5% sa ger sedan kvadre-
ringsregeln x> — 2ax +a? = (x — a)? att

x> —10x+25=x*>-2-5-x45> = (x —5)2

Badda termerna innehaller x som darfor kan brytas ut (och samtidigt bryter
vi ut faktorn 2),

18x —2x> = 2x-9 — 2x - x* = 2x(9 — x?).

Den resterande andragradsfaktorn, 9 — x2, kan sedan faktoriseras med
konjugatregeln,

2x(9 — x?) = 2x(3% — x*) = 2x(3 + x) (3 — x),
vilket ocksa kan skrivas som
—2x(x+3)(x — 3).
Ser vi 4x som ett samlat deluttryck sd kan vi skriva
16x* +8x+1= (4x)> +2-4x +1
och eftersom y? +2y +1 = (y + 1)? s& ar
(4x)? +2-4x+1 = (4x +1)2

Forst multiplicerar vi in x fran den forsta parentesen in i den andra pa-
rentesen,

(x+2)B3x2 —x+5)=x-3x>—x-x+x-5+--,
och sedan multipliceras 2:an in,

(x+2)(3x> —x+5) =3x> —x? +5x+2-3x> —=2-x+2-5.

Samla nu ihop x3-, x2-, x- och konstanttermerna,

3% + (=1 +6)x* + (5 — 2)x + 10 = 3x° + 5x% + 3x + 10.
Koefficienten framfor x> ar 5 och koefficienten framfor x ar 3.
Nar uttrycket (1+x + x4+ x3)(2 — x + x? + x*) utvecklas s& multipliceras

varje term ur den forsta parentesen ihop med varje term ur den andra
parentesen, dvs.

1+x+22+3)2—x+ 22+
=1-241-(—x)+1-224+1-x*+x-2+x-(—x)
dx-xFx-ata? 242 (—x) a2 ka2t
+ 232400 (—x)+ 232+ 2%t
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a)
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Om vi bara vill ha reda pa koefficienten framfor x sa behover vi inte utfo-
ra den fullstindiga utvecklingen av uttrycket utan det racker att hitta de
kombinationer av en term fran den forsta parentesen och en term fran den
andra parentesen som ihopmultiplicerade ger en x!-term. I detta fall har
vi tvd sddana par: 1 multiplicerat med —x och x multiplicerat med 2,

(14+x+x2+x3)(2—x+ 22 +x4),

sd x-termerna dr 1- (—x) + x - 2 och koefficienten framfoér x dr —1+2 =
1.

Koefficienten framfor x> far vi genom att hitta de kombinationer av en
term fran vardera parentes som ger en x*-term, och dessa &r

(14+x+x2+x3)(2 — x + 22 +x).

Darmed ar x2-termerna likamed 1-x%+ x - (—x) + x? - 2 och koefficienten
framfor x2 ar 1 —1+2 = 2.

Istdllet for att multiplicera ihop hela uttrycket och darefter ldsa av koef-

ficienterna sa undersoker vi vilka termer ur de tre parenteserna som till-

sammans ger x!- och x?-termer.

Om vi borjar med x-termen sa finns det bara en kombination av en term
fran varje parentesuttryck som ihopmultiplicerade ger ett x!,

(x =23 +22)(1+3x+5x2)2—7x> —x*) = - +x-1-24---,

s koefficienten framfor x dr 1-2 = 2.

Nir det giller x? har vi ocksa bara en méjlig kombination,

(x =23 +20)(1+3x+5x2) (276> —x*) = -+ x-3x-2+4---.

Koefficienten framfor x2 ar 3-2 = 6.

Precis som nér vi rdknar med braktal kan vi subtrahera termernas télja-
re om vi forst forlanger brdken sa att de har samma ndmnare. Eftersom
ndmnarna dr x — x> = x(1 — x) och x sd dr x(1 — x) minsta gemensam-
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ma namnare,

1 1 1 1 1—x

x—x2 x x—2x2 x 1—x

1 1—x
T x—a2 x—x2
_1-(1-x)
 x—x2
_1-1+x
 ox—x2
_x

ox —x?2

Detta brdk kan forenklas genom att forkorta bort den gemensamma fak-
torn x frdn tdljaren och ndmnaren,

X X 1

x—x2 x(l—-x) 1-—x

b) Namnarna kan vi faktorisera som

v =2 =yly-2),
v —4=(y—2)(y+2), (enligt konjugatregeln),

och dé ser vi att termernas minsta gemensamma namnare ar y(y —2)(y +
2) eftersom det dr den produkt med minst antal faktorer som innehdller
bade y(y — 2) och (y —2)(y +2).

Vi forlanger nu brdken sa att de fdr samma ndmnare och sitter igdng med
att forenkla,

12 1 y+2 2 y
v -2y y -4 yly—-2) y+2 (y-2)(y+2) vy
B y+2 _ 2y
S yly-2)(y+2) (y-2)(y+2y
y+2-—2y
Cyly-2)(y+2)
2-y

y(y—2)(y+2)

Taljaren kan skrivas om till 2 — y = —(y — 2) och vi kan férkorta bort den
gemensamma faktorn y — 2,

2—y I ) | 1

yy—-2)(y+2) yly-2)y+2) yly+2) y(y+2)
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Brdkuttrycket kan forenklas ytterligare om det gar att faktorisera och for-
korta bort gemensamma faktorer fran téljaren och namnaren. Nu &r bade
taljaren och ndmnaren till viss del redan faktoriserade men vi kan ga vida-
re med tdljaren och bryta upp den i linjdra faktorer med konjugatregeln,

3x2 —12=3(x> —4) =3(x +2)(x — 1),
X —1=(x+1)(x—1).
Hela braket ar darfor lika med

A A=)
[eoe e S U

Anm. Det gdr givetvis ocksa bra att utveckla uttrycket och svara med
3x2 — 9x + 6.

I brakuttrycket finns mojligheten att tdljaren och ndimnaren innehéller ge-
mensamma faktorer som kan forkortas bort och darfor forsoker vi fakto-
risera alla uttryck sd langt som mojligt.

Faktorn y? + 4y + 4 kan skrivas som y? + 2 - 2y + 22 och det éppnar for
att anvianda kvadreringsregeln,

Y 4ay+4=1y>42-2y+2% = (y+2)%

Faktorn 2y — 4 dr redan ett forstagradsuttryck och kan darfor inte delas
upp ytterligare, s ndr som pa att en faktor 2 kan brytas ut, 2y —4 =
2(y—2).

Med konjugatregeln kan y? — 4 faktoriseras till

¥ —4=(y+2)(y—2).

Déremot kan inte y? + 4 skrivas som en produkt av forstagradsfaktorer.
Om det namligen gick att skriva y?> +4 = (y —a)(y — b), dér a och b &r
nagra tal, sd skulle y = a och y = b vara nollstéllen till y> + 4 men ef-
tersom y? + 4 dr en summa av en kvadrat y?, som inte kan ha ett negativt
virde, och talet 4 &r y? + 4 alltid storre dn eller lika med 4 oavsett hur y
viljs. Darfor kan inte y? + 4 delas upp i férstagradsfaktorer.

Alltsd ar

Pray+4)2y—4) _ (y+2F2y—2] 2y +2)
(V2 +4)(y> —4) (V+4)yA+2]y—2]  y*+4

Innan vi forsoker bearbeta hela uttrycket koncentrerar vi oss pa att forenk-
la de tva faktorerna var for sig genom att skriva om dem med gemensam
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namnare,
e (yly-v)  #
7 e +y_x—{y—x——(x—y)}
B G VO S € el ) b
Cy-x  y—x  y—x
—(x* =2xy+y*) + x> —xP42xy —y* + 2
N y—x N y—x
_ 2wy -y y(x—y)
y—x y—x '
y Yy 2x—y y—-Qx—y) y-2x+ty
2x —y 2x—y 2x—y 2x —y 2x —y

_2y—2x _ 2(y—x)

2x —y 2x—y

Sedan multiplicerar vi ihop faktorerna och forenklar genom att forkorta,
(v )y ) - 2T e
y—x/\2x—y Yy=—x 2x—7

b) Minsta gemensamma ndmnare for de tre termerna ar (x — 2)(x 4+ 3) och
vi forlanger varje term s4 att alla termer fdr samma ndmnare,

Y.

X_ X, X _x+3+ x  x=2 _ (x=2)(x+3)
x—2 x+3 x—2 x+3 x+3 x-2 (x —2)(x+3)
Cox(x+3)+x(x—2) —2(x —2)(x+3)
B (x —=2)(x+3)
C x?43x 422 —2x —2(x* +3x —2x — 6)
N (x —2)(x+3)
X2 43x+x%—2x —2x2 —6x +4x + 12
B (x —2)(x+3) '
Samla nu ihop termerna i tdljaren,
x_ L % _2:(x2+x2—2x2)—1—(3x—2x—6x—|—4x)—|—12
x—2 x+3 (x —2)(x+3)
. —x+12
 (x=2)(x+3)°

Anm. Genom att vi behaller ndimnaren faktoriserad genom hela utrdk-
ningen kan vi pa slutet direkt se att svaret inte kan forkortas.

c) Eftersom niamnarna dr a> — ab = a(a — b) och a — b sa far bada termerna
en gemensam niamnare a(a — b) om den andra termen forldngs med a,
2a-|—b_ 2 2a+b B 2 2a+b—2a b
a2—ab a-b ala—b) a-—b a(a—b)  ala—0b)

a
a
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d) Vi forenklar forst tdljaren och ndmnaren i huvudbraket genom att skriva
pad gemensamt brakstreck,

v a+b b
a—b+a+b—(a—b)~a+b+a+b
_(a=b)(a+Db)+b?
B a+b
-+
 a+b
Ca+b’
(ll—b)z_ (a—b)?
a+b) (a+b)?
(a+b)?  (a—bp
~ (a+b)? (a+Db)?
(a+ b — (a—b)°
(a+0b)?
_a®+2ab+b* — (a* — 2ab + b?)
- (a+0)>
~ dab
(a4 D)
Hela braket ar darfor
b? a?
a_b+a+b_ a+b ? (a—l—b)z_a(a—l—b)
1_<a—b>2_ 4ab  a+b  4ab 4b
a+b (a+Db)?

2.1:7 a) Forlanger vibrdken med x + 5 respektive x + 3 sa far de samma ndamnare
och vi kan berédkna uttrycket genom att subtrahera téljarna,

2 2 2  x+5 2  x+3
x+3 x+45 - x+3 x+5 x+5 x+3
2(x+5)—2(x+3)
(x+3)(x+5)
_ 2x+10—-2x—6
 (x+3)(x+5)
B 4
 (x+3)(x+5)
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2.1:8

b)

a)

b)

Namnarna x — 1 och x? saknar gemensamma faktorer s& minsta gemen-
samma namnare dr x?(x — 1). Vi forlinger alla tre termer sa att de far
samma namnare och paborjar sedan forenklingsarbetet,

1 1 x%(x —1) 1 x> 1 x-1

x+x—1+P:x.x2(x—1) x—1 22 K2 x—1
3 (x—1)+x%+ (x—1)
N x?(x—1)
= rx—1
B x2(x —1)
Den forsta termen forlanger vi med a 4 1 for att f& gemensam ndmnare,
ax a+1 ax>  ax(a+1)—ax?
a+1 a+1 (a+1)2 (a+1)2

Eftersom bdda termerna i tédljaren innehaller faktorn ax bryter vi ut den
faktorn,
ax(a+1—x)
(a+1)%2 7
och ser da att svaret inte kan forkortas ytterligare.

Anm. Det &r bara faktorer i tdljaren och namnaren som kan forkortas bort
mot varandra och inte deluttryck. Darfor ar foljande “forkortning” felak-

tig,
ax(a+1) —ax®>  ax —ax? (Fell)

(a+1)%  a+1

Uttryck som bestar av flera brékstreck far vi ner till ett brakstreck genom
att systematiskt forlanga bort alla delbrdk. I vart uttryck forlanger vi hu-
vudbrdket med x + 1 (for att fa bort x 4 1 fran tdljaren),

X X X
x+1  x+1 x+1 M'M_ x
3+x x+3 x+1  (x+3)(x+1)  (x+3)(x+1)

1
Huvudbraket bestar av tiljaren i som vi direkt kan forenkla ndgot,

3 1 3-1 2

X X X x’

och ndgmnaren 1/ (x — 3). Om vi ska skriva om braket som ett uttryck med
ett brakstreck s& behover vi forlanga hela braket med x(x — 3) och sedan
forkorta bort x och x — 3,

3 1

2 2

z Z x(x—3
X X x )(”X(x ) 2(x —3)

] = = :

x(x:3) 1 x

RN
=
—
=
W
~—




34

c) Niar vi stoter pd stora och komplicerade uttryck behover vi arbeta stegvis,
och som ett forsta delmal kan vi ha att forlanga braket

1
1
1+ x

1+

med 1+ x for att reducera detta brdk till ett uttryck med ett gemensamt
brakstreck,

1 1 1+x
1 1 14+ x

1+x
(1+—l—ﬂ1+@
14 x
1
14+ x
1+x
1-|'JC‘|‘1/"—(f

1
14+ x
1+x+1

1
x+1°
1
+x+2

Naésta steg ar att vi forlanger vart nya uttryck med x + 2 for att fa det
slutliga svaret,

1 x+2 x+2

x+1 x+2 x+1

B <1+x+2yx+a
x+2
x+1
x+2
x+2

x+24+x+1
_x+2
S 2x+3

x+2+ (x+2)
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2.2 Linjara uttryck
22:1 a) Omviadderar 2 till bada led i ekvationen,
(x—2)+2=-1+2,

sa far vi x ensamt i vansterledet eftersom (x —2) +2=x+(-2+2) =«x
och kan direkt avldsa losningen till

x=-142=1.
b) For att fa x ensamt i vansterledet subtraherar vi 1 fran bada led,
(2x+1)—-1=13-1,

vilket ger att vénsterledet blir (2x +1) —1 = 2x+ (1 —1) = 2x och

ekvationen blir
2x = 12.
Dividera sedan bada led med 2,
21
2 27

for att fa fram att x = 6.

c¢) Eftersom x finns bade i vanster- och hogerledet dr forsta steget att vi sub-
traherar %x fran bada led,

(r-1) - =x- ks

W[

for da blir vansterledet (3x —1) — 1x = (3x —
lar x i hogerledet,

x) —1 = —1 och vi sam-

sd kan % forkortas bort i hogerledet och vi far att x = —3.
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d)

a)

36

Flytta x till vansterledet genom att subtrahera bada led med 2x,
(5x+7) —2x = (2x — 6) — 2x,

vilket ger att hogerledet blir (2x —6) —2x = (2x —2x) —6 = —6 och
ekvationen blir

3x+7 = —6.
Subtrahera nu 7 fran bada led,
Bx+7)—7=-6-7,

sa att termen 3x blir ensamt kvar i vansterledet,

3x = —13.
Dividera sedan bort faktorn 3,

13

3 3’
for att fa ut att x = —%.

Om vi delar upp ndmnarna som forekommer i ekvationen i smd heltals-
taktorer, 6 = 2-3, 9 = 3-3 och 2, sa ser vi att minsta gemensamma
ndmnare dr 2 -3 -3 = 18. Vi multiplicerar darfér bdda led i ekvationen
med 2 -3 -3 for att slippa ha ndimnare i ekvationen,

5x x+2 5451
2.3.3.z_2.3.3.7_2 3-3 7

& 3.5r—2-(x+2)=3-3.

Vinsterledet kan vi skriva om till 3-5x —2(x +2) = 15x —2x — 4 =
13x — 4, sa vi har ekvationen

13x -4 =9

och kan l6sa denna forstagradsekvation genom att utfora enkla rdkneope-
rationer for att fA x ensamt i ena ledet.

Addera 4 till bada led,

(13x —4) +4=9+4,
13x = 13.
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b)

Dela bada led med 13,
13x 13
13 13
Ekvationen har alltsd 16sningen x = 1.

Nar vi nu fatt fram ett svar sd ar det viktigt att vi gdr tillbaka till den
ursprungliga ekvationen och kontrollerar att x = 1 verkligen &r ratt svar
(att vi inte av misstag rdkat rdkna fel),

51 142 5 3 5 1
b= "9 6 976 3
5 1.2 5-2 3 1

6 32 6 6 2 'k

Forst multiplicerar vi bada led i ekvationen med 4 -7 = 28 s4 att vi far
bort nimnarna fran ekvationen,

8x +3 5x -7
4.8. 2T gp 27
X 4
& 4-(8x+3)—7-(5x—7) =56.
Vinsterledet kan vi forenkla till 4- (8x +3) =7 - (5x —7) = 32x + 12 —
35x 449 = —3x + 61. Alltsd ar ekvationen

—3x + 61 = 56.

=4.7-2

Vi loser denna ekvation genom att subtrahera 61 fran bada led,

(=3x +61) — 61 = 56 — 61,

—3x = -5,
och sedan dela med —3,
—3x _ -5
-3 -3’
x=3.

Svaret dr x = g

i

[e~][¢;]

Som sista del i l1dsningen kontrollerar vi svaret genom att sdtta in x =
ursprungsekvationen,
5 5 5 5
L:8'§+3_5-§—7 (8-3+3)-3 (5-3-7)-3

7 4 7-3 4-3
_8:5+3-3 5.5-7-3 40+9 25-21
7.3 4.3 21 12
49 4 7% 2.2 7 1 _7-1 6
21 12 3-X 2-2-3 3 3 3 3
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Viansterledet i ekvationen kan vi forenkla genom att utveckla kvadraterna
med kvadreringsreglerna,

(x+3)2—(x—5)2=(x*>+2-3x+3%) — (x* =2 -5x + 5%)
= x2+6x+9—x>+10x—25
= 16x — 16.
Ekvationen ar alltsa
16x — 16 = 6x + 4.

Flytta nu over alla x i vansterledet (subtrahera 6x fran bada led) och kon-
stanterna till hogerledet (addera 16 till badda led)

16x — 6x = 4 + 16,

10x = 20.

Dividera bada led med 10 for att fa svaret,
=10

Vi kontrollerar slutligen att x = 2 uppfyller ekvationen i uppgiftstexten,

X 2.

VL= (2+3)?-(2-5)2=5—(-3)>=25-9 =16,
HL=6-2+4=12+4=16.

Vi flyttar forst 6ver alla termer i viansterledet,
(2% + 4w +1)2 +3x% — 262 — (222 4+ 2x +3)% = 0.

Som ekvationen nu star verkar det bdsta angreppssittet att 10sa ekvatio-
nen vara att utveckla kvadraterna, forenkla och se vad det leder till.

Nar kvadraterna utvecklas sd multipliceras varje term inuti kvadraten
med sig sjdlv och alla andra termer,
(x> +4x+1)2 = (x> +4x+1)(x*> +4x+ 1)
=x?- P dx a1 Fdx o x? Fdx-dx +4x-1
+1-x*+1-4x+1-1
_ .4 3, .2 3 2 2
= X" +4x° +x°+4x” +16x" +4x +x" +4x + 1
= x* +8x3+18x% +8x+1,

(2x% 4-2x 4 3)% = (2 +2x + 3) (2x% 4-2x + 3)
= 2x% . 202 4+ 2x% - 2x + 2x% - 34+ 2x - 2x% 4+ 2x - 2x
+2x-34+3-2x>+3-2x+3-3
=dx* 4+ 6x? + 43 +4x® +6x +6x2 +6x+9
= 4x* + 8x° + 1632 + 12x +9.
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Vansterledet blir, efter att vi samlar ihop termer av samma grad,

(x® +4x +1)2 4+ 3x* — 242 — (2%% +2x +3)?
= (x* +8x> + 18x% + 8x + 1) + 3x* — 247
— (4x* + 8 + 16x% +12x +9)
= (a* +3x% — 4x*) + (8x° — 8x%) + (18x% — 2x% — 16x?)
+ (8x —12x) + (1 —-9)
= —4x — 8.

Efter alla forenklingar blir alltsd ekvationen:
—4x—-8=0 & x=-2

Vi kontrollerar till sist att x = —2 ar rétt 1osning genom att stoppa in x =
—2 iekvationen,

VL= ((=2)2+4-(=2) +1)° 43 (—2)* — 2. (-2)?
= (4-8+1)243-16—-2-4=(-3)2+48-8
— 9448 — 8 =49,

HL = (2 (=2)2+2-(—2)+3)° = (2-4— 4 +3)?
=77 = 49.

22:3 a) Viforlanger termerna i viansterledet sa att de far gemensam ndmnare,

x+3 x—2 x+5 x—3

XxX—3 x—2 x—2 x—3

Nu kan téljarna subtraheras,

(x+3)(x—2)—(x+5)(x—3)
G-2)(x—23)

= 0.

Utveckla parenteserna i tiljaren,

x? —2x +3x — 6 — (x? — 3x + 5x — 15)

x—2)(x—3) =0
och forenkla,
—x+9 —0
(x—2)(x—3)

Vinsterledet blir noll bara nér dess tiljare blir noll (samtidigt som ndmna-
ren inte dr noll) vilket ger oss att ekvationens losningar ges av 1dsningarna
till

—x+9=0,
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dvs. x = 9.

En kontroll dér vi sétter in x = 9 i den ursprungliga ekvationen visar att
vi har raknat ratt,

9+3 9+5 12 14
b) Forst flyttar vi over alla termer till vansterledet,

4x _ 1
dx—-7 2x—3

—1=0.

Sedan forlanger vi de tre termerna sa att de fdr gemensam namnare,

4x  2x-3 1 dx—-7 (2x-3)(4x-7) _
4x—7 2x—3 2x—3 4x—-7 (2x-3)4x-7)

och kan skriva om viansterledet som

4x(2x —3) — (4x—7) — (2x —3)(4x — 7)
(2x —3)(4x —7)

=0.

Téljaren utvecklas,

8x2 — 12x — (4x — 7) — (8x% — 14x — 12x +21)

(2x — 3)(4x — 7) =0,

och forenklas,
10x — 14

(2x —3)(4x —7)
Denna ekvation dr uppfylld nér tédljaren dr noll (samtidigt som namnaren
inte dr noll) och detta intraffar nér

= 0.

10x — 14 =0,
vilket ger att x = ?7)

Det ar 1att hint att man rdkar riakna fel och darfor kontrollerar vi att sva-
ret x = % uppfyller ekvationen,

4.1 1
_ 5 (st
VL = = {forlang med 5}
4.2-7 2.1-3
S4ds 1 s a7 s
_4.g_7 5 2.7-3 5 4.7-7-5 2.7-3-5
4 5
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c) L&t oss borja med att skriva den forsta faktorn i viansterledet med gemen-
sam namnare,

11 1 x4l 1 x—1
x—1 x+1 x—1 x+1 x+1 x—1
x+1 x—1

S (x—=1D(x+1) (x+1)(x—1)
_ (41— (x—-1)

(x —1)(x+1)
_ 2
(=D (x+1)

Om vi ocksa skriver 3x — 3 = 3(x — 1) sa kan ekvationen omformas till

6x —1
3(x—1)

2
(x—1)(x+1)

(2+1) -

Eftersom x = 1 inte kan vara en 16sning till ekvationen sd kan faktorn x —
1 strykas i bdda leds ndmnare (dvs. egentligen multipliceras bada led
med x — 1 som sedan forkortas bort),

2
x+1

Dérefter multipliceras bada led med 3 och x + 1 sa att vi far en ekvation
utan namnare,

6x —1

(244 =

6(x*+ 1) = (6x—1)(x+1).

Utveckla bdda led
6x%+3 = 6x> +5x — 1.

De tva x2-termerna tar ut varandra och vi far férstagradsekvationen
3=5x—-1,

som har l6sningen

Gl

X =

Vi kontrollerar att vi har rdknat rédtt genom att stoppa in x = 3 i den
ursprungliga ekvationen

= (- e = (- )y

4 1
5—1 5+1 ~5 5
_<_5_§>M__5_5 7__%__ 1
N 9/ 2.25 9 5 9 3’
POTLIL Sk G el SO Gt IS S |
3-4-3 2.1 1l.q2-15 -3 3
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d) Det finns inte ndgon gemensam faktor i vinsterledet som vi direkt kan
bryta ut sa darfor viljer vi att utveckla de tre deluttrycken i vansterledet,

(2 3)<1+1>_2 1+21 3 1 31
X 4y 2/ x 4x x 2 4x 2

2x2 4/ x 2
113
22 Tax 2
(1 2>2:L_ 1 2 (%)2
2x 3 (2x)2 2x 3 3
1 2 4
42 3x 9
(% + %) <% — %) = {konjugatregeln}
1 1
@) 2
11
4?9

Sammanstiller vi utrdkningarna far vi att vansterledet blir

(et 2) (@ ats) (22 s)
1 1 3 1 2 4 1
22 Tdx 2 42 T3x 9 a2

22 4?2 o2 T ax T3x 29

-(-1- D+ (D (334

2-1-11 34241 -3-9-4-2+1-2

=T 1 2T 31 Xt 2.9
11133
S 3.4x 2.9

och eftersom 33 = 3-11, 9 = 3-3 och 4 = 2 -2 s3a kan hela ekvationen

skrivas som
11 1 3-11

322 x 233
Bryter vi ut gemensamma faktorer fés

5.2(2 1) =0

0.
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och da ser vi att ekvationen har 1sningen x = 3.

1 i ursprungsekvationen for att kontrollera att

Till sist stoppar viin x = 5
vi har raknat ratt

|
Nelle)
I
(@)
I
a
=

22:4 a) Viflyttar helt enkelt 6ver x-termen i vansterledet,

—2x+vy =23.

b) Genom att l6sa ut 4y fran sambandet 3x +4y — 5 = 0 far vi

4y = —3x+5

och dérefter ger division med 4 svaret pd den 6nskade formen,

3 5
]/:—Zx—i—z.

225 a) Latossskriva den réta linjens ekvation som

y=kx-+m,

dar k och m dr konstanter som vi ska bestimma.
Eftersom punkterna (2,3) och (3,0) ska ligga pa linjen maste de ocksa

uppfylla linjens ekvation,

3=k-24+m och 0=k-3+m.

Tar vi differensen mellan ekvationerna forsvinner m och vi kan riakna ut
riktningskoefficienten k,

3—-0=k-24+m—(k-3+m),

3 =—k.

Detta insatt i ekvationen 0 = k - 3 + m ger oss sedan ett varde pa m,

m=—3k=—3-(—3)=09.

Linjens ekvation dr alltsd y = —3x + 9.
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Den rita linjen y = —3x + 9 gér genom punkterna (2,3)
och (3,0).

Anm. For att vara helt sdker pa att vi rdknat rétt kontrollerar vi att punk-
terna (2,3) och (3,0) uppfyller linjens ekvation.
(x,y) =(2,3): VL=3 och HL = -3-2+9 = 3.
(x,y) = (3,0): VL=00och HL = -3-3+9 =0.
Eftersom den réta linjen ska ha riktningskoefficient —3 sa kan dess ekva-

tion skrivas som
y=-3x+m,

dar m &r en konstant. Om linjen dessutom ska passera genom punkten
(x,y) = (1, —2) s& méste den punkten uppfylla linjens ekvation,

—2=-3-1+m,

och detta ger att m = 1.
Svaret ar alltsa att linjens ekvation dr y = —3x + 1.

Yy

Den réta linjen y = —3x + 1 har riktningskoefficient —3
och gér genom punkten (1, —2).

Tva rata linjer &r parallella om de har samma riktningskoefficient. Fran
linjen ¥ = 3x + 1 kan vi avlésa att den har riktningskoefficienten 3 (koef-
ficienten framfor x) och darfor har var sokta linje en ekvation pa formen

y=3x+m,
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d)

ddr m dr ndgon konstant. Villkoret att linjen ocksa ska innehdlla punk-
ten (—1,2) betyder att punkten ska uppfylla linjens ekvation,

2=3-(-1)+m,
vilket ger att m = 5. Alltsa &r linjens ekvation y = 3x + 5.

y .

; } ; ; —— X

Den rita linjen y = 3x + 5 (heldragen) ar parallell med
den rita linjen y = 3x + 1 (streckad) och gdr genom
punkten (—1,2).

Om tva (icke-lodrata) linjer dr vinkelrdta mot varandra sa dr det samma
sak som att deras riktningskoefficienter k; respektive k, uppfyller sam-
bandet k1k; = —1, och fran detta samband far vi att den sokta linjen maste
ha riktningskoefficient som &r

1 1

kZZ—E: 57

i och med att linjen ¥ = 2x + 5 har riktningskoefficient k; = 2 (koeffici-
enten framfor x).

Var sokta linjes ekvation kan alltsa skrivas i formen
_ _1
y=—5x+m,
med m som en obekant konstant.

Eftersom punkten (2,4) ska ligga pa linjen s maste (2,4) uppfylla linjens
ekvation,

4=-1.24m,

dvs. m = 5. Linjens ekvation dr y = —%x +5.
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+— X

Linjen y = —%x + 5 (heldragen) ar vinkelrdt mot lin-
jen y = 2x + 5 (streckad) och gar genom punkten (2,4).

Linjen ska ga genom punkterna (5,0) och (0, —8) som dérfor maste upp-
fylla linjens ekvation y = kx + m, dvs.

O0=k-5+m och —8=k-0+m.

Fran den andra ekvationen far vi att m = —8 och detta insatt i den forsta
ekvationen ger att
0=5k-8 <« k=2&

Linjens riktningskoefficient ar g.

>

(0,-8)

Den linje som gér genom punkterna (0, —8) och (5,0)

har ekvationen y = $x — 8 och riktningskoefficient £.

Skarningspunkten mellan tva linjer dr definitionsméssigt den punkt som
ligger pa bada linjerna, och maste darfor uppfylla bada linjernas ekvatio-
ner.

Om skdrningspunkten har koordinaterna (x,y) da géller att

y=3x+95,
y=0
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dédr y = 0 dr x-axelns ekvation. Sétter viin y = 0 i den forsta ekvationen
sa far vi
0=3x+5, dvs. x=-2.

W1

Skdrningspunkten dr (—3,0).

Skdrningspunkten mellan linjen y = 3x + 5 och x-axeln
ar (—3,0).

b) Eftersom skdrningspunkten ligger pa bdda linjerna sa uppfyller den ocksa
bada linjers ekvationer,

y=—-—x+5 och x=0,

dédr x = 0 &dr y-axelns ekvation. Den andra ekvationen x = 0 insatti den
forsta ekvationen ger att y = —0 + 5 = 5. Det betyder att skdarningspunk-
ten &r (0,5).

Skdrningspunkten mellan linjen y = —x + 5 och y-
axeln ar (0,5).

c) Vifar fram skdrningspunkten som den punkt som uppfyller bada linjers
ekvationer,
4x+5y+6=0 och x=0.
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Med x = 0 insatti 4x + 5y + 6 = 0 fas att

4.045y+6=0 < y=—

671]0)

Detta ger att skarningspunkten &r (0, —2).

y

Skdrningspunkten mellan linjen 4x + 5y + 6 = 0 och y-
axeln &r (0,—$).

d) Iden punkt ddr linjerna skér varandra har vi en punkt som ligger pa bada
linjerna och som darfér maste uppfylla bada linjers ekvationer,

x+y+1=0 och x=12.

Losningen till detta ekvationssystem far vi genom att sittain x = 12 iden
forsta ekvationen,

124+y+1=0 & y=-13,
vilket ger oss skdrningspunkten (12, —13).

Yy
A

(12, —13)

Skdrningspunkten mellan linjerna x +y +1 = 0 och
x = 12 (lodrét) ar (12, —13).
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2.2:7

a)

Linjerna har en skdrningspunkt i den punkt som samtidigt uppfyller bada
linjers ekvationer,

2x+y—1=0 och y—2x—-2=0.

Om vi l6ser ut y frdn den andra ekvationen, y = 2x + 2, och stoppar in i
den forsta ekvationen far vi en ekvation som bara innehéller x,

2x+(2x+2)—-1=0 < 4x+1=0,

vilket ger att x = _411' Sedan far vi frdn sambandet y = 2x + 2 att y =

2- (—%) +2= % Skdrningspunkten &r (_411' %) .

Skdrningspunkten mellan linjerna 2x +y —1 = 0 och
y—2x—2=04ar (—1,3).
Vi kontrollerar for sikerhets skull att (—3,3) verkligen uppfyller bada
ekvationerna.

2x+y—1=0:VL=2-(-1)+3 —
y—2x—2=0:VL=3-2-(-1)
Grafen till den linjdra funktionen y = 3x — 2 dr en rét linje som har rikt-

ningskoefficient lika med 3 (koefficienten framfér x) och skdr y-axeln
1y = —2.

—2

Grafen till funktionen f(x) = 3x — 2.
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b) Funktionen har en graf y = 2 — x som &r en rat linje. Denna réta linje
har riktningskoefficient —1 (koefficienten framfor x) och skar y-axeln i
y=2.

Grafen till funktionen f(x) =2 — x.

c) Idetta fall dr grafen helt enkelt den horisontella linjen y = 2.

Yy
A

Grafen till funktionen f(x) = 2.

22:8 a) Om viritar upp gransfallet da likhet géller sa far vi den réta linjen y = x,
och méangden bestar darfor av alla punkter ovanfor denna linje, dér y-
koordinaten &r storre &n x-koordinaten.

y

Det fargade omrddet utgors av punkter som uppfyl-
ler y > x.
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b)

En punkt vars koordinater uppfyller y < 3x — 4 har en y-koordinat som
dr mindre dn vad den punkt har som befinner sig pa linjen y = 3x — 4
och har samma x-koordinat. Det betyder att omrddet som vi ska skissera
bestdr av alla punkter under linjen y = 3x — 4.

Yy
A

Punkterna som uppfyller olikheten y < 3x — 4 bildar
det fargade omrddet. De punkter som ligger pd den
streckade linjen tillhor inte omrédet.

Linjen y = 3x — 4 kan vi rita upp genom att vélja tvd x-véarden, t.ex. x =
0 och x = 1, berdkna med linjens ekvation motsvarande y-koordinater,
y=3-0—4 = —4 respektive y = 3-1—-4 = —1, och sedan dra en rit
linje genom de tva punkter vi fatt.

Genom att flytta 6ver x-termen i hogerledet och dela med 3 kan olikheten
skrivas som

y<2-3x,

och da ser vi att omradet som vi ska rita upp bestar av alla punkter under
den réta linjen y = 2 — %x.

Punkterna som uppfyller olikheten 2x 4 3y < 6 bildar
det firgade omrédet.
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a)
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Vi kan borja med att rita upp punkterna (1,4), (3,3) och (1,0) i ett koor-
dinatsystem, och dra linjestycken mellan dem, sa att vi far en bild av hur
triangeln ser ut.

(1,0)

Om vi nu tédnker oss att vi ska anvdnda oss av att arean av en triangel ges
av formeln

area = %(basen) - (hojden),

sa dr det mest lampliga att vi véljer kanten fran (1,0) till (1,4) som bas
for triangeln. Da dr namligen basen parallell med y-axeln och vi kan avla-
sa dess langd som skillnaden i y-koordinat mellan hérnpunkterna (1,0)
och (1,4), dvs.

basen =4 -0 = 4.

Dessutom blir hojden i triangeln det horisontella avstdndet fran den tredje
hornpunkten (3,3) till basen och det kan vi avldsa som skillnaden i x-led
mellan (3,3) och linjen x =1, dvs.

héjden =3 -1 = 2.

bas

§—+—+—>x

hojd
Triangelns area ar alltsa

area = %(basen) - (hojden) = % -4-2=4a.e.



53

b) Ett forsta steg dr att vi ritar upp linjerna sd att vi far en 6verblick av hur
triangeln ser ut.

Yy
[
x =2y
y=4
- X
Cy=10—-2x

Hornpunkterna i triangeln dr skdrningspunkterna mellan linjerna och de
far vi fram mer exakt genom att vilja linjernas ekvationer parvis och 16sa
de ekvationssystem som uppstdr,

= = och y=4

y =4, y =10 — 2x, y =10 — 2x.
Det forsta ekvationssystemet har losningen (x,y) = (8,4), det andra sy-
stemet har 1osningen (x,y) = (4,2) och det tredje (x,y) = (3,4).

Atergér vi till arean av triangeln s& ges den av formeln
area = %(basen) - (hojden),

och vi dr helt fria att vélja vilken kant i triangeln som ska vara bas. Ef-
tersom en av kanterna &r parallell med x-axeln verkar det béast att vilja
den som bas, for dd kan vi enkelt ldsa av ldngden av basen och hojden
som koordinatskillnader mellan hornpunkterna.

y

bas
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Basen ges som det horisontella avstandet mellan (3,4) och (8,4),
basen =8 —3 =5,

och hojden far vi pa samma sétt som skillnaden i y-led mellan basen y = 4
och hérnpunkten (4,2),

basen =4 —2 = 2.
Triangelns area dr

area = %(basen) - (hojden) = % -5-2=5a.e.

c) Forstritar vi upp omrddena som de enskilda olikheterna definierar.

Yy y
- X X
Omrédet x +vy 2 -2 Omrédet 2x —y <2
Yy
- X

Omréadet 2y — x <2

Triangeln &r definierad som de punkter som uppfyller alla olikheter, vilket
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ar den region som de tre fairgade omrddena har gemensamt.

Wlx

Innan vi borjar fundera 6ver hur vi ska berdkna arean av triangeln be-
stimmer vi hornpunkterna till triangeln.

Skriver vi upp kantlinjernas ekvationer tva och tva,

xX+y=-2, X+ y=-2, 2x — Yy =2,
(1){2x—y: 2, (2) { —x+2y= 2, (3){—x+2y:2,

sd far vi ekvationssystem som bestimmer skdrningspunkterna mellan re-
spektive par av linjer och dessa skdrningspunkter svarar mot triangelns
horn.

(1): Det forsta systemet kan vi losa genom att summera de tvad ekvatio-

nerna.
xX+y=-2
+ 2x—y= 2
3x = 0
Da far vi att x = 0 och sedan fran ekvationen x +y = —2 att y = —2.
(2): P& samma sdtt summerar vi ekvationerna i det andra ekvationssyste-
met,
X+ y=-2
+ —x+2y= 2
3y= 0

vilket ger att y = 0 och da ar x = —2.

(3): Det sista ekvationssystemet &r lite knepigare att 16sa men om vi ur
den forsta ekvationen 16ser ut y, ¥ = 2x — 2, och stoppar in i den
andra ekvationen far vi

—x+22x—2)=2 & 3x—-4=2 & x=2

Motsvarande virdepd y ary =2-2 -2 = 2.
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Triangelns hornpunkter &r alltsd (0, —2), (—2,0) och (2,2).

<

(~2,0)

(0,-2)

Problemet som vi stills infor ndr vi ska rdkna ut arean av triangeln med
formeln

area = %(basen) - (hojden)
ar att det inte finns ndgon naturlig bas for triangeln i och med att ingen av
kanterna dr parallell med ndgon av koordinataxlarna. Vad vi ddremot kan

gora dr att dela upp triangeln langs y-axeln och fa tva deltrianglar dér vi
kan anvdnda y-axeln som bas.

Yy Yy
A

1 - 1
Lt
7
- ’
P /
4 /
.- /
> / ~4
/ L-
/ -
/ 1.
/ -
/ J-
/ -
+ + + X + + + + X
! N,
/ \
/ 3
’ hN
/ \
/
/
/
/

+—

Denna uppdelning skapar en ny hérnpunkt for trianglarna (markerad
med A i figuren ovan) och den kan vi bestimma som skdrningspunkten
mellan linjen 2y — x = 2 och y-axeln,

2y —x =2,
x =0,

vilket ger att den nya hornpunkten ar (0,1). Vi har nu all information som
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behovs for att rdkna ut bas, hojd och area av de tva deltrianglarna.

Y y
A A
! t hojd
—= X ! } 4 = X
bas bas
hojd
bas=1—-(-2)=3 bas=1—-(-2)=3
hojd=0—(—-2) =2 héjd=2-0=2
area:%-3-2:3 area:%'3-2:3

Till sist aterstdr bara att summera ihop delareorna och fa hela triangelns
area,
area =3+3 =6.
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2.3 Andragradsuttryck

231 a)

b)

Om vi betraktar kvadreringsregeln,
(x —a)? = x> — 2ax +a?,
och flyttar dver a? till vansterledet sa far vi formeln
(x —a)*> —a® = x> — 2ax.

Med hjilp av denna formel kan vi skriva om (kvadratkomplettera) ett
blandat uttryck x? — 2ax till ett kvadratiskt uttryck (x —a)? — a2.

Uttrycket x> — 2x svarar mot a = 1 i formeln ovan och darfor ar
x> —2x=(x—1)>—1.

I kvadratkompletteringen &r bara de tva forsta termerna x? + 2x inblan-
dade. Den allméanna formeln for kvadratkomplettering sager att x> + ax

ar lika med o o
(x+3) - (3)-

Notera hur koefficienten a framfér x dyker upp halverad pa tva platser.
Anvénder vi denna formel sa far vi att

X? 4+ 2x = (x—i—%)z— (%)2 = (x+1)%2 -1,
och subtraherar vi den sista 1:an sa fas att
2 _ 2 _ 2
¥ +2x—1=(x+1)"-1-1=(x+1)"—2.

For att vara helt siker pa att vi har anvant ratt formel kan vi utveckla
kvadraten i hogerledet,

(x+1)2-2=x>+4+2x+1-2=x>+2x—1,
och se att sambandet verkligen stimmer.
Som vid all kvadratkomplettering sa koncentrerar vi oss pa de kvadratis-
ka och linjira termerna, 2x — x2, som vi ocksa kan skriva som — (x? —2x).

Bortser vi frdn minustecknet sa kan uttrycket x> — 2x kvadratkomplette-
ras med formeln

och vi far att
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2.3:2

d)

Detta betyder att
5+2x—x*=5—(x*-2x) =5—((x — 1) 1)
=5—(x—12%4+1=—(x—1)%>+6.
En kontroll visar ocksa att vi kvadratkompletterat ratt,
—(x—=1)%4+6=—(x2—2x+1)+6=—x>+2x—1+6
= —x* 4 2x +5.

Vi applicerar standardformeln for kvadratkomplettering,

eron=(er2) - ()

pa vart uttryck och det ger att

25— (x4 - (3 = e+ -,

Hela uttrycket blir
2+5x+3=(x+3)° -2 +3
2
-+ -3+ F
_ (x+ g)2+ —254+12
=@+ B

En kontroll visar om vi raknat ratt,
5\2 13 __ .2 5 5\2 13
(x+3) —F=x+23x+() - %
:x2+5x+24—5—%
:3624—5x—|—14—2
= x? 4+ 5x + 3.

Vi loser andragradsekvationen genom att kombinera ihop x2- och x-term-
en via en kvadratkomplettering till ett kvadratiskt uttryck och 1oser sedan
den ekvation som uppstar med rotutdragning.

Med en kvadratkomplettering blir vinsterledet
X2 —dx4+3=(x—-22-2243=(x—2)>-1,

dédr den understrukna delen é&r sjdlva kvadratkompletteringen. Ekvatio-
nen kan darfor skrivas som

(x—2)>—1=0,

som vi loser genom att flytta 6ver 1:an i hogerledet och anvander rotut-
dragning.
Detta ger oss 1osningarna
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d)
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e x—2=+y1=1,dvs.x=2+1=3,
o x—2=—/1=-1,dvs.x=2—-1=1.

Eftersom det dr ldtt att rdkna fel kontrollerar vi svaret genom att sitta
in x = 1 respektive x = 3 i den ursprungliga ekvationen,

x=1: VL=1>-4-143=1-4+3=0=HL,
x=3: VL=3—-4-3+3=9-12+3=0=HL.

Huvudsteget nér vi 16ser andragradsekvationen dr att kvadratkomplette-
ra vansterledet,

Y 4+2y—15=(y+1)2-12—-15= (y+1)> —16.
Ekvationen kan nu skrivas som
(y+1)% =16,

och har, efter rotutdragning, 16sningarna

e y+1=+16=4,vilketgery=—1+4=3,

o y+1= —V16 = —4,vilketger y = -1 -4 = 5.
En kontroll visar ocksd att y = —5 och y = 3 uppfyller ekvationen
y=-5: VL= (-5)2+2-(-5)—15=25—-10—15= 0 = HL,
y=3: VL=3"+42.3-15=946—15=0=HL.

Vi borjar med att kvadratkomplettera vénsterledet,

VPABy+a=(y+3) - (3) +4
2
=(y+3)" —3+7%
2
=(y+3) +%

Ekvationen ar alltsa )
(y+3)+5=0

Den forsta termen (y + %)2 dr alltid storre dn eller lika med O eftersom det
ar en kvadrat, och den andra termen % ar ett positivt tal. Det betyder att

vénsterledet kan inte, oavsett hur y viljs, vara mindre dn % och darmed
inte lika med noll. Ekvationen saknar 16sning.

Ekvationen kan skrivas i normalform (dvs. koefficienten framfor x? ar 1)
genom att dela bada led med 4,

x2—7x—|—14—3:0.
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Kvadratkomplettera nu vénsterledet,

N
~—
N
+
=

7x+ B (x—

N
*'>|°° %I@ ,C,T:]
+
=I5

><

><
NI\] I\JI\] I\JI\I NI\I
N

~— — ~—
N

><

= (
= (x-
= (x-
= (x -
Ekvationen kan déarfor skrivas som

och rotutdragning ger att 16sningarna ar

* Xx— :\/§:3,dvs.x:%+3:173,

=9 = —3,dvs.x:%—3:%.

NN NIN

. J—
Som en extra kontroll satter viin x = % och x = % i ekvationen.

VL

N[—

x = 4.-(1)*—28-1413=4.1—14413=1-14+13
0=

L,

E

x=1: VL=4. ()" —28-24+13=4.19 _14.13+13
=169 — 182+ 13 = 0 = HL.

e) Skriv ekvationen i normalform genom att dela bdda led med 5,

2.2 2.2
o= (4 (1)
= (437 - (13
= (17— -8
= (17~ %

Ekvationen ir nu omskriven som
1\2 _ 16
(x+3)" =%
och rotutdragning ger att 16sningarna &r

1_ /16 _ 4 4\2 16 - _
o x+3: =4/ =z, eftersom ()" = 2, vilket ger att x = —

Q=
+

Q>

Q1
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f)

d)
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o x+%: — % = —%,Vilketgeratt X = —%—% = —1.
Slutligen kontrollerar vi svaret genom att sidtta in x = —1 och x = % i
ekvationen.

x=-1: VL=5-(-1)2+2-

(
=3 VL=5 () +2(Q)-3=5 F+- 3 = ug
=0 = HL.

Vi delar bdda led med 3 och kvadratkompletterar véansterledet,

2Bt (-3 - (37
=(x=3)"-%+%
-yl
Ekvationen blir d& (x — g)z = & och rotutdragning ger att lsningarna ar

_3 1 r=24+1_06_

—\/7 37 x=3+t3=3=2,

— _ _1 x=2_1_4
37 *=37373"

Kontroll:
x=%4: VL=3.(4)%-10-448=3.16_40 83 _ 1640424 _ o _ [,
x=2: VL=3-22-10-24+8=12—-20+8=0=HL.

Viansterledet i ekvationen bestar av tva faktorer x och x + 3. Det finns
bara en mdojlighet att deras produkt dr noll och det & om ndgon av x
eller x + 3 ar noll.

Ekvationen har alltsd 16sningarna x = 0 och x = —3.

Ekvationens véansterled blir noll endast ndr ndgon av faktorerna x — 3 el-
ler x 4+ 5 dr noll, dvs. 16sningarna till ekvationen dr x = 3 och x = —5.

For att ekvationen ska vara uppfylld maste ndgon av faktorerna 3x — 2
eller x + 8 i védnsterledet vara noll och detta ger oss att 16sningarna ar x =
2

5 och x = —8.

Eftersom bada termerna x(x + 3) och x(2x — 9) innehéller faktorn x kan
vi bryta ut x fran vansterledet och samla ihop det resterande uttrycket,

x(x+3)—x(2x—9) =x((x+3)— (2x —9))
x(x+3—-2x+9)
=x(—x+12).
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f)

Allts3 ar ekvationen
x(—x+12) =0,

och vi far direkt att ekvationen ar uppfylld endast om antingen x el-
ler —x + 12 &r noll. Losningarna till ekvationen &r dérfor x = 0 och x =
12.

Har kan det vara vért att kontrollera att x = 12 4r en 16sning (fallet x = 0
dr uppenbart),

VL=12-(12+43)—-12-(2-12-9) =12-15-12-15 = 0 = HL.

I detta fall ser vi att vansterledet innehaller faktorn x + 3 som vi kan bryta
ut och fa

(x+3)(x—1)— (x+3)(2x—9) = (x +3)((x —1) — (2x = 9))
=(x+3)(x—1—-2x+9)
= (x +3)(—x +38).

Denna omskrivning av ekvationen resulterar i den nya ekvationen
(x+3)(—x+8) =0,

som har lésningarna x = —3 och x = 8.
Vi kontrollerar 16sningen x = 8 genom att stoppa in den i ekvationen,

VL= (843)-(8—1)—(843)-(2:8—9)=11-7—11-7=0 = HL.

Den forsta termen x(x?> — 2x) i vénsterledet kan vi dela upp i faktorer
genom att bryta ut x ur parentesen, x(x* —2x) = x-x - (x — 2), och den
andra termen kan vi skriva som x(2 — x) = —x(x — 2). Fran detta ser
vi att bada termerna innehdller x(x — 2) som gemensamma faktorer och
bryter vi ut de faktorerna blir vénsterledet

x(x? = 2x) +x(2—x) = x*(x —2) —x(x — 2)
= x(x(x—2) — (x —2))
=x(x—2)(x—1).
Hela ekvationen kan alltsd skrivas som
x(x—=2)(x—1)=0,

och denna ekvation dr uppfylld endast nér en av de tre faktorerna x, x —
2 eller x — 1 &r noll, dvs. losningarna till ekvationen & x = 0, x = 2
och x =1.

Eftersom det inte &r helt uppenbart att x = 1 &r en 16sning till ekvationen
kontrollerar vi att x = 1 uppfyller ekvationen (att vi inte rdkat rdkna fel),

VL=1-(12-2-1)4+1-(2-1)=1-(-1)+1-1=0=HL.
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b)
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En forsta tanke kanske dr att skriva upp ekvationen som
x> +ax+b=0

och sedan forsoka vilja konstanterna a4 och b pd nagot sitt sd att x =
—1 och x = 2 blir 16sningar. Men ett béttre sétt dr att vi utgdr frdn en
taktoriserad form pa andragradsekvationen,

(x +1)(x —2) = 0.

Om vi betraktar denna ekvation sd ser vi att bAde x = —1 och x = 2 &r
16sningar till ekvationen i och med att x = —1 gor att den forsta faktorn
i vansterledet 4r noll medan x = 2 gor att den andra faktorn &r noll. Det
ar ocksd verkligen en andragradsekvation eftersom om vi multiplicerar ut
vansterledet sa far vi att

X —x—2=0.

Ett svar ar alltsd ekvationen (x + 1)(x —2) = 0, eller om man vill, x> —
x—2=0.

Anm. Det finns egentligen manga svar pa denna uppgift men vad alla
andragradsekvationer som har x = —1 och x = 2 som rotter har gemen-
samt dr att de kan skrivas i formen

ax* —ax —2a =0,
dar a ar en nollskild konstant.

En forstagradsekvation som har x = 1+ /3 somrotar x — (1++/3) =0,
som vi ocksd kan skriva som x — 1 — /3 = 0. P4 samma sitt har vi
att x — (1 — \/5) = 0,dvs. x—1++3 = 0, 4 en forstagradsekva-
tion som har x = 1 — +/3 som rot. Om vi multiplicerar ihop dessa tva
forstagradsekvationer sa far vi en andragradsekvation med just x = 1 +
V3 och x =1 — /3 som rétter,

(x—1—3)(x—1++3)=0.

Den forsta faktorn blir noll nar x = 1+ /3 och den andra faktorn blir
noll nir x =1 — /3.
Inget hindrar oss egentligen fran att svara med (x —1 — v/3)(x — 1+

\/5) = 0 men om vi vill ge ekvationen i standardform sa behover vi ut-
veckla vansterledet,

(x—1-v3)(x—1++3)
=x®—x+V3x—x+1-V3—-V3x+V3—-(V3)?
=24 (—x+V3x —x—V3x) +(1-V3+V3-3)

=x?—2x -2,
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2.3:5

a)

b)

och far ekvationen x2 —2x —2 = 0.

Anm. Precis som i a-uppgiften kan vi multiplicera ekvationen med en
nollskild konstant a,
ax*> —2ax —2a = 0,

och fortfarande ha en andragradsekvation med samma rotter.

Ekvationen (x —3)(x —+/3) = 0 ar en andragradsekvation som har x = 3

och x = /3 som rotter; nir x = 3 dr den forsta faktorn noll och nir x =
/3 dr den andra faktorn noll.

Om vi utvecklar ekvationens vinsterled,
(x=3)(x—V3) =x2—3x—3x+3V3
=x*— (3+V3)x+3V3,
far vi ekvationen i standardform,
2~ (3+V3)x+3V3=0.

Anm. Det allménna svaret dr ax? — (3 + \/§)ax +3v3a=0,ddr a # 0 &r
en konstant.

I denna uppgift kan vi utnyttja tekniken att skriva ekvationer faktorisera-
de. Betrakta i vart fall ekvationen

(x+7)(x+7) = 0.

Denna ekvation har bara x = —7 som rot eftersom bada faktorerna blir
noll endast ndr x = —7. Dessutom &r det en andragradsekvation, som vi
tydligt ser om vénsterledet utvecklas,

(x +7)% = x% 4 14x + 49.
Ett svar ar alltsd ekvationen x2 + 14x + 49 = 0.

Anm. Alla andragradsekvationer som bara har x = —7 som rot kan skri-
vas ax? + 14ax + 49a = 0, dir a &r en nollskild konstant.

Istdllet for att lite planlost prova med ndgra x-varden sa kan vi undersoka
andragradsuttrycket battre om vi kvadratkompletterar,

4x? —28x +48 = 4(x* — 7x + 12)
—4((x=3)"- (3 +12)
=4((x -3 -2+
=4((x-9)"-1)
=4(x-3)" 1
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I det kvadratkompletterade uttrycket ser vi att om t.ex. x = % sd ar hela

uttrycket negativt och lika med —1.
Anm. Alla x-vdarden mellan 3 och 4 ger ett negativt varde pa uttrycket.

Om x = 1 ska vara en rot till ekvationen sd ska ekvationen vara uppfylld
om vi stoppar in x = 1 iden, dvs. 1244 -1+ b = 5+ b ska vara lika med
noll och detta ger direkt att b = —5.

Polynomet kdnner vi igen med kvadreringsregeln som
X —2x+1=(x—1)>~

Detta kvadratuttryck dr som minst lika med noll ndr x —1 =0, dvs. x =
1. Alla nollskilda varden p& x — 1 ger ett positivt virde pa (x —1)2.

Anm. Ritar vi upp kurvan y = (x — 1) s4 ser vi att den har ett minimi-
virde 0i x = 1.

Grafen till f(x) = (x —1)2.

Med kvadratkomplettering kan andragradspolynomet skrivas om som en
kvadrat plus en konstant, och da gar det relativt enkelt att avldsa uttryc-
kets minsta virde,

X2 —dx42=(x—-22-2242=(x—-2)?-2.

Eftersom (x — 2)? &r en kvadrat dr denna term alltid storre dn eller lika
med 0 och hela uttrycket blir darfér som minst lika med —2 néar kvadra-
tendrnolldd x —2 =0, dvs. x = 2.

Om vi kvadratkompletterar uttrycket har vi att
#-5x47= (1= - (§)°
— 5\2_ 25 , 28
=(x=3)" -%+7%
3

= (x-3)"+%,

7

+

2 ) )
och eftersom (x — %) ar en kvadrat dr denna term som minst lika med 0

nar x = % . Detta visar att polynomets minsta varde ar %.
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2.3:7

2.3:8

b)

b)

I polynomet 1 — x? &r bara den andra termen beroende av x och pa grund
av minustecknet framfor den termen blir hela uttrycket som storst nar
kvadraten x? &r som minst. Den kvadratiska termen x? dr som minst
nir x = 0. Darfor 4r polynomets storsta virde lika med 1 — 0% = 1.

Vi skriver om uttrycket med kvadratkomplettering,

Nu ser vi att den forsta termen — (x — %)2 ar en kvadrat med ett minus-

tecken framfor, sd den termen ar alltid mindre dn eller lika med noll. Detta

betyder att polynomets storsta varde ar —% och det intréffar nar x — 3 =

0,dvs. x = %

Om vi kvadratkompletterar,
Pxtl=(rrd) - (P +1= D+

sd ser vi i hogerledet att vi kan fa uttrycket att bli hur stort som helst
bara genom att vi véljer x + % tillrackligt stor. Det finns alltsd inget storsta
virde.

Kurvan y = x? 4r en parabel med minimipunkt i origo enligt figuren nere
till vanster, och jamfort med denna kurva &r y = x? + 1 samma kurva
men ddr talet 1 adderats till varje punkts y-koordinat, dvs. parabeln &r

forskjuten en enhet uppati y-led.

y | Y

} + + +— X

Grafen till f(x) = x2. Grafen till f(x) = x>+ 1.

Som utgangspunkt kan vi ta kurvan y = x? + 2 som &r en parabel med
minimipunkti (0,2) och finns skisserad nere till vanster. Jamfort med den
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kurvan dr y = (x — 1)? 4 2 samma kurva men dir vi genomgaende maste
vilja x en enhet storre for att fd samma y-varde. Kurvan y = (x — 1)2 +2
ar alltsa forskjuten en enhet at hoger jamfort med y = x? + 2.

Grafen till f(x) = x>+ 2. Grafen till f(x) = (x —1)2 +2.

c¢) Med en kvadratkomplettering kan vi skriva om funktionen som
fx)=x*—6x+11=(x—3)> =32 +11 = (x —3)> +2,

och nér funktionen &r skriven pd detta sitt gar det att se att grafen y =
(x — 3)% + 2 4r samma kurva som parabeln y = x> men forskjuten 2 en-
heter uppat och 3 enheter at hoger (se deluppgift a och b).

} + + +— X

Grafen till f(x) = x2. Grafen till f(x) = (x —3)? +2.

239 a) En punkt ligger pd x-axeln om den har y-koordinat 0 och darfor soker
vi alla punkter pa kurvan y = x> — 1 med y = 0, dvs. alla punkter som
uppfyller ekvationen

0=2x%-1.

Denna ekvation har losningarna x = =+1, vilket betyder att skdrnings-
punkterna dr (—1,0) och (1,0).
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Parabeln y = x> — 1 skir x-axeln i punkterna (—1,0)
och (1,0).

b) Skédrningspunkterna dr de punkter pa kurvan som ocksa ligger pa x-axeln,
dvs. de dr de punkter som bade uppfyller kurvans ekvation y = x* — 5x +
6 och x-axelns ekvation y =0,

y = x> —5x +6,
y=0.
Detta ekvationssystem ger direkt att y = 0 och att x maste uppfylla an-

dragradsekvationen x> — 5x + 6 = 0. Med kvadratkomplettering far vi
att vansterledet ar

xX* —5x+6= (x—%)z— (g)2+6
- (-9 -F+4
- -9~
och det ger att ekvationen har 16sningarna x = %:I: %, dvs. x = % - % =

%zZochx:%—i—%:g:&

Skarningspunkterna dr darfor (2,0) och (3,0).

y .

Parabeln y = x? — 5x + 6 skir x-axeln i punkterna (2,0)
och (3,0).

c) For att bestimma alla punkter pa kurvan y = 3x — 12x + 9 som ocksd
ligger pa x-axeln sétter vi in x-axelns ekvation y = 0 i kurvans ekvation
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och far att x mdste uppfylla
0 =3x*—12x +9.
Efter division med 3 och kvadratkomplettering blir hogerledet
X —4x4+3=(x-22-2243=(x—2)2-1,

och ekvationen har darfor 16sningarna x = 2£1,dvs. x =2 -1 =1
och x =2+ 1 = 3. Skdrningspunkterna dr (1,0) och (3,0).

Parabeln y = 3x% — 12x + 9 skir x-axeln i punkter-
na (1,0) och (3,0).

2.3:10 a) Var for sig definierar olikheterna y > x> och y < 1 omradet ovanfor

parabeln y = x? respektive under linjen y = 1.

y y

+—

Omradet y > x2 Omréadety < 1

De punkter som uppfyller bdda olikheterna blir omradet ovanfor para-
beln men under linjen y = 1.

+—

Omradet y > x2 och y<1.
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b) Olikheten y < 1 — x? definierar omradet under och p& kurvan y = 1 — x2,

som dr en parabel med maximipunkt i (0,1). Den andra olikheten x >
2y — 3 kan vi skriva om som y < %x + % och det definierar omradet under
och pa den rita linjen y = 1x + 3.

Yy y

v il .

Omradety < 1 — x2. Omradet x > 2y — 3.

Av figurerna ovan verkar det som att parabelomradet ligger helt under
linjen y = 1x + 3 och det betyder att det &r omradet under parabeln som
uppfyller bdda olikheterna.

B

Omradet y < 1—x% och x > 2y — 3.

Anm. Om man kdnner sig osdker pa om parabeln verkligen ligger under
linjen (att det inte bara rdkar se ut sd) sa kan vi undersvka om y-viarden
pé linjen Yyinje = %x + % alltid dr storre &n motsvarande y-varden pa pa-
rabeln Yparabel = 1 — x? genom att studera differensen mellan dem

Ylinje — Yparabel = %x + % - (1 - x2).
Om denna differens &r positiv oavsett hur x viljs da vet vi att linjens
y-vdrde alltid &r storre dn parabelns y-vérde. Efter lite forenkling och
kvadratkomplettering har vi att
]/linje - yparabel = %x + % - (1 - x2)
=x*+ix+]
— V2 (12,1
=(x+1)" - (1) +2
— 1\2, 7
= (x+3)" + %
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och detta uttryck ar alltid positivt eftersom % ar ett positivt tal och (x +

}1)2 ar en kvadrat som aldrig dr negativ. Med andra ord &r parabeln helt

under linjen.

Uttrycket 1 > x > y? betyder att vi har ett omradde som definieras av de
tva olikheterna 1 > x och x > yz. Den forsta olikheten ger oss omradet
till vanster om linjen x = 1. Hade den andra olikheten istéllet varit y >
x? s& skulle vi ha ett omrade ovanfor parabeln y = x? men i vart fall
ar x och y i ombytta roller sa olikheten x > y? definierar samma typ av
parabelomrdade men dér x- och y-axeln bytt plats.

Omradet1 > x. Omréadet x > yZ.

Tillsammans definierar olikheterna omradet som begransas till vinster av
parabeln och till hoger av linjen.

Omrédet 1 > x > yz.

Vi kan skriva om dubbelolikheten x? < y < x som x? < yochy < x.
Dessa tva olikheter definierar dels omradet ovanfér parabeln y = x2, dels
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omrddet under linjen y = x.

y o y

Omradet x2 < Y. Omrédet y < x.

Omrddet som olikheterna definierar tillsammans blir regionen i forsta
kvadranten som begriansas nerifran av parabeln och uppifran av linjen.

y

Omradet x2 < y <x.



74

3.1 Rotter

3.1:1

3.1:2

a)
b)

<)

d)

a)

b)

d)

\/2 ér ett annat beteckningssitt for 21/2.

Uttrycket v/75 kan skrivas som (7°)1/2 och sedan ger potenslagarna att
detta ar lika med 77(1/2) = 75/2,

V/3 betyder 31/3 och d& ar (v/3)* = (31/3)% = 3(1/9)4 = 34/3,

Eftersom /3 dr 312 si ar \/\/3 = V31/2 = (31/2)1/2 = 3(1/2)-(1/2) —
3l/4,

Ett satt att forenkla uttrycket &r att skriva det i potensform och sedan ar-
beta med potenslagarna,

V32 = (312 =32(1/D) =3l = 3,

Det som star under rottecknet &r lika med (—3)? = 9 och eftersom 9 =
3-3=3%sd4r

/(_3)2 — \/§ — 91/2 — (32)1/2 — 32-(1/2) — 31 — 3

Anm. Utrdkningen /(—3)? = ((—3)2)1/2 = (=3)*W/2) = (-3)! = -3
ar felaktig vid det markerade likhetstecknet. Kom ihag att potenslagarna
gdller ndr basen r positiv.

Uttrycket —32 betyder —(3%) = —9 (och inte (—3)?) s vi har allts4 att
/=32 = \/__9

Rotuttrycket +/—9 dr inte definierat eftersom det inte finns ndgot reellt tal
som multiplicerat med sig sjdlvt ger —9.

Det mest lampliga dr ofta att gora sig av med rottecknen och skriva allt i
potensform och sedan utnyttja potenslagarna,

\/5. \3/5.5 — 51/2 _51/3 .5l — 51/2+1/3+1 _ 511/6.

Om vi forst tittar pd v/18 sd kan detta rotuttryck forenklas genom att vi
skriver 18 som en produkt av sd sma heltalsfaktorer som mojligt,

18=2.-9=2.3.3=2.3%

och sedan kan vi bryta ut kvadrater ur rottecknet med regeln va?b =

av'b,
V18 = V232 = 3V/2.
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3.1:3

f)

g)

P& samma sitt skriver vi 8 =2 -4 = 2.2 .2 = 23 och far att
V8 = V23 = V2.22 =2V2.
Tillsammans far vi

V18V8=3v2-2/2=3.2-(v/2)>*=3.2.2=12,

Tredjeroten ur ett tal 4&r samma sak som talet upphdit till %, dvs. a =
a'/3. Om vi darfor skriver talet som en produkt av sd sma heltalsfaktorer
som mojligt,

8=2-4=2-2.2=2,

sa ser vi att
V8 = V23 = (2%)1/3 = 2%(1/3) — ol — 5,

Anm. Tredjeroten ur kan alltsa ses som att den upphédver operationen att
upphoja ndgot till 3, dvs. V53 =5, V6% = 6 osv.

Eftersom —125 kan skrivas som —125 = (—5) - (=5) - (=5) = (—5)3 de-
finieras v/—125 som
V—125 = —5.

Anm. Till skillnad fran \/—125 (kvadratroten ur —125) som inte ar defi-
nierad dr v/—125 definierad. Det finns ndmligen inget tal x som uppfyl-

ler x2 = —125, men daremot ett tal x som uppfyller x> = —125.
Anm. Det gr att skriva utrdkningen i 18sningen som v/—125 = {/(—5)% =
(=5)! = —5, men man maéste vara forsiktig nir man rdknar med negati-

va tal och brdktalsexponenter. Ibland &r uttrycken inte definierade och de
vanliga potenslagarna giller inte alltid. Titta t.ex. pa utrdkningen

—5 = (—125)1/3 = (—125)2/6 = ((~125)%)"/® = 15625!/6 = 5. (Fel!)

Forst utvecklar vi uttrycket,

(V5= V2)(V5+v2) = V5 - VB+ B2 /35— V2. V2
— V5-vE— V2.

Eftersom /5 och /2 ar definierade som de tal som multiplicerade med
sig sjdlva ger 5 respektive 2 sa dr

V5-V5-v2-V/2=5-2=3.

Anm. Utvecklingen av (\/5 —\2 ) (\/5 + \/E) kan ocksé goras direkt med
konjugatregeln (a — b)(a +b) = a®> — b2, dér a = /5 och b = /2.
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Vid forenkling av rotuttryck dr en vanlig teknik att dela upp talen under
rottecknen i s smd heltalsfaktorer som mojligt och sedan bryta ut kvadra-
ter och se om gemensamma faktorer tar ut varandra eller kan kombineras
ihop pa ett nytt sitt.

Genom att successivt dela med 2 och 3 ser vi att
96 =2-48=2-2-24=2.2-2-12
=2.2.2.2.6=2-2.2.2.2.3=2%.3,
18=2.9=2.3-3=2.32

Darfor ar

V96 =V25.3=+22.22.2.3=2.2./2./3,
V18 =v2.32=3.12,

och hela kvoten kan skrivas som

V9% 2.2.4/3-V3 4V3

VI8 3.2 3

Anm. Om det &r svart att arbeta med rottecken gar det att istéllet skriva i
potensform,

\/% (96)1/2 (25_3)1/2 25:(1/2) .31/2
V18 - (18)12 - (2.32)1/2 ©01/2.32:(1/2)

_ 95/2-1/2 31/2-1 _ 52 3-1/2 _ 4 43

N

(I sista ledet forlanger vi med V3)

Vi borjar med att titta pa deluttrycket 1/16. Denna rot kan férenklas i och

med att 16 = 4 -4 = 42, vilket ger att V16 = V42 = 4 och hela uttrycket
blir

\/16 4+ V16 = V16 + 4 = /20.

Kan /20 forenklas? For att f& svar pa detta delar vi upp 20 i heltalsfakto-
rer,

20=2-10=2-2-5=2%.5,

och ser att talet 20 innehaller kvadraten 22 som faktor och som darfoér kan
brytas ut utanfor rottecknet,

V20 = V225 = 21/5.
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3.1:4

d)

b)

Vi kan multiplicera in \/g i parentesen och sedan skriva ihop rotuttrycken
under ett gemensamt rottecken med regeln v/a - Vb = v/a

VEVE—VE) = /26— /2 V3= \/——w/
Eftersom (2-6)/3 =2-2 =22 och (2-3)/3 = 2 s& blir
VEVe-V3) = VR —vi=2-V2.
Decimaltalet 0,16 kan ocksa skrivas som 16 - 1072 och d4& kan vi enklare
se att, eftersom 16 =4 -4 = 42 och 1072 = (1071')2 = 0,12, s& &r
V0,16 = V161072 = V16 - V102 = V42 . /0,12 = 4.0,1 = 04.
Ett alternativ ar forstas att vi direkt ser att 0,16 = 0,4 -0,4 = 0,42 och d&
att /0,16 = /0,42 =04

Genom att skriva 0,027 som 27 -1073 dar 27 =3-3-3 =3% och 103 =
(1071)3 = 0,13 sé ser vi att

V0,027 = V271073 = ¥/27- V103 = V/33- /0,13 =3-0,1 = 0,3,
dér vi anvint att Va3 = (a%)1/3 = 3(1/3) =4l = 4.
Varje term i uttrycket kan forenklas genom att vi faktoriserar talet under
rottecknet sa ldngt som mojligt,
50=5-10=5-2-5=2-5%
20=2-10=2-2-5=22.5,
18=2.9=2-3-3=2-37
80=8-10=(2-4)-(2-5)=(2-2-2)-(2-5) =2*-5,
och sedan bryter ut kvadrater ur rottecknen,
V50 = V252 =572,
V20 = V225 =25,
V18 = V232 =32,
@zx/%—-:\/(zz)TS:zz-\/E:zL\/E.
Sammantaget far vi att
V50 + 4v/20 — 3v/18 — 2v/80
=5V2+4-2v/5-3-3v2-2-4V5
=5V2+8v5-9v2-8V5
=(5-9)V2+(8-8)V5
= —4V2.
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Vi borjar med att faktorisera talen under rottecknen,
48=2-24=2.2-12=2-2-2-6=2-2-2-2.3=2%.3,
12=2-6=2-2-3=223,
3=3,
75=3-25=3-5-5=3-5

Nu kan vi bryta ut kvadrater ur rétterna,

VA8 = V24 .3 =,/(22)2-3 = 22V/3 = 4/3,

V2= VE3=2/3,
V3— 3,

V75 = V352 =53,
och sedan forenkla hela uttrycket

VA8 + V12 + V3 — V75 = 4V3+ 23+ V3 - 5V3
= (44+2+1-5)V3
=23

Om vi forlanger braket med /12 sd kommer den nya ndmnaren att bli
lika med v/12 - v/12 = 12 och vi blir av med rottecknet i ndmnaren,

2 2 V12 _2V/12 312 V12
V2 V12 V12 12 26 6
Detta uttryck kan forenklas ytterligare om viskriver 12 =2-6 =2-2-3 =
22.3 och bryter ut 22 ur roten V12 = V22.3 = 2+/3. Vi far att

V2 _2/3_2/3_ 3

6 6 23 3

For att eliminera roten V7 = 71/3 frdn nidmnaren kan vi forlanga braket
med 72/3. D& blir namnaren 71/3 . 72/3 = 71/342/3 — 71 — 7 och vi fir att

1 1 1 72/3 72/3
7 AR T AR s T Ty

Tricket &r att utnyttja konjugatregeln, (a + b)(a — b) = a®> — b2, och for-
langa braket med 3 — V7 (notera minustecknet) for d4 kommer den nya
namnaren bli (3++v7)(3 —+V7) =3%—(v/7)? =9 — 7 = 2 (konjugatre-
geln med a = 3 och b = 1/7), dvs. rottecknet kvadreras bort.

Hela utrdkningen blir

2 2 _3—\ﬁ_2(3—ﬁ)_2~3—2\/7_3_ﬁ
34V7  34+V7 37 3R-(v7)2 2 '
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d) Vikanbliav med bdda kvadratrétterna i ndimnaren om vi forlanger braket
med det konjugerade uttrycket /17 4 /13 och anvinder konjugatregeln

(a—b)(a+b) =a* -1
med a = v/17 och b = v/13. B&da rotterna kvadreras d& bort och vi far

1 1 V17 ++/13
VIZ V13 V17— V13 V17 + V13
. V17+V13
(V172 (V13 )2
_V17+ V13
17 -13

i+ 3
- A7V

Detta uttryck kan inte forenklas ytterligare eftersom varken 17 eller 13
innehédller ndgra kvadrater som faktorer.

3.1:6 a) Vianvdnder standardmetoden och forldnger braket med ndmnarens kon-
jugatuttryck, v/5 + 2. D4 ger konjugatregeln att

V243 V243 542
V5-2 V5-2 V52
(V2+3)(v5+2)
(v5)2 22

V25 +V2-2+43-1/5+3-2
B 5—4

=V2-5+2v2+3V5+6
= 6+2v2+3v5+ V10.

b) Rottecknet i ndmnaren ligger inbakad i ett kvadratiskt uttryck och darfor
utvecklar vi forst kvadraten (v/3 — 2)2 med kvadreringsregeln,

(V3—-2)2=(V3)2=2-/3.2+422
—3-4V3+4
=7 —4/3.

Allts3 ar
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och i detta uttryck kan vi fa bort rottecknet frdn nimnaren genom att for-
langa med konjugatet 5 + 41/3,

1 1  544/3  5+4V3
5-4y3 5-4y3 5443 52— (4/3)2
5+4v3  5+4V3

52 —42(\/3)2 25-16-3

_5+4V/3  5+4/3
- 23 23

c) Uttrycket dr s pass komplicerat att vi forst behover forenkla delar av ut-

trycket. Vi borjar med de tre delbrdken 1/ V3, 1/v/5 och 1/4/2 som inne-
haller rottecken i namnarna och forlanger sa att rotterna hamnar i tiljarna,

11 1 V3 1 V5 3 45
3 \/Ezﬁ\/@ \/5\@:3_5
11 1 V2 1 V2 o1
2 2 V2 V2 2 2 2

Forlang sedan huvudbrdket med 2 sé att vi slipper braktal i ndimnaren,

(@_@).2 23 2v5  2v3 256
3

5 _ 3 5 _ 3 5
(Q_}),z 22 2 V21
22 2R

Nu kan vi forlinga med konjugatet /2 + 1 till namnaren, och f4 ett ut-
tryck utan rotter i ndmnaren,

23 245 23 25
T—Tﬁ+1_(7——)““>
V2-1 V241 (V2)?—12
2v3v2  2v3-1 2v5v2 2V5-1
T3 T3 T 75 T
a 2—-1
2V3-2+2V3-2%/5.2- 2
o 1

=2V6+3v3-2V10- 2

d) Problemet med detta uttryck dr att ndmnaren innehéller tre rottecken och
da finns inget enkelt sitt att bli av med alla rottecken pa en gang, utan vi
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behover arbeta stegvis. I ett forsta steg ser vi namnaren som (/2 4 v/3) +
V6 och forlanger med det konjugatliknande uttrycket (v/2 + v/3) — /6.
Da kommer &tminstone /6 att kvadreras bort med konjugatregeln,

1 (V2+V3) -V V2+V3-V6
(V2+V3)+ve (V2+V3)—-ve  (V2+V3)2—(V6)?
_ V2+V3-V6
(V2++v3)2—6
Den aterstaende kvadraten (\/E +3 )2 utvecklar vi med kvadreringsre-
geln,
VE4VE-VE 3436
(V2+V3)2 =6  (V2)2+2V2V3+(V3)2 -6
VBB
24+2v2-3+3-6
_V2+V3-6
2v/6-1

Detta uttryck har bara ett rottecken i ndmnaren och da kan vi slutféra
utrdkningen genom att forlinga med konjugatet 21/6 + 1,

V2+ V316 2v6+1
26 —1 2641
(V2+v3-v6)(2V6+1)
(2v6)2 12
V226 4+V2-14+V3-2V6+V3-1-v6-2V6-V6:1
- 22(1/6)2 — 12
V22V23+4v2+V3-2v23+V3-2(v6)2— V6
N 4-6—1
_2(V2)V3+V2+2(V3)V2+V3-2-6 -6
24 —1
C2:2-v3+V2+2:3-V2+V3-12-6
N 23

(142-3)V2+(2:24+1)vV3—v6—12
23

_7V245V3-V6-12
- > .




82

3.1:7 a) Forst forlanger vi de tvd termerna med respektive ndamnares konjugerade
rotutryck sd att inga rottecken finns kvar i ndimnarna,

1 1 Ve+v5_ Ve+W5
V6—V5  V6—v5 Vo++v5  (V6)2—(V5)?

:M:\fH@,

65
1 1 V7+Ve o V7+ W6
V7=V6  NT-V6 V7+V6  (V7)2— (V6)?

Nu kan vi subtrahera termerna och forenkla resultatet,

1 1
- =V6+V5-(V7+V6
Vo5 VT e 7o)
=6 +V5-V7 -6
=V5-V7.
b) Vi forlanger brdket med ndmnarens konjugat, V7 + \/5 , och ser vad det

leder till,
5V7=7V5 V7+V5 _ (5V7 =7V5)(V7 + V5)
V7—=V5 V7445 (V7)2 = (v/5)?
5V7V745V7-V5-7V5-V7-7V5-\5
a 7—5
_ 5(v7)2+5v5V7 = 7v5V7 = 7(V/5)?
N 2
_ 57 +5V5V7 - 7V5V7 - 25
2
_5VBVT -7V5V7

2

(5-7)vV5V7
2

— /35

c) Delar vi upp 153 och 68 i sa sma heltalsfaktorer som mojligt ser vi om
det finns kvadrater som kan brytas ut ur rétterna och om uttrycket kan
forenklas vidare,

153 =3.51=3-3-17=3%2.17,
68 =2.34=2.2.17 = 2%.17.
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3.1:8

b)

d)

Vi far att

V153 — /68 = V/32 .17 — /22 .17
=3v/17 — 217 = V17.

Anm. Ett tips ndr man undersoker om ett heltal dr delbart med 3 &r att tit-
ta pa talets siffersumma. Ett tal &r delbart med 3 om och endast om dess
siffersumma ar delbar med 3. T.ex. ar talet 97818 delbart med 3 eftersom
siffersumman 9+ 7+ 8 + 1+ 8 = 33 ar debar med 3, och omvint, ta-
let 11536 ar inte delbart med 3 i och med att siffersumman 1+ 1+ 5 +
3 + 6 = 16 inte ar delbar med 3.

Om vi skriver talen i potensform,
V5 =53 och V6=26!3,

s& ser vi att v/6 &r storst eftersom basen 6 ar storre dn 5 och bada talen
har samma positiva exponent % :

Skriver vi talen i potensform,
V7=7"Y% och 7=7',

sd framgar att 7 ar storre an \/7 eftersom bada talen har samma bas 7,
1

som &r storre dn 1, och exponenten 1 &r storre dn 5.
Eftersom 2,52 = 2,5-2,5 = 6,25 sd ir 2,5 = 1/6,25 och d& ser vi att /7 ar
storre dn 2,5 i och med att 71/2 > 6,251/2,

I potensform blir uttrycken
\/5(6/5)3 — 21/2(31/4)3 — 21/233/4,
V2.3 =21331

Visserligen ser vi att 21/2 > 21/3 och 3! > 3%/ men det hjilper oss in-
te att sdga nagot om hur produkterna forhaller sig till varandra. Istdllet
observerar vi att exponenterna %, %, % och 1 har 3-4 = 12 som minsta

gemensamma ndmnare (MGN) som vi kan bryta ut,
21/233/4 — 26/1239/12 — (26 . 39)1/12
21/331 _ 54/12312/12 _ (24 312)1/12,

Nu kan vi jamfora baserna 2° - 3% och 24 - 3'2 med varandra och pa sa sitt
avgora vilket tal som &r storst.

Eftersom 6 9 )
2°-3 2 1
_p6439-12 _ 5233 _ £ _ * _4
24312 IV
s& ar namnaren 2* - 312 storre 4n téljaren 2° - 3%, vilket betyder att v/2 - 3

ar storre an v/2(v/3)3.
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3.2 Rotekvationer

3.2:1

For att bli av med rottecknet i ekvationen kvadrerar vi bada led,
x—4=(6—x)>

Det ar viktigt att komma ihdg att detta steg innebér att vi nu arbetar med en ny
ekvation som kan ha losningar som rotekvationen inte har. I slutet blir det déar-
for nodviandigt for oss att prova om de framrdaknade 16sningarna vi far ocksa
uppfyller den ursprungliga rotekvationen.

Fortsétter vi med den kvadrerade ekvationen och utvecklar hogerledet sa far
vi en andragradsekvation,

X —4=236—12x+ 12, ()

dvs.
x% — 13x + 40 = 0.

Vi kvadratkompletterar vénsterledet,

¥ —13x+40 = (x — ) — ()’ + 40
2
= (-2 -F+7
2
= (-3 -1

vilket ger ekvationen

som har losningarna

v — 13 9 13,3 _ 16
13 9_13_3_10_g¢
¢ X=7 i1—2 272~

For sdkerhets skull kontrollerar vi att vi loste andragradsekvationen () rdtt
genom att stoppa in x =5 och x = 8 i ekvationen.

x=5: VL=5-4=10ch HL = (6 —5)? = 1.
x=8: VL=8—-4=4och HL = (6 — 8)? = 4.
Sedan maste vi prova losningarna x = 5 och x = 8 i rotekvationen.
x=5 VL=+5—4=1ochHL=6-5=1.
x=8: VL=+8—-4=20chHL=6-8= 2.
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3.2:2

Detta visar att x = 5 &r en 19sning till rotekvationen medan x = 8 &r en falsk
rot.

Anm. Att vi far en falsk rot x = 8 beror inte pa att vi rdknat fel pa nagot sitt,
utan ar helt och héallet resultatet av att vi kvadrerade ekvationen.

Det forsta vi gor ar att kvadrera bada led i ekvationen,
2x +7 = (x+2)?,

och far en ekvation utan rottecken. Det dr mojligt att vi ddrmed introducerar
s.k. falska rotter (16sningar till den nya ekvationen som inte ar 16sningar till den
gamla ekvationen) sd vi behover darfor prova losningarna i den ursprungliga
rotekvationen innan vi svarar.

Utvecklar vi hogerledet i den kvadrerade ekvationen far vi
2x +7 = x* +4x +4, ()
som vi ocksd kan skriva som
x> +2x—3=0.
Kvadratkomplettering av véansterledet ger
242 —3=(x+1)?-12-3=(x+1)%2 -4

Ekvationen blir da
(x+1)2 =4,

som har losningarna
o x=-14+V4=-1+4+2=1,
e x=-1-V4=-1-2=-3.

En kontroll visar ocksd att x = —3 och x = 1 &r 16sningar till den kvadrerade
ekvationen (%),

x=-3: VL=2-(-3)+7=-6+7=10ochHL = (-3+2)2=1,
x=1: VL=2-147=2+4+7=90ochHL = (1+2)?=09.
Naér vi provar losningarna i rotekvationen fér vi att

x=-3: VL=,/2- =vV—64+7=V1=1,

HL——3+2—

x=1: VL:\/2-1+7:\/2+7:\/§:3,
HL=1+2=23,
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och darfor &r x = 1 den enda 16sningen till rotekvationen (x = —3 &r en falsk
rot).

Anm. Kontrollen nér vi stoppar in ldsningarna i ekvationen (*) dr strikt sett
inte nddvandig, utan dr mer for att se att vi inte rdkat rdkna fel. Daremot ar
provningen i rotekvationen nodviandig.

Forst flyttar vi over 2:an i hogerledet, /3x —8 = x — 2, och kvadrerar sedan
bort rottecknet,
3x —8 = (x —2)?, (*)

eller med hogerledet utvecklat,
3x — 8 =x* —dx +4.
Flyttar vi 6ver alla termer i ena ledet far vi
x> —7x+12=0.

Om vi kvadratkompletterar viansterledet,

P—7x+12=(x-3)? = () +12
2
SR IE
2
(-3

sa kan ekvationen skrivas som

—
=
|
NN
N—
N
Il
AN,
S

och l8sningarna ar

-7 _ 1 _7__1_6_
* X=3 i=5—2=3=3

For sdkerhets skull kontrollerar vi att x = 3 och x = 4 uppfyller den kvadre-
rade ekvationen (),

x=3: VL=3.3-8=9-8=10ochHL= (3-2)?2=1,
x=4: VL=3-4—-8=12—-8=4 och HL = (4 —2)? = 4.

Eftersom vi kvadrerade rotekvationen sa dyker eventuellt falska rotter upp
och vi méste darfor prova losningarna nér vi gar tillbaka till den ursprungliga
rotekvationen,

x=3 VL=+/3-3-84+2=+v9—-8+2=1+2=3o0ch HL =3,
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3.2:4

3.2:5

x=4: VL=+3-4-84+2=+12—-8+2=2+2=4och HL =4.

Losningarna till rotekvationen dr x = 3 och x = 4.

Kvadrera bada led i ekvationen s att rottecknet forsvinner,
1-x=02-x)?% & 1-x=4—4x+4%%

och 16s sedan den uppkomna andragradsekvationen med kvadratkomplette-
ring,

¥ —3x+3=0,

2 2
(x=3"- () +3=0
(x-3-3+%=0
(x-3+i=0

Som synes kan denna andragradsekvation inte ha ndgra 1osningar (vansterle-
det ar alltid storre &n eller lika med % oavsett hur x véljs) sd den ursprungliga
rotekvationen saknar 19sning.

Efter att ha kvadrerat bada led far vi ekvationen
3x —2=(2—x)?, (*)
och om vi utvecklar hogerledet och sedan samlar ihop termerna har vi
x?—7x+6=0.

Vinsterledet kvadratkompletteras,

X2 —7x+6= (x—%)z—(%)2+6
2
T
-p-E

vilket medfor att ekvationen kan skrivas
7\2 __ 25
(x—3)" =

och l6sningarna ar darfor

_ 7 %5 _ 7 ,5_ 12 _
e x=3+t\T=3t3=73=6

—7_ /25 _7_5_2_
* x=53-\T=3—3;=37=1
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En kontroll dér vi stoppar in x = 1 och x = 6 i den kvadrerade ekvationen (*)
visar att vi 10st den ekvationen rétt.

x=1: VL=3-1-2=1ochHL=(2-1)?=1.
x=6: VL=3-6—-2=16 och HL = (2 — 6)? = 16.

Till sist behover vi sortera bort eventuella falska rotter till rotekvationen genom
att prova losningarna.

x=1: VL=+3:-1-2=1ochHL=2-1=1.
x=6: VL=+3-6—-2=40ochHL=2—-6=—4.

Detta visar att rotekvationen har 16sningen x = 1.

Det som skiljer denna ekvation fran tidigare exempel dr att den innehaller tva
rottermer och dd gar det inte att med en kvadrering fa bort alla rottecken pé en
gdng, utan vi behover arbeta i tva steg.

En forsta kvadrering ger

(Vx+1+Vx+5)* =47

och utvecklas vansterledet med kvadreringsregeln fds

(Vx+1)2+2Vx +1Vx +54+ (Vx +5)% =16,

vilket efter forenkling resulterar i ekvationen
(x+1)+2Vx+1Vx +5+ (x +5) = 16.
Flytta nu 6ver alla termer utom rottermen till hogerledet
2Vx+1vVx+5= —2x+10,

och med ytterligare en kvadrering,

2vVx +1vVx +5)* = (—2x +10)?,
far vi till slut en ekvation helt utan rottecken,

4(x +1)(x+5) = (—2x +10)2.

Utveckla bada led

4(x* + 6x +5) = 4x* — 40x + 100,
och stryk sedan den gemensamma x?-termen,

24x + 20 = —40x + 100.
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Denna ekvation kan vi skriva som 64x = 80, vilket ger att

80 2.5 5 5

4= 2“2 4

Eftersom vi kvadrerade var ursprungliga ekvation (t.o.m. tva ganger) maste vi
prova losningen x = % for att kunna utesluta att vi har en falsk rot,

VL:\/§+1+\/§+5:\/g+\/24—5:%+§:

Alltsa har ekvationen l6sningen x = %.

=4 = HL.

N0
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3.3 Logaritmer

3.3:1

3.3:2

a)
b)

<)

d)

b)

d)

Eftersom 1000 = 10% s& ar x = 3.

Om vi skriver 0,1 som 10 upphdit till ndgonting s& har vi att 0,1 = 10~
och dérfor ar x = —1.

Viansterledet kan vi skriva som 107" och detta ska vara lika med 100 =
102 och da ser vi att x maste vara lika med —2.

Precis som i c-uppgiften skriver vi vinsterledet som 10™* och hogerledet
som 0,0001 = 10~%, dvs. 107* = 10~*, vilket ger att x = 4.

Logaritmen 1g0,1 definieras som det tal som ska sta i den graa rutan for
att likheten

10 =0,
ska gilla. I detta fall ser vi att

107" =01
och darfor ar 1g0,1 = —1.

1g 10000 &r det tal som ska sta i den graa rutan i likheten

10 = 10000,

och eftersom
10* = 10000

sa ser vi att 1g 10000 = 4.

Eftersom 1g 0,001 definieras som den exponent som ska std i den graa
rutan i likheten

10 = 0,001
och vi har att 1073 = 0,001 s§ ar 10,001 = 3.

Jamfor vi likheten som definierar Ig1,
108! =1,

med
100 =1

sd ser viatt Ig1 = 0.

Fran definitionen av tiologaritmen ser vi direkt att 1082 = 2.
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3.3:3

f)

g)

h)

b)

Istéllet for att hela tiden gd tillbaka till definitionen av logaritmen &r det
béttre att lara sig arbeta med logaritmlagarna,

o lIg(ab) =1ga+1gb,

o lga’=blga,

och forenkla uttrycken forst. Med ett sddant arbetssétt behdver man i prin-
cip bara ldra sig att 1g10 = 1.

I vart fall har vi att
Ig10° =3-1g10=3-1 = 3.

Vi vet att 10'8¥ = x si darfor skriver vi om exponenten till —1g0,1 =
(1) -1g0,1 = 1g0,1~! med logaritmlagen blga = Iga’. Detta ger att

1

10— 1g0,1 — 101g0,171 — 0,1—1 —
0,1

= 10.

Argumentet till logaritmen kan skrivas som 1/10% = 1072 och sedan ger
logaritmlagen lga’” = b - Iga resten,

1
lg— =1g107% = (-2)-1g10 = (-2) - 1= —2.
Genom att skriva argumentet 8 som 8 =2-4 =2-2-2 = 23 s ger sedan
logaritmlagen loga’ = b -loga att

log, 8 =log,2° =3-log,2=3-1=3,
dédr vi anvént att log, 2 = 1.

Eftersom vi arbetar med 9-logaritmen sa uttrycker vi % som en potens
av 9,

1_1 _ 1 _gap

370 9172

Da far vi med logaritmlagarna att

N|—

1089% = 10g9971/2 =—;logg9=—3-1=—

Vi skriver forst om talet 0,125 som ett braktal som vi ocksa forkortar,

125 5.25 5.5-5 1

= = = _ =273
1000 103 ~ (2-5)3 23

0,125 =

Eftersom 0,125 blev uttryckt som en potens av 2 sa kan logaritmen raknas
ut helt och hallet,

log, 0,125 = log,2 % = (-3) - log,2 = (-3) - 1 = -3.
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Argumentet till log, skriver vi som en potens av 3,

9. 31/3 — 32 X 31/3 — 32+1/3 — 37/3
och forenklar sedan uttrycket med logaritmlagarna,

10g3(9-31/3) = 10g337/3 = % -log,3 = %-1 =

WIN

Hir kan vi anvénda definitionen av logaritmen direkt och f4 att 20824 =
4.

Skriver vi 4 och 16 som
4=2.2=2?%
16=2-8=2.2.4=2.2.2.2=2%

sa far vi att

1 1
log, 4 + log, 6= log, 22 4 log, >

= log, 22 4+ log, 274
=2-log,2+ (—4) -log, 2
=2-14+(-4)-1

= -2

Med logaritmlagen loga — logb = log g sd kan uttrycket berédknas till

12
log; 12 — log, 4 = log, 1= log;3 = 1.

Ett annat sitt dr att skriva 12 = 3 -4 och anvédnda logaritmlagen log(ab) =
loga +logh,

log, 12 —log, 4 = log,(3 - 4) —log, 4
= log, 3 +1log;4 —log,; 3
= log,; 3
=1.

Eftersom a?\/a = a%a'/? = a>*1/2 = 45/2 5§ ger sedan logaritmlagen
loga® = b-loga att

log,(a*Va) =log,a*? =3 -log,a=3-1=3,
dédr vi anvént att log, a = 1.

Anm. I uppgiften antar vi, underforstatt, att a > 0 och a # 1.
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3.3:4

3.3:5

b)

b)

Var for sig dr termerna svara att rdkna ut men de tva logaritmerna kan
slas ihop med logaritmlagen loga — logb = log(a/b),

1g50 —1g5 = lg? =1g10=1.

De tva termerna kan kombineras till ett logaritmuttryck med logaritmla-
gen loga + logb = log(ab),
1 1
1523 +1g = = 1g(23- ﬁ) —1g1=0.
Alla tre argument till logaritmen kan skrivas som potenser av 3,
271/3 — (33)1/3 — 33~(1/3) — 31 — 3’
1 1
Chac A

och darfor ar det lampligt att anvidnda just basen 3 i forenklingsarbetet
med logaritmerna dven om vi har 10-logaritmen lg,

1g27'/3 4 1%3 + lgé =lg3+11g3+1g372
=1g3+31g3+(—2)1g3
=(1+1-2)lg3
= —%lg&
Detta uttryck kan inte forenklas ytterligare.

Beteckningen In anvénds for logaritmen med den naturliga basen e =
2,7182818... och vi har ddrfor att Ine = 1, vilket tillsammans med loga-
ritmlagen Ina’ = b - Ina ger att

Ine® +Ine* =3-Ine+2-lne=3-1+2-1=>5.
Genom att anvdnda logaritmlagarna,

e Ina+Inb=In(a-b),

e Ina—Inb zlng,

b

kan vi samla ihop termerna i ett logaritmuttryck,

In8—In4—In2=1In8 — (In4+1In2)
=In8—1In(4-2)
8
=1Inl

=0,
dir In1 = 0 eftersom ¢? = 1. (Likheten a° = 1 giller for alla a # 0.)
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f)

b)

94

Eftersom In1 = 0 (foljer av att ¢ = 1) sd ar (In1)-e> =0-¢? = 0.
Iochmed att ¢! = e sddrlne=1ochviharattlne—1=1—1=0.

Argumentet till In kan skrivas som

och med logaritmlagen Ina’ = b - Ina fér vi att

1 _
lne—2 —Ine?=(-2)-Ine=(-2)-1=—-2.

Det giller att Ine = 1 s& hela uttrycket blir (e!"¢)? = (e!)? = ¢! = ¢2.

Minirdknaren har ingen knapp for log; men ddremot en knapp for den
naturliga logaritmen In, s vi behver skriva om log, 4 i termer av In.

Gar vi tillbaka till definitionen av logaritmen sd ser vi att log, 4 &r det tal
som uppfyller
3logst =4,

Logaritmera nu bada led i denna likhet med In,
In 384 = In4.

Vinsterledet kan med logaritmlagen Ina’ = b - Ina skrivas som log, 4 -
In3 och sambandet blir

log34 -In3 = In4.

Alltsa har vi, efter division med In 3, att

In4  1,386294...

1n3_1n%%uu.:126&”5””

log,4 =

vilket ger det avrundade svaret 1,262.
Anm. P4 minirdknaren fds svaret fram genom att trycka pa knapparna:

NIRRT

Logaritmen 1g 46 uppfyller sambandet
10184 = 46
och logaritmerar vi bada led med In far vi

In 10'846 — 1n 46.
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Anvinder vi logaritmlagen Ina’ = b - Ina pa vénsterledet blir likheten
lg46 - In10 = In46.

Detta visar att

In46  3,828641...

In10 _ 2,302585... 1,6627578 ...

lg46 =
och svaret blir 1,663.

Anm. For att rdkna ut svaret pa minirdknaren knappar man in

4o J NS L=l Lo f[N]]=]

Innan vi borjar ténka pé att omvandla log, och log, till In sd anvinder vi
logaritmlagarna,

° logab ="b-loga,
e log(ab) =loga+logh,
for att forenkla uttrycket,
log, log, 3''® = log, (118 - log, 3)
= log; 118 + log, log, 3.
Med hjilp av sambanden
2082 — x  och 3l98% =,

och logaritmering med In kan vi uttrycka log, och log, med In,

1 v Inx Inx
082 % = In2 In3"

De tva termerna log; 118 och log, log, 3 kan dérfor skrivas som

och log;x =

In118 In3
3 och log,log,3 = log, o

dér vi kan forenkla det sista uttrycket ytterligare genom att anvidnda lo-
garitmlagen log(a/b) = loga —logb och sedan omvandla log, till In,

log, 118 =

log3 E—i = log3 In3 — log3 In2

_ Inln3 B Inln2
~ In3 In3 °

Sammantaget far vi alltsd att

In118  InIn3 Inln2
118
log, log, 3 0 + n3 3
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Inmatat i minirdknaren ger detta att
log, log, 3''8 ~ 4,762.

Anm. Knappsekvensen pa minirdknaren blir

Lol NSl J N[+

3N e s N2 ]

NN L= J L3 ] =]
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3.4 Logaritmekvationer

3.4:1

a)

b)

En ekvation av denna typ loser vi genom att logaritmera bada led med In,
Ine* =In13.

D4 kan det obekanta x flyttas ner med logaritmlagen Ina’ = b - Ina som
en faktor i viansterledet,
x-lne=1n13,

och sedan ar det enkelt att 16sa ut x,

v In13 _ In13 CIni3.
Ine 1

Anm. En sak som vi inte ndimner i denna 16sning &r att innan vi gor det
forsta steget och logaritmerar bada led i ekvationen dr det nodvandigt att
forsdkra oss om att véansterledet och hogerledet dr positiva (det gar inte
att ta logaritmen av ett negativt tal). Eftersom ekvationen &r

¥ =13

sa ser vi direkt att hogerledet dr positivt. Vénsterledet dr ocksa positivt
eftersom “ett positivt tal e ~ 2,718... upphojt till ett tal” alltid ger ett
positivt tal.

I ekvationen dr bada led positiva eftersom faktorerna e* och 37 &r po-
sitiva oavsett vdrdet pa x (en positiv bas upphojd till ett tal ger alltid ett
positivt tal). Vi kan ddrfor logaritmera bdda led med In,

In(13¢*) =1In(2-37%).

Med logaritmlagen In(ab) = Ina + Inb kan vi dela upp produkterna i
flera logaritmtermer,

In13+Ine* =In2+1n377,
och med lagen Ina” = b - Ina far vi bort x fran exponenterna,
In13+ xIne =In2+ (—x)In3.
Samla ihop x i ena ledet och 6vriga termer i det andra ledet,
xlne+xIn3 =In2 —In13.
Bryt ut x i vansterledet och anvand att Ine =1,
¥(1+In3) =In2 —1n13.

Los sedan ut x,
~ In2-In13

1+1In3
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b)
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Anm. Eftersom In2 < In 13 kan man skriva svaret som

_1n13—1n2
1+1In3

for att indikera att x dr negativ.

Ekvationen har samma form som ekvationen i b-uppgiften och darfor kan
vi anvdnda samma strategi.

Vi logaritmerar forst bada led,
In(3¢*) = 1In(7-2%),
och anvéander logaritmlagarna for att frigora x,
In3+xIne=In7+ xIn2.
Samla sedan ihop x i vdnsterledet,
x¥(Ine—In2) =In7 —In3.

Losningen blir nu
- In7 —In3 B In7 —In3

= Ine—In2 1—In2

Viansterledet dr 2 upphdijt till ndgonting” och darfor ett positivt tal vilket
varde dn exponenten har. Vi kan darfor logaritmera bada led,

In2°"2 =1In 1,

och anvinda logaritmlagen Ina’ = b -Ina for att f4 exponenten x? — 2
som en faktor i vansterledet,

(x> —2)In2 =In1.
Eftersom ¢ =1 s3drIn1 =0,
(x> =2)In2 = 0.
Detta betyder att x mdste uppfylla andragradsekvationen
x> —2=0.

Rotutdragning ger att x = —+/2 eller x = /2.
Anm. Uppgiften &r fran finska studentexamen mars 2007.

Skriver vi om ekvationen som

(ex)Z +ex —4



99

sd ser vi att x forekommer bara i kombinationen e* och darfor ar det
lampligt att forst betrakta e* som en ny obekant i ekvationen och sedan,
ndr vi fatt fram varden pa e*, kan vi berdkna motsvarande vérden pa x
via en enkel logaritmering.

Satter vi for tydlighets skull ¢+ = ¢* s kan ekvationen skrivas
Ptt=4,
och denna andragradsekvation l6ser vi med kvadratkomplettering,
2 4 1\2 _ (1\2 _ 1\2 _ 1
Ett=(t+3)"-(3) =(t+3) —1

vilket ger att

Dessa tva rotter ger oss tva mojliga varden pa e*,
ef=—-1-1V17 eller ¢ =-]+1V17.

I det forsta fallet dr hogerledet negativt och eftersom ” e upphdjt till ndgon-
ting” aldrig kan vara negativt finns det inget x som kan uppfylla den lik-
heten. Det andra fallet har ddaremot ett positivt hogerled (eftersom V17 >
1) och da kan vi logaritmera bada led och fa

x=In(3v17-1).

Anm. Det &r lite knepigt att kontrollera svaret i den ursprungliga ek-
vationen sa vi kan ndja oss med att sétta in t = %\/ 17 — % i ekvatio-
nen 2+t =4,

VL= (3V17-3)" + (3V17 - })
1 1 1 1 1 1
17211714117 -1
_ 17 1 1 16 _ 4
=ftz—=73=4=HL

Oavsett vilket virde x har sa dr bada led i ekvationen positiva eftersom
de dr av typen “positivt tal upphdojt till ndgonting”. Darfor gar det bra
att logaritmera bada led och pa sa sitt med logaritmlagarna fa ner x fran
exponenterna,

VL = ln(3ex2) —In3+1Ine” =In3+x2Ine = In3 + 12,
HL =In2* = xIn2.

Samlar vi termerna i ena ledet blir ekvationen

x> —xIn2+1In3=0,
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vilket dr en vanlig andragradsekvation som vi borjar med att kvadratkom-
plettera,
1 2 1 2
(x—3In2)" = (3In2)" +1In3 =0,
(x—3 1r12)2 = (1 ln2)2 —In3.

Nu maste vi vara observanta och tinka pd att eftersom 2 < e < 3 sa
drIn2 < 1 < In3 vilket betyder att ;(In2)? < In3 och hogerledet &r dar-
tor negativt. I och med att kvadraten i védnsterledet inte kan vara negativ
sd saknar ekvationen 16sning.

Bade vénster- och hogerled &r positiva for alla varden pa x och det bety-
der att vi kan logaritmera bada led och f& en mer hanterbar ekvation,
VL=In2"" = —22In2,
HL = In(2¢*) =In2 +Ine* =In2 4 2x-Ine = In2 + 2x - 1.

Ekvationen blir, efter lite ommoblering,
2
2 _ =
x°+ o +1=0.
Vi kvadratkompletterar vénsterledet,
1 \2 1 \2
(4 1mz) ~(a) #1=0

och flyttar 6ver konstanttermerna i hogerledet,

1 \2 1 \2 1

(*+ima) = (ma) 2
Det kan vara svart att direkt se om hogerledet &r positivt eller inte, men
om vi tinker pa att e > 2 och ddarmed att In2 < Ine = 1 sd mas-

te (1/In2)? > 1, dvs. hogerledet r positivt. Ekvationen har darfor 16s-
ningarna
1 1 \2
= (ma) 1

vilket ocksa kan skrivas som

 —14+/1- (In2)?
N In2 '

X

Uttrycken In(x? + 3x) och In(3x? — 2x) 4r lika bara nar argumenten till In
ar lika, dvs.
x? +3x = 3x% — 2x.
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Men vi maste se upp! Om vi far fram ett varde pa x som gor att dessa
argument dr lika men negativa eller noll sd motsvarar det inte en riktig
16sning eftersom In inte dr definierad for negativa argument. I slutet av
uppgiften maste vi darfor kontrollera att x> 4+ 3x och 3x? — 2x verkligen
ar positiva for de framrdknade 16sningarna.

Flyttar vi over alla termer i ena ledet i argumentekvationen far vi an-
dragradsekvationen
2x% — 5y = 0,

och vi ser att bdda termer innehdller x som vi bryter ut,
x(2x —5) = 0.

Fran detta faktoriserade uttryck avldser vi direkt att I6sningarna dr x = 0
5

och x = 3.
Den slutliga kontrollen visar att nar x = 0 dr x> +3x = 2x%> —2x = 0,
sd x = 0 &r inte en 16sning. Daremot, ndr x = % ar x> +3x = 3x? — 2x =
% > 0,58 x = g ar en losning.

Med logaritmlagarna kan vi skriva ihop vénsterledet till ett logaritmut-
tryck,

Inx +1In(x +4) = In(x(x +4)),

men denna omskrivning forutsitter att uttrycken Inx och In(x + 4) ar
definierade, dvs. att x > 0 och x +4 > 0. Véljer vi darfor att fortsatta
med ekvationen

In(x(x+4)) = In(2x + 3)

sd maste vi komma ihag att bara acceptera 16sningar som uppfyller x > 0
(villkoret x +4 > 0 dr dd automatiskt uppfyllt).

Den ihopskrivna ekvationen &r i sin tur bara uppfylld om argumenten
x(x +4) och 2x + 3 &r lika och positiva, dvs.

x(x+4)=2x+3.

Vi skriver om denna ekvation till x> + 2x — 3 = 0 och kvadratkomplette-
ring ger
(x+1)>-1>-3=0,
(x+1)> =4,

vilket betyder att x = —1+£2,dvs. x = =3 och x = 1.

Eftersom x = —3 dr negativ sorteras den bort medan x = 1 uppfyller
bade att x > 0 och att x(x +4) = 2x + 3 > 0. Svaret 4r alltsd x = 1.
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4,1 Vinklar och cirklar

4.1:1

4.1:2

4.1:3

Det enda vi egentligen behover hdlla reda pa &r att ett varv motsvarar 360°
eller 27t radianer. Da far vi att

a) %Varv = }L -360° =90° och

}Ivarv = }I - 27 radianer = 7t/2 radianer,
b) %varv = % -360° = 135° och

%Varv = % - 27t radianer = 37t/4 radianer,

) —% varv = —% -360° = —240° och
—% varv = —% - 27t radianer = —471/3 radianer,
d) %varv=27-360° =2910° och

% varv = % - 27t radianer = 977t/6 radianer.

Anviander vi minnesregeln att ett varv dr 360° eller 27t radianer kan vi hérleda
en omvandlingsformel fran grader till radianer. Eftersom

360 - 1° = 27t radianer

sd ger detta att

o 27 . T .
1° = 360 radianer = 180 radianer.

Nu kan vi sitta igdng att omvandla vinklarna,

a) 45°=45-1°=45. % radianer = 7t/4 radianer,

b) 135° =135.1° = 135 % radianer = 377/4 radianer,

) —63°=-63-1°=—-63- % radianer = —77t/20 radianer,

d) 270° =270-1° = 270 - % radianer = 377/2 radianer.

a) Enrdtvinklig triangel dr en triangel dér en av vinklarna dr 90°. Den sida
som dr mittemot 90°-vinkeln kallas for hypotenusan (markerad med x i
triangeln) och de andra sidorna kallas for kateter.

Med hjalp av Pythagoras sats kan vii den ratvinkliga triangeln skriva upp
ett samband mellan triangelns sidor,

x* = 307 4 40%.
Denna ekvation ger oss att

x = /302 4 402 = /900 + 1600 = /2500
—/25.100 = V52 -102 = 5-10 = 50.
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b) Eftersom en av vinklarna i triangeln dr 90° har vi en ratvinklig triangel
och kan anvédnda Pythagoras sats for att stdlla upp ett samband mellan
triangelns sidor. Sidan med ldngd 13 4r hypotenusan i triangeln och Pyt-
hagoras sats ger oss darfor att

13% = 12% 4 27,
dvs. x? = 13% — 122, Detta betyder att
=132 - 122 = /169 — 144 = /25 = 5.

c¢) Idenna ratvinkliga triangel dr sidan med langd 17 hypotenusan. (Det ar
den sida som stdr mittemot den rdta vinkeln.) Pythagoras sats ger da att

172 = 8% + x2,
eller x2 = 172 — 82, Vi far att

= /172 — 82 = /289 — 64 = /225

—19.25=+v32.52 =3.5 = 15,

41:4 a) Ritarviin punkterna i ett koordinatsystem sa kan vi se linjestycket mellan
punkterna som hypotenusan i en tiankt ratvinklig triangel dér kateterna ar
parallella med x- resp. y-axeln.

Yy
5,4)

I denna triangel &r det latt att méta kateternas langd som helt enkelt av-
stdndet i x- resp. y-led mellan punkterna,

Yy
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Sedan kan vi med Pythagoras sats rdkna ut hypotenusans langd som ock-
sd dr avstandet mellan punkterna,

d=\/(Ax)2 + (Ay)2 = V& + 32 = V16 +9 = V25 =5.

Anm. Allmént sd har vi att avstdndet mellan tvd punkter (x,y) och (a,b)
ges av avstandsformeln,

d=\/(x—a)2+(y—D)>

Om vi anvander avstandsformeln,

d=/(x—ap+(y b

for att bestimma avstadndet mellan punkterna (x,y) = (—2,5) och (a,b) =
(3,—1) sa far vi att

d=/(-2-3)2+ (5 (~1))2 = \/(~5)2 + 62 = V25 1 36 = V6.

Lat punkten pa x-axeln ha koordinater (x,0), ddr x &r nagot oként tal.
D4 ges avstanden frdn punkten (x,0) till (3,3) och (5,1) med hjélp av
avstdndsformeln av

V=324 (032 resp. /(x—52+(0-1)2

Eftersom dessa avstand ska vara lika far vi ekvationen

Ja=32+9=1/(x-572+1,

eller om vi kvadrerar bada led, for att bli av med rottecknen,

(x—=3)2+9=(x—5)2+1.
Utveckla nu kvadraterna och samla alla termer i ena ledet
X —6x+94+9=x>-10x+25+1 < 4x—8=0.

Detta ger oss att x = 2, dvs. punkten pa x-axeln ar (2,0).
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4.1:5

a)

b)

Som ett sista steg kontrollerar vi att vi rdknat rdtt och att avstdnden verk-
ligen ar lika. Avstandet mellan (2,0) och (3,3) ar

VB-22+(3-02=12132=vI19=V10

och avstdndet mellan (2,0) och (5,1) &r

VG224 (1-02=v3112=+511= 1.

Anm. Trots att vi kvadrerade vér rotekvation ar det faktiskt inte nédvéan-
digt att prova losningen av det skilet att eftersom uttrycken under rot-
tecknen dr summor av kvadrater som aldrig dr negativa och déarfor inte
kan ge upphov till s.k. falska rotter.

En cirkel definieras som alla punkter som har ett fixt bestimt avstand till
cirkelns medelpunkt. En punkt (x,y) ligger alltsa pa var cirkel om och
endast om dess avstand till punkten (1,2) &r exakt lika med 2. Med av-
stdndsformeln kan vi uttrycka detta villkor som

Ja—12+(y-22=2

Efter en kvadrering far vi cirkelns ekvation i standardform,
(x—1)2+(y—2) =4
Yy

(x,y)

[~ X

Cirkeln med medelpunkt i (1,2) och radie 2 har ekva-
tionen (x —1)2+ (y —2)2 = 4.

Om cirkeln ska innehalla punkten (—1,1) sa maste den punkten ha ett av-
stand till medelpunkten (2, —1) som &r lika med cirkelns radie . Cirkelns
radie kan vi alltsd fa fram genom att berdkna avstandet mellan (—1,1)
och (2, —1) med avstandsformeln,

r=y/(2- +(-1-12= /324 (22 =0 rd= VI3,

Naér vi vet cirkelns medelpunkt och radie kan vi direkt stilla upp cirkelns
ekvation,

(x =272+ (y— (-1))* = (V13)?,

vilket &r samma sak som (x —2)? + (y +1)? = 13.
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L

Cirkeln med medelpunkt i (2,—1) och som innehéller
punkten (—1,1) har ekvationen (x —2)? + (y +1)? =
13.

Anm. En cirkel som har medelpunkt (a,b) och radie r har ekvationen
(x— a2+ (y—b)? =12
4.1:6 a) Skriver vi om ekvationen som
(x—0)*+(y—0)*=9

sa kan vi tolka vénsterledet som avstdndet i kvadrat mellan punkten (x,y)
och (0,0). Hela ekvationen sédger dé att avstandet fran en punkt (x,y) till
origo ska vara konstant lika med V9 = 3, vilket beskriver en cirkel med
medelpunkt i origo och radie 3.

Cirkeln med ekvationen x? + y?> = 9 har medelpunkt i
origo och radie 3.

b) Ett snabbt satt att tolka ekvationen &r att jamfora den med standardfor-
men pa ekvationen for en cirkel med medelpunkti (a,b) och radie r,

(x— a2+ (y—b)? =2
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I vart fall kan vi skriva ekvationen som
(x—1)*+(y—2)*= (V3)?

och da ser vi att den beskriver en cirkel med medelpunkti (1,2) och ra-

die /3.

} + + +— X
Cirkeln med ekvationen (x —1)? + (y — 2)? = 3 har me-
delpunkti (1,2) och radie V3.
¢) Vad vibehover gora dr att skriva om ekvationen till standardformen,
(x—a)*+(y—b)* =12
for da kan vi avldsa cirkelns medelpunkt (a,b) och radie r.
I vart fall behover vi bara bryta ut faktorn 3 fran vinsterledets parenteser,
(Br =17+ @By +77 =F (= §)*+F(y+])°
2 2
=9(x—3)"+9(y+3)"
och sedan dela bada led med 9 for att fa ekvationen i den dnskade formen,
1)2 7\2 _ 10
(x=3)"++3) =3
10

Eftersom hogerledet kan skrivas som (/4 )2 och termen (y + %)2 som

(y—(-3) )2 s beskriver ekvationen en cirkel med medelpunkti (1, —%)

och radie \/19—0 = %\/10.

Cirkeln med ekvationen (3x —1)? + (3x +7)? = 10 har
medelpunkt i (3, —%) och radie v/10/3.
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Som ekvationen stdr skriven ar det svart att direkt kunna avldsa ndgot
om cirkeln, men om vi anvdnder kvadratkomplettering och kombinerar
ihop x- och y-termerna i varsina kvadratuttryck sa har vi ekvationen i
standardformen,

(x—a)+(y—b)?=r?
och kan avldsa cirkelns medelpunkt och radie.

Tar vi x- respektive y-termerna i vansterledet och kvadratkompletterar
sd far vi att

och da kan hela ekvationen skrivas som
(x+1)*—1+(@y-172-1=1,
eller med konstanterna flyttade till hogerledet,
(x+1)7?+(y—-1)>%=3.
Detta ér en cirkel med medelpunkti (—1,1) och radie v/3.

Yy
A

Cirkeln med ekvationen x? + 2x + y? — 2y = 1 har me-
delpunkti (—1,1) och radie V3.

Ekvationen &r ndstan given i standardformen for en cirkel; det enda ytter-
ligare som behovs ar att vi samlar ihop y?- och y-termerna i ett kvadra-
tuttryck med kvadratkomplettering,

Yy = (y+2)" -2
Efter denna omskrivning dr ekvationen
4 (y+2)* =4,

och vi ser att ekvationen beskriver en cirkel med medelpunkt i (0, —2)
och radie V4 = 2.
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Cirkeln med ekvationen x> + y*> + 4y = 0 har medel-
punkti (0, —2) och radie 2.

c¢) Med kvadratkomplettering kan vi skriva om x- respektive y-termerna
som kvadratuttryck,

X —2x=(x—1)>-1?,

y2+6y = (y+3)2—32,
och hela ekvationen blir d4 i standardform,

(x—12-1+({y+3)*-9=-3
& (x—1)>2+(y+3)7* =7

Fran detta avlaser vi att cirkeln har medelpunkt i (1, —3) och radie /7.

Cirkeln med ekvationen x? —2x + y> + 6y = —3 har
medelpunkt i (1, —3) och radie v/7.

d) Vi skriver om ekvationen i standardform genom att kvadratkomplettera
x- och y-termerna,

X —2x=(x—1)2-1?,

42y = (y+1)%—1%
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Nu blir ekvationen
(x—12-12+(y+1)?2-1=-2
& (x—12+(@y+1)2=0.

Den enda punkt som uppfyller denna ekvation &r (x,y) = (1,—1) ef-
tersom for alla andra vdrden pa x och y ar vénsterledet strikt positivt och
dadrmed skilt fran 0.

=
\j
=

N

Cirkeln med ekvationen x? — 2x + y? + 2y = —2 &r de-
genererad och bestar endast av punkten (1, —1).

4.1:8 Eftersom hjulets omkrets ar
27t - (radien) = 27t - 0,5 meter = 7w meter

sa snurrar hjulet 77 meter varje varv och pa 10 meter hinner darfor hjulet snurra

10meter 10
—————— = —varv = 3,2varv.
7T meter 7T

419 Tiden 10 sekunder motsvarar % minut sd under den tidsperioden hinner se-

kundvisaren svepa over % varv, dvs. en cirkelsektor med medelpunktsvinkeln

N = % - 27t radianer = 7t/3 radianer.

Arean av den cirkelsektorn ar

2 1 1 32

Area = lar* =117 (8cm)? = 3 cm® ~ 33,5 cm’.

NI—
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4.1:10 L&t oss forst bestamma oss for att méata alla avstand i dm (decimeter) istéllet
for m (meter) sa far vi avstanden som heltal.

Vi kallar tvittlinans langd fran trad till galge for y respektive z enligt figuren
nedan, och infor tvd hjilptrianglar som har y resp. z som hypotenusa. (Som
en approximation antar vi att den spanda tvattlinan bestar av tva rita delar.)

}7 Yy z x+6
X

12 48 — 12 = 36

Eftersom linan &r 54 dm ldng har vi att
y+z=>54 (1)
Sedan ger Pythagoras sats att vi har sambanden
y? = x? + 122, (2)
2> = (x + 6)* + 362, 3)

Planen dr nu att 16sa ekvationssystemet (1) till (3) genom att forst eliminera z
sd att vi far tvd ekvationer som bara innehaller x och y. Sedan eliminera y frdn
en av dessa ekvationer sd att vi far en ekvation som bestimmer x.

Fran (1) har vi att z = 54 — y och detta insatti (3) ger oss ekvationen

(54 — )2 = (x + 6)% + 362 (3")

Ekvationer (2) och (3') bildar tillsammans ett mindre ekvationssystem i x
och vy,

y? = x* + 122, (2)

(54 —y)? = (x + 6)* + 36°. (3")

Utveckla kvadraterna i badda led av (3'),
542 —2.54 -y +y? = x> +2-6-x + 6> + 367,

och forenkla
2916 — 108y + y* = x* + 12x + 1332.

Anvand (2) och ersitt y?> med x? + 122 i denna ekvation,
2916 — 108y + x> + 144 = x2 4 12x + 1332,
vilket gor att x?-termerna forenklas bort,

2916 — 108y + 144 = 12x + 1332,
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och ytterligare forenkling ger ekvationen
12x + 108y = 1728. 3”)

Om vi stannar upp ett tag och sammanfattar ldget sa har vi nu lyckats forenkla
ekvationssystemet (2) och (3') till ett system (2) och (3”) dér en av ekvatio-
nerna ar linjdr,
v =t 12 )
12x + 108y = 1728. (3”)

I detta system kan vi 16sa ut y frén (3"),

1728 — 12x X
= —_— 1 [
Y 108 6-3

och stoppaini (2),
x\%2 5
(16-35) =x*+144.

Detta dr en ekvation som bara innehdller x och 10ser vi den fér vi fram vart
svar.

Utveckla kvadraten i vansterledet,

2 516X (XV_ 2
162—2-16 9+(9) — ¥ 1 144,

och samla ihop alla termer i ena ledet,

2
X
x?—

81+%x+144—162=0,

vilket ger ekvationen
0x*+2x—-112=0
81 9 -
Multiplicera bdda led med % sa att vi far ekvationen i standardform,

2 18 567 __
X "‘?X—T—O

Kvadratkomplettera véansterledet,

(49 - Q) -F o

och vi far R
9\2 _ 81 , 567 __ 2916
(x+§) =515 =%,
dvs.
- _9 2916 _ _ 9 4 ¥4
X=—-5k\ 5 =—5t%.

Detta betyder att ekvationen har 16sningarna

__9 _ _9 54 __
X——g—g——? och x——§+?—9
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Svaret dr alltsa att x = 9 dm. (Den negativa roten mdste forkastas.)

For att vara sdker pa att vi har rdknat rétt tar vi ocksa reda pd viardena pa y
och z, och kontrollerar att de ursprungliga ekvationerna (1) till (3) &ar upp-
fyllda.

Ekvation (3”) ger att

x

— 16—
Y 9

16 —1 =15,
och ekvation (1) ger att
z=>54—y=>54—15=39.

Nu kontrollerar vi att x = 9, y = 15 och z = 39 uppfyller ekvationerna (1),
(2) och (3),

VL av (1) = 15 4 39 = 54,

HL av (1) = 54,

VL av (2) = 152 = 225,

HL av (2) = 9% 4 122 = 81 + 144 = 225,

VL av (3) = 392 = 1521,

HL av (3) = (9 + 6) +36° = 15% + 36> = 225 + 1296 = 1521.
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4.2 Trigonometriska funktioner

4.2:1

a) Definitionen av tangens sédger att

onde k motstdende
tanu — rriot.staen e atet. katet
ndrliggande katet u
narliggande
katet
I vart fall betyder detta att

x

tan27° = —,

13

vilket ger att x = 13 - tan27°.

Anm. Med en minirdknare kan vi rdkna ut vad x blir, x = 13 - tan27° =~
6,62.

b) Om vispegelvinder triangeln kan det vara enklare att identifiera de olika
sidorna i triangeln.

25 hypotenusa motstdende
katet

32°

x narliggande
katet

Eftersom vi vet hypotenusan och soker den nérliggande kateten &r det
lampligt att stdlla upp kvoten for cosinus av vinkeln,

x < _ nérliggande katet>
25 \  hypotenusa /

Ur detta samband kan vi 16sa ut x,
x =25-c0s32° (~212).

cos 32° =

c) Svarigheten dr att kidnna igen sidorna i den rdtvinkliga triangeln. En enkel
tumregel dr att hypotenusan dr den sida som stdr mittemot den réta vin-
keln. (Det &r ocksa den lingsta sidan i triangeln.) Den nédrliggande kateten
ar den sida som ligger intill den vinkel vi betraktar och den motstdende
kateten &r den tredje sidan.

motstdende
katet

ndrliggande
katet

40°
hypotenusa
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Den motstdende kateten dr given medan den nérliggande kateten soks.
Darfor stiller vi upp tangens av vinkeln,

tan40° = E,
X

14

tan 40° (=167).

ochdd ar x =

d) Sidan markerad med x dr hypotenusan i den rédtvinkliga triangeln och
sidan med langd 16 4r den nirliggande kateten till vinkeln 20°.

motstaende hypotenusa
katet
nérliggande
katet

Genom att stédlla upp kvoten for cos20° far vi sambandet

1
cos20° = 16
X

16

~ 17,0).
cos 20° ( )

och det medfor att x =

e) Itriangeln soker vi hypotenusan x nér vi vet vinkeln 35° och den motsta-
ende katetens langd, 11.

hypotenusa motstdende
katet

.

narliggande
katet

Definitionen av sinus ger att

11
sin35° = —

11
sin 35°

och darmed att x = (~19,2).

f)  Denndrliggande kateten till vinkeln 50° dr markerad med x och den mot-
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b)
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satta kateten dr den sida som har langd 19.

narliggande
katet
]
motstdende
katet
hypotenusa

Stéller vi upp tangens for vinkeln sa ger detta ett samband som bara inne-

haller x som obekant,

1
tan50° = —9
X

Detta ger att x = (~159).

tan 50°

De tva kateterna dr givna i den rédtvinkliga triangeln och det betyder att
tangensvardet for vinkeln kan bestimmas som kvoten mellan den mot-
stdende och narliggande kateten,

motstdende

2
tanv = —. katet

narliggande
katet

Detta dr samtidigt en trigonometrisk ekvation for vinkeln v.

Anm. I kapitlet “Trigonometriska ekvationer” kommer vi undersoka nér-
mare hur man loser ekvationer av denna typ.

I denna rétvinkliga triangel dr den motstdende kateten och hypotenusan
givna. Detta betyder att vi direkt kan stélla upp ett samband for sinus av
vinkeln v,

hypotenusa ndrliggande

siny = 70 katet

110°

-

motstdende
katet
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<)

d)

f)

Hogerledet i denna ekvation kan forenklas sa att vi far

sinv = 4
S
Cosinus av vinkeln v &dr den nérliggande kateten dividerat med hypote-
nusan,

ndrliggande
katet
L]
5
cosv=7 motstdende
hypotenusa katet

Detta ar ocksé en ekvation for vinkeln v.

Genom att skriva upp uttrycket for sinus av vinkeln v (motstdende katet
dividerat med hypotenusan) far vi en trigonometrisk ekvation dar v ar
den enda obekanta,

3 motstdende hypotenusa
inog = - katet
sin v =
L]
ndrliggande
katet

Uppgiften ar lite av en kuggfraga eftersom det inte behdvs nagon trigo-
nometri for att 16sa den.

Tva vinklar &r givna i triangeln (60°-vinkeln och den réta vinkeln) och da
kan vi anvidnda att summan av alla vinklar i en triangel dr 180°,
v+ 60° +90° = 180°,

vilket ger att
v = 180° — 60° — 90° = 30°.

Eftersom triangeln &r likbent (tva sidor &r lika langa) kan den delas upp
i tva lika stora ratvinkliga trianglar genom att infora en sida som delar
vinkeln v mittuti.

3
v/2
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a)

b)
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Betraktar vi den ena triangelhalvan kan vi stdlla upp det trigonometriska

sambandet

sin — =
som ar en ekvation for v.

En anviandbar teknik for att rdkna ut
virdet pd en trigonometrisk funktion
tor vinklar som inte ligger mellan 0
och 7/2 &r att anvdnda enhetscir-
keln. Ritar vi in en linje som utgar
frdn origo och bildar en viss vinkel re-
lativt den positiva delen av x-axeln
sd kan vi ldsa av cos-vdrdet av vin-
keln som x-koordinaten for skdrnings-
punkten mellan linjen och enhetscir-
keln. P4 samma sdtt dr sin-vardet av
vinkeln y-koordinaten for skarnings-
punkten.

(cosa,sina)

o

I detta fall gdr det direkt att avldsa att sin (— %) = —1.

y

Vinkeln 27 motsvarar ett helt varv och darfor ser vi att om vi ritar in
linjen med vinkeln 27 relativt den positiva x-axeln sa far vi den positiva

x-axeln.
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d)

Eftersom cos 27t dr x-koordinaten for skarningspunkten mellan linjen med
vinkeln 27t och enhetscirkeln sé kan vi direkt avldsa att cos2mt = 1.

Utan att fordndra vardet pa sinusfunktionen kan vi ldgga till och dra ifran
multipler av 27 till dess argument. Vinkeln 271 svarar namligen mot ett
helt varv i enhetscirkeln och sinusfunktionen dterkommer till samma var-
de for varje helt varvs forandring av vinkeln.

Exempelvis kan vi dra ifrdn tillrackligt manga 27t frdn 97t sd att vi far ett
mer hanterbart argument som ligger mellan 0 och 27,

sin9m = sin(971 — 2 — 2 —27r — 27T) = sin 7.

Linjen som bildar vinkeln 77 mot den positiva delen av x-axeln dr den
negativa delen av x-axeln och den skér enhetscirkeln i punkten (—1,0)
varfor vi fran y-koordinaten kan avlasa att sin 97t = sin 7t = 0.

Yy

For att fa en vinkel mellan 0 och 27t subtraherar vi 27t fran vinkeln 77t/2,
vilket ocksa lamnar cosinusvardet oforandrat,

cos m_ cos(7—n — 27T> = Cos S

2 2 2

Nar vi ritar upp linjen som bildar vinkeln 377/2 mot den positiva x-axeln
tar vi den negativa y-axeln och ser att denna linje skdr enhetscirkeln i
punkten (0, —1). Alltsd dr skdrningspunktens x-koordinat lika med 0 och
darmed &r cos(77/2) = cos(37/2) = 0.




120

e) Om viritar upp linjen som har vinkeln 37t /4 relativt den positiva x-axeln
sd skidr den enhetscirkeln i den andra kvadranten.

Vad figuren vid forsta pdsyn ger information om é&r vilka tecken som
cos(37t/4) och sin(37t/4) har: cosinus, som dr x-koordinaten for skér-
ningspunkten, dr negativ och sinus, som dr y-koordinaten, dr positiv.

For att komma vidare och bestimma skdrningspunktens koordinater kon-
centrerar vi oss pd den andra kvadranten och infér ddr en hjdlptriangel
som har vinkellinjen som hypotenusa och 6vriga kanter parallella med
koordinataxlarna.

> <

I denna triangel ser vi att vinkeln & mellan hypotenusan och y-axeln &r
den del av vinkeln 371/4 som ligger i den andra kvadranten, dvs. & =
3n/4 — /2 = /4. Med hjélp av trigonometri kan vi nu bestimma tri-
angelns kanter,

motstdende
katet motstdende 1. sin T _ L
] katet 4 2
ndrliggande
narliggande _ . T 1
1 katet katet 1-cos 4 /2

N

Detta visar att skarningspunkten har koordinaterna (—1/v/2,1/v/2) (no-
tera minustecknet i x-koordinaten) och diarmed att sin(377/4) = 1/v/2.
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f)  Den punkt pd enhetscirkeln som svarar mot vinkeln —7/6 ligger i den
fjarde kvadranten.

Som vanligt ges cos(—7/6) som x-koordinaten for skdrningspunkten
mellan vinkellinjen och enhetscirkeln. For att bestimma denna punkt in-
for vi en hjélptriangel i den fjarde kvadranten.

Kanterna i denna triangel kan vi bestimma med enkel trigonometri och
sedan Oversdtta till punktens koordinater.

nérliggande motstdende o1
Katet katet L SE T
7T/6 .
motstaende nirliggande T V3
1 katet katet 1-cos 6 2

Alltsé har skarningspunkten koordinaterna (v/3/2, —1/2) och speciellt
ar cos(—m/6) = \/3/2.

4.2:4 a) Detkan vara lite svart att direkt rita in vinkeln 1177/6 i enhetscirkeln, men
om vi skriver om 1171/6 som
117 6m+3m+2n T
6 6 A
sd ser vi att vi har en vinkel som ligger i fjarde kvadranten enligt figuren
nere till vanster. Vi lagger ocksa marke till att denna vinkel svarar mot
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exakt samma punkt pa enhetscirkeln som vinkeln —7/6, och eftersom vi
raknade ut cos(—7/6) i uppgift 4.2:3f har vi att

> <

'~~~.i _7-(/67
~..~/

il

b) Viborjar med att subtrahera 27t frdn 1171/3 sd vi far en vinkel mellan 0
och 27t. Detta forandrar inte heller cosinusviardet,

COS —— = COSs

127( (117( > 57

sd ser vi att 57t/3 dr en vinkel i fjarde kvadranten som bildar vinkeln 77/6
mot den negativa y-axeln.

Med hjélp av en triangel och lite trigonometri kan vi bestaimma koordina-



123

terna for punkten pa enhetscirkeln som svarar mot vinkeln 57r/3.

. \ i x
2 . motstdende 1-sin T 1
s T katet 6 2
nérliggande | 6 1
katet ., nérliggande T V3
katet =1-cos 6 2
N
_ | motstdende
katet

Punkten har koordinaterna (1/2, —+/3/2) och darmed &r cos(1171/3) =
cos(57/3) = 3.

c) Tluppgift 4.2:3e studerade vi vinkeln 371/4 och kom fram till att

3 1 . 3 1
cos— = ——— och sin—=—

TN TR

Eftersom tan x ar definierat som sa far vi direkt att

oS X
sin 3 1
37 4 2
tan — = = = —1.
4 3 1
CcOS — -

d) Anvéander vi enhetscirkeln och markerar vinkeln 7t sa avlédser vi direkt
att cos t = —1 och sin 7t = 0.

Déarmed far vi att

tant =

e) Skriver vi vinkeln 77t1/6 som

7_71_67T+7T_7T
6 6 -




124

sd ser vi att vinkeln 771/6 pa enhetscirkeln hamnar i den tredje kvadran-
ten och bildar vinkeln 77/6 med den negativa x-axeln.

y

A -x
\71/6 A

e

F<H

Geometriskt definieras tan(77t/6) som rikiningskoefficienten for linjen
med vinkeln 77t /6 och eftersom denna linje har samma lutning som linjen
med vinkeln 7t/6 har vi att

sin7—r 1
tan7ﬂ—tann— 6 . 2 _ 1
6 6 T V3 3
cosg -

f) Adderar vi 27 till —571/3 sa far vi en ny vinkel i den forsta kvadran-
ten som svarar mot exakt samma punkt pa enhetscirkeln som den gamla
vinkeln —57t/3 och har foljdaktligen samma tangensvérde,

57 5 7T 3 2
tan(—?) = tan(—? +27‘(> = tang = E =0 = V3.
3 2

4.2:5 a) Eftersom 135° = 90° + 45° sa ar 135° en vinkel i den andra kvadranten
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som bildar vinkeln 45° med den positiva y-axeln.

Punkten pd enhetscirkeln som svarar mot vinkeln 135° kan vi bestimma
genom att infora en hjdlptriangel och rdkna ut dess kanter med trigono-

metri,
Y
A

motstiende |
 katet

-
.

.
-
1 .

[ ]

.
‘0’. 45°
-

0./
-

motstdende T |
katet =1-sin45° = E,

ndrliggande nérliggande o 1
katet Katet =1-cos45” = E

|

Koordinaterna for punkten ar (—1/v/2,1/4/2) och detta ger att cos 135°

—1/V/2.
b)

Ritar vi in vinkeln 225° = 180° 4+ 45° i enhetscirkeln sa bildar den vin-

keln 45° med den negativa x-axeln.

*
O\\O
*
45°
*
*
N
*
*
*

9

.

Det innebér att tan 225°, som ér riktningskoefficienten for linjen som bil-
dar vinkeln 225° med den positiva x-axeln, dr lika med tan45° eftersom
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linjen som bildar vinkeln 45° har samma lutning,

Sl =

sin 45° B

= =1.
cos 45° 1

tan 225° = tan45° =

S

=

Uttrycker vi vinkeln 330° i radianer sa far vi att

o __ o 7T . o 117 .
330° = 330 130 radianer = c radianer,

och fran uppgift 4.2:4a vet vi att

c0s330° = cos — =

1171 @
6 2

Genom att subtrahera 360° fran vinkeln 495° forandrar vi inte vardet pd

tangens,
tan495° = tan(495° — 360°) = tan 135°.

Nu vet vi fran deluppgift a att cos 135° = —1/v/2 och sin135° = 1/4/2
vilket ger att

1
sin135° /2
tan 135° = = =—1.
an cos 135° 1

S
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42:6  Den eftersokta strackan kan vi rdkna ut genom att ta differensen a — b av ka-
teterna a och b i trianglarna nedan.

a
b
0" 4l 450 |
1 1
Tar vi tangens av den givna vinkeln i respektive triangel far vi enkelt ut a
och b,
a sin60°  1/3/2
=1-t ° — = = 3,
‘ an 60 cos 60° 1/2 V3
60°
11
1
b b—1 tanase = SN _1AV2
cos45°  1/V/2
45° e
1

Alltsddrx=a—b=+/3—-1.

4.2:7 Om viforlanger strackan mellan A och B till en punkt D mittemot punkten C
sd far vi den ratvinkliga triangeln nedan dar kateten x mellan C och D &r det

sOkta avstandet.
C
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Informationen i uppgiftstexten kan sammanfattas genom att betrakta de tva
trianglarna ACD och BCD, och stilla upp tangenssambanden som vinklar-
na 30° och 45° ger upphov till,

C C
x X
30° B 45° ]
A 10+y D B y D
x = (10 + y) tan 30° x = ytan45°
1 =vy-1
— (10 _'_y) T =y y ’

V3

dér y dr avstdndet mellan B och D.

Det andra sambandet ovan ger att y = x och detta insatt i det forsta sambandet
ger att

x = (10 + x)

i~

Multiplicera bada led med /3,

\/§x:10—|—x,

och flytta over alla x-termer i vansterledet,
(v/3—1)x = 10.

Svaret blir att
10

x:
V3—-1

4.2:8 Viborjar med att rita upp tre hjdlptrianglar, och kallar de tre vertikala kateterna
for x, y och z enligt figuren.

m~ 13,7 m.
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4.2:9

Anvander vi definitionen av cosinus kan vi rdkna ut kateterna x och y,

X =acosa,
y = bcos B,

och av samma skal vet vi att z uppfyller sambandet
z =l cos .
Dessutom vet vi att laingderna x, y och z uppfyller likheten
z=x—1.
Stoppar vi in uttrycken for x, y och z sa far vi den trigonometriska ekvationen
¢cosy =acosa —bcosp,
dar endast y dr obekant.

Om vi infor den streckade triangeln nedan sa dr fagelavstdndet mellan A och B
lika med triangelns hypotenusa c.

2B

Ett sdtt att bestimma hypotenusan dr om vi kidnner till triangelns kateter a
och b, for da ger Pythagoras sats att
2 =a®+ 1%

Kateterna, i sin tur, kan vi bestimma genom att infora ytterligare en triang-
el APR, dédr R ar den punkt pa linjen PQ dér den streckade triangelns katet
skér linjen.
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Eftersom vi kédnner till strackan AP och vinkeln vid P ger enkel trigonometri
att den nya triangelns kateter x och y ges av

x=4sin30° =41 =2,

&

y =4c0s30° =4 - = 2/3.

Nu kan vi borja nysta upp 16sningen. I och med att x och y ar framrdknade sa
kan vi bestimma a och b genom att betrakta horisontella och vertikala avstand
i figuren,

a=x+5=24+5=7,

b=12—y=12—-2V3.
12

Med a och b givna ger Pythagoras sats att

c= V212 = \/72+(12—2\/§)2
=49+ (122-2.12-23+ (2V3 )

= /205 — 48v/3 km

~ 11,0 km.




131

4.3 Trigonometriska samband

4.3:1 a) Omviritar ut vinkeln 77/5 i enhetscirkeln sd har den en x-koordinat som
ar lika med cos(7t/5).

I figuren ser vi ocksd att den enda andra vinkel i enhetscirkeln som har

samma cosinusvarde (dvs. samma x-koordinat) dr vinkeln v = —7/5 pa
motsatt sida om x-axeln. For att fd denna vinkels riktning uttryckt med
en vinkel mellan 0 och 27t adderar vi 27T, dvs. vi far vinkeln v = — /5 +
2t =9m/5.

b) Eftersom sinusvardet for en vinkel dr lika med vinkelns y-koordinat i en-
hetscirkeln sa har tva vinklar samma sinusvarde bara niar de har samma
y-koordinat. Ritar vi darfor in vinkeln 77/7 i enhetscirkeln sa ser vi att
den enda vinkel mellan 77/2 och 271 som har samma sinusvarde finns i
den andra kvadranten dér linjen y = sin 7t /7 skér enhetscirkeln.

Av symmetriskdl har vi att denna vinkel dr spegelbilden av vinkeln 7/7
i y-axeln, dvs. bildar vinkeln —7t/7 med den negativa x-axeln och &r
darforo=mn—n/7 =671/7.

c) Tangensvidrdet av vinkeln 277/7 &r riktningskoefficienten av linjen som
bildar vinkeln 27/7 med x-axeln.
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>

*
*
.
7
’
’
12
’
’
7
’
’
7
’

7
’
’
U

Fran figuren ser vi att den vinkel mellan 7t/2 och 27t som ger en linje med
samma lutning som vinkeln 27/7 ar

e, om

(Y 7—|—7T 7

4.3:2 a) Ienhetscirkeln svarar vinkeln 377/2 mot punkten (0, —1) och den vinkel
i intervallet fran 0 till 71 som har samma cosinusviarde som 37t/2, dvs.
x-koordinat 0, ar vinkeln v = 7t /2.

: X =X
| W

b) Skriver vi vinkeln 77t/5 som
/m_ SmA2m - 2
5 5 5
sd ser vi att 77r/5 dr en vinkel i tredje kvadranten.
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4.3:3 a)

b)

Den vinkel mellan 0 och 77 som har samma x-koordinat som vinkeln
71/5, och dirmed samma cosinusvérde, dr spegelbilden av vinkeln 77t /5
i x-axeln, dvs. v = m—2m1/5 = 371/5.

Vinkeln —v &r spegelbilden av vinkeln v i x-axeln och vid en sddan speg-
ling fordndras inte x-koordinaten medan y-koordinaten byter tecken. Det
betyder att om sinv = a sd ar sin(—v) = —a.

>

Vinkeln 7t — v bildar samma vinkel med den negativa x-axeln som vin-
keln v bildar mot den positiva x-axeln och det betyder att 7 — v &r spe-
gelbilden av v i y-axeln.

Vid en sddan spegling fordndras inte vinkelns y-koordinat (medan x-
koordinaten byter tecken) och darfor ar sin(7r — v) = sinv = a.

Med hjdlp av den trigonometriska ettan kan vi uttrycka cosv i termer
av sinov,
2 L2 _ .2
cos’v+sin‘v=1 < cosv==xV1-—sin“w.
Dessutom vet vi att vinkeln v ligger mellan —7t/2 och 77/2, dvs. antingen

i den forsta eller fjarde kvadranten, och déar har vinklar alltid positiv x-
koordinat (cosinusvarde) sa darfor kan vi dra slutsatsen att

cosv:\/l—sinzv:\/l—az.
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d) Vinkeluttrycket 71/2 — v skiljer sig fran 7r/2 lika mycket som —v skiljer
sig fran 0. Detta innebér att 77/2 — v bildar samma vinkel mot den posi-
tiva y-axeln som —v bildar mot den positiva x-axeln.

- <

R

a3as \ v

.
PR NN R N R NN ) 77N EN (VN Y U
“~

» X o > X
/ |

Vinkeln 71/2 — v har dérfor en y-koordinat som dr lika med x-koordinat-
en for vinkeln v, dvs.

. (T
sin E—v = Cos v,

och fr&n deluppgift c vet vi att cosv = /1 — a2. Dérfor &ar
sin(g — v) =V1-—ad2

e) Vinkeln 71/2 4+ v bildar samma vinkel mot den positiva y-axeln som vin-
keln v bildar mot den positiva x-axeln och ddrmed ser vi att x-koordi-
naten for 71/2 4 v &r lika med y-koordinaten for v med ombytt tecken,
dvs.

7T .
cos(E—HJ) = —sInv = —a.

f) I detta fall d&r det nog enklast att anvanda additionsformeln for sinus,

. (T . Tt T
sin §+U :smg-cosv—l—cosg-smv.
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4.3:4

b)

d)

f)

Eftersom sin(71/3) = v/3/2, cos(t/3) = 1/2, sinv = a och cosv =
V1 — 42 s& kan detta skrivas som

sin(g +v> = ?\/1 —a?+ %a.

Den trigonometriska ettan ger oss direkt att

20 =1—cos?v =1 — b2

sin
Anvander vi dterigen den trigonometriska ettan har vi att

2

cos?v+sinfv =1 < sinv= 41— cos?o.

Eftersom vinkeln v ligger mellan 0 och 77 dr sinv positiv (en vinkel i den
forsta eller andra kvadranten har positiv y-koordinat) och dérfor ar

sinv = /1 — cos2v = \/1 — b2.

Formeln for dubbla vinkeln ger att
sin2v = 2sinv cos v,

och frén deluppgift b har vi att sinv = v/1 — b?. Alltsa &r

sin2v = 2bv/1 — b2.

Med formeln for dubbla vinkeln och den trigonometriska ettan kan vi ut-
trycka cos2v i termer av cos v,

2 2 2

c0s 20 = cos*v — sin®v = cos’v — (1 — cos?v)
=2cos’v —1=2b*—1.

Additionsformeln for sinus ger oss att

4

Eftersom vi frén deluppgift b vet vi att sinv = V1 — b? och sedan anvén-
der att cos(7r/4) = sin(7r/4) = 1/v/2 sé far vi att

sin(v—i—g) :\/1—b2~%+b-%.

Vi anvinder additionsformeln for cosinus och kan uttrycka cos(v — 71/3)
i termer av cosv och sinv,

. 7T . 7T LTt
sin v—i—Z :smv-cos——i—cosv-smz.

( 7'() 7'(+ ) . TT
cos(v — =) =Cosv-Cos — +sinv-sin .
3 3 3

I och med att cosv = b och sinv = /1 — b? sa ger detta att

COS(U—%):b-%-l-m-\/Tg.
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4.3:5 En ofta anvand teknik att berdkna cosv och tanv, givet sinusvdrdet av en

spetsig vinkel v, dr att rita in vinkeln v i en ratvinklig triangel som har tva

sidor anpassade sa att just sinv = %

-

Med Pythagoras sats kan vi sedan bestdmma ldngden av den tredje sidan i
triangeln,

2 +52 =72
5 vilket ger att

o . x=+72—-52 =24 =2/6.

X

Dérefter dr det bara att anvanda definitionen av cosinus och tangens,

COSZJ—X—Z\/6
7 7
’canv—§—i
x 26

Anm. Notera att den rdtvinkliga triangeln som vi anvander dr ett hjdlpmedel
och har inget att gora med triangeln som omnamns i uppgiftstexten.

43:6 a) Tanker vi pa vinkeln v som en vinkel i enhetscirkeln sa ligger v i den
fiarde kvadranten och har x-koordinat 3.
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b)

Forstorar vi upp den fjarde kvadranten sa ser vi att vi kan bilda en rat-
vinklig triangel med hypotenusa 1 och en katet lika med 3.

[

I |

S

Med Pythagoras sats gar det att bestimma den aterstdende kateten,
2, (3)2 _ 12
b +(3)" =15

vilket ger att

= == T =1

Eftersom vinkeln v tillhor den fjarde kvadranten dr dess y-koordinat ne-
gativ och darfor lika med —b, dvs.

V7

siny = ——.
4

Sedan har vi direkt att

sin v —\/7/4 V7

t = = = — .
ano COS v 3/4 3

Viritar in vinkeln v i enhetscirkeln, och det faktum att sinv = 13—0 betyder
att dess y-koordinat ar lika med %
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Med den information som &r given kan vi definiera en ratvinklig triangel
i den andra kvadranten som har hypotenusa 1 och vertikal katet =

Yy
A

som ger att

V1 (3)? o1 _ 1./9]
0 1()0 100 O

Detta betyder att vinkelns x-koordinat &r —a, dvs. vi har att

Vo1

COS0O = —T

,_\

och diarmed att

sino  3/10 __3
cosv  —+/91/10 Vo1

Eftersom vinkeln v uppfyller 7 < v < 371/2 sa tillhoér v den tredje kva-
dranten i enhetscirkeln, och vidare ger tan v = 3 att linjen som svarar mot
vinkeln v har riktningskoefficient 3.

Yy
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I den tredje kvadranten kan vi infora en ratvinklig triangel ddr hypotenu-
san dr 1 och kateterna har forhallandet 3 : 1.

/ e

] L[]
:
.
;

a

Utnyttjar vi nu Pythagoras sats pa triangeln sa ser vi att den horisontella
kateten a uppfyller

a* + (3a)* = 1%,
vilket ger oss att

104% = 1, dvs. a=—

Darmed ar vinkeln v:s x-koordinat —1/4/10 och y-koordinat —3 /\/1_0,
dvs.

sinv = —

43:7 a) Uttrycket sin(x + y) kan vi skriva i termer av sin x, cos x, siny och cosy
om vi anvander additionsformeln for sinus,

sin(x +y) = sinx - cosy + cos x - siny.

Faktorerna cos x och cosy géar i sin tur att uttrycka i sinx och siny med
hjdlp av den trigonometriska ettan,

cosx = £1/1—sin2x = +1/1 — (2)* = +1V5,
cosy = +4/1—sin’y = £4/1 — (%)2 = +2V2.

Eftersom x och y &ar vinklar i den forsta kvadranten dr cosx och cosy
positiva, sd vi har i sjdlva verket att

2V/2

cosx——5 och cosy=—
3 y=—3

Sammanlagt far vi

2v/2 W51
— 4 — gz

. 4V2+ 5
sin(x +y) = 3 3 —5

WIN
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Vi skriver om sin(x + y) med additionsformeln,
sin(x +y) = sinx - cosy + cos x - siny.

Om vi anvander samma losningsforfarande som i a-uppgiften anvander
vi sedan den trigonometriska ettan for att uttrycka de obekanta faktorerna
sinx och siny i termer av cos x och cosy,

sinx = £V 1 —cos?x = 44/1 — % +4/1 Zi
siny = £1/1 — cos?y = £4/1 — (2 +4/1— 5%

Vinklarna x och y ligger i den forsta kvadranten och darfor dr bade sin x
och siny positiva, dvs.

ivl,

+
+

Gl

Svaret blir sdledes

s'n(x—i— ) 21 3+2 4 342148
1 = — 0 — —_ . — =
Y= "5 5755 25
. ) - sinv .
Vi skriver om tan v i vansterledet som , och far
CoS v
2 sin?v
tan“v = 5
COS%v

Om vi sedan anvander den trigonometriska ettan,

2

cos?v + sin®v = 1,

2 2

och skriver om cos“v i nimnaren som 1 — sin“v sa far vi det eftersokta

hogerledet. Hela utrdkningen blir

2 sin?v sin?v
tan“v = 5 = 5
Cos“v 1 —sin“v

Eftersom tanv = sinv/cos v kan vénsterledet skrivas med cosv som ge-
mensam namnare,

1 sinv 1 —sinov

COs v COS v COs 0 B COs 0

Nu observerar vi att om vi forldanger med 1 + sinv sd kommer ndmna-
ren innehalla hogerledets nimnare som faktor och dessutom kan tdljaren
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20 = cos?v, dvs.

forenklas med konjugatregeln till 1 — sin
1—sinv 1-sinv 1+sinv
COSU  COSD 1+ sinv
1 — sin®v
cosv(1 + sinv)

cos?v

cosv(1+sinv)

Forkorta sedan bort cos v och vi far svaret

COSZU COS U

cosv(1 +sinv) " 1+sino’

Man skulle kunna skriva tan(u/2) som en kvot mellan sinus och cosinus,
och sedan fortsdtta med formeln for halva vinkeln,

. u
u smE -
tanE— PR
cosE

men eftersom detta leder till kvadratrotter och besvar med att halla re-
da pa réatt tecken framfor rotterna sd kanske det ar enklare att istdllet ga
bakldnges och arbeta med hogerledet.

Vi skriver u som 2 - (u/2) och anvinder formeln f6r dubbla vinkeln, (det-
ta for att vi i slutdnden vill nd hogerledet som har u/2 som argument,)

u u . u

in(2- —) 2 cos = sin &

sinu sm( 5 B cos 7 sin 5
1 u - '
+cos 1+ cos (2 . %) 1+ coszg — sinzg

Skriv sedan talet 1i namnaren som cos?(u/2) + sin?(u/2) med den trigo-
nometriska ettan,

2 cos u sin u 2 cos u sin u
2 2 _ 2 2
u u u U u u
1+ coszz — sin2§ coszz + sinzi + cos2§ — sinzz
2 cos “ sin “ sin “
2 2 2 u

= = = tan —.

u u
2 cosZ— CoSs —
2 2
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d) Det verkar naturligt att forsoka anvanda additionsformeln pa viansterle-
dets tdljare,

cos(u+v)  cosu cosv —sinu sinv

COS U COS TV COS U COS TV
sinu sinv

1>
CcoOsu Ccoso

=1—tanu tano.
Formeln f6r dubbla vinkeln pd sin160° ger att
sin 160° = 2 cos 80° sin 80°.

I hogerledet ser vi att faktorn cos80° har dykt upp, och anviander vi formeln
for dubbla vinkeln pa den andra faktorn sin 80°,

2 c0s80° sin80° = 2 cos 80° - 2 cos40° sin40°,

sa far vi fram ytterligare en faktor cos40°. En sista anvandning av formeln for
dubbla vinkeln pa sin40° ger oss alla tre cosinusfaktorer,

4 cos 80° cos 40° sin40° = 4 cos 80° cos 40° - 2 cos 20° sin 20°.
Alltsd har vi lyckats visa att
sin 160° = 8 cos 80° - cos 40° - cos 20° - sin20°,

vilket ocksa kan skrivas som

o o o sin160°
cos 80" - cos40” - cos20” = Ssin20°"
Ritar vi upp enhetscirkeln ser vi att 160° bildar vinkeln 20° mot den negativa
x-axeln och dérfor har vinklarna 20° och 160° samma y-koordinat i enhetscir-
keln, dvs. det géller att sin20° = sin 160°.

Detta visar att

sin 160° 1
°© . 4: °© . 2 °© = — = —,
cos 80° - cos40° - cos 20 8sin20° 3



143

4.4 Trigonometriska ekvationer

44:1  a)

b)

I enhetscirkelns forsta kvadrant finns en vinkel med sinusvardet % och
detdr v = 7t/6.

Av figuren ser vi ocksa att det finns ytterligare en vinkel med samma si-
nusvdrde i den andra kvadranten. Den vinkeln bildar av symmetriskal
samma vinkel mot den negativa x-axeln som v = /6 bildar mot den
positiva x-axeln, dvs. den andra vinkeln dr v = 7w — 71/6 = 571 /6.

Den enklaste vinkeln att komma fram till &r v = /3 i den forsta kva-
dranten. Nér vi sedan ritar upp enhetscirkeln ser vi att vinkeln som bildar
samma vinkel mot den positiva x-axeln som v = 7r/3 men &dr under x-
axeln ocksa har cosinusvardet % (samma x-koordinat).

Det finns alltsd tva riktningar med vinklar v = 77/3 resp. v = —71/3 i
enhetscirkeln med cosinus lika med % . Eftersom vi ska svara med vinklar
mellan 0 och 27t adderar vi 27 till den negativa vinkeln och far svaret
v=mn/3ochv=—m/3+2m=>5mr/3.

Det finns bara en vinkel mellan 0 och 27t dar sinusvardet ar lika med 1
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och det 4r nar v = 7t /2.

d) Eftersom tanv = sinv/cosv sd ger villkoret tanv = 1 att sinv = cosv,
dvs. vi soker vinklar i enhetscirkeln dar x- och y-koordinaterna é&r lika.

Efter att ha ritat upp enhetscirkeln och linjen y = x ser vi att det finns tva
vinklar som uppfyller detta villkor: v = t/4 och v = w4 t/4 = 57 /4.

7|
’
.
7

e) Det finns ingen vinkel v som ger cosv = 2 eftersom cosinusvérdet alltid
ar begrédnsat till mellan —1 och 1.

n/A
* >x

Yy
f

!

i
%

f) Ekvationen sinv = —% kan vi Oversatta till att vi soker de vinklar i en-
hetscirkeln med y-koordinat — % Jamfor vi detta med problemet vi hade
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i deluppgift a ddr vi sokte vinklar som uppfyller sinv = +7 sd ér situatio-
nen densamma men nu ligger vinklarna spegelsymmetriskt under istéllet
for over x-axeln.

De tva vinklar som uppfyller sinv = —% ligger i tredje och fjarde kva-
dranten ochdr v =27 — 71/6 = 11w/6 ochv =7+ 71/6 = 77 /6.

g) En snabb skiss av enhetscirkeln och linjen y = —x/1/3, som motsva-
rar tangensvardet —1/1/3, visar att det finns tva vinklar som uppfyller
tanv = —1/4/3. En av vinklarna ligger i fjarde kvadranten och den andra
vinkeln dr den motsatta vinkeln i den andra kvadranten.

y

Vi kan dérfor begransa oss till den fjarde kvadranten och rita in en hjalp-
triangel for att bestimma vinkeln dar.
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Om vi kallar den nérliggande kateten till vinkeln « for x, da ger det fak-
tum att tanv = —1/4/3 att den motstiende kateten har langd x/ V3.

.

Pythagoras sats ger att

X2+ (%)2 =12,

och denna ekvation har 16sningen x = V/3/2, vilket betyder att

V3/2 V3
1 27

dvs. & = 71/6. Eftersom vinkeln v i fjirde kvadranten dr komplementet

till & ar v lika med

cosx =

T 1lmx
v:2n—a:2n—g:T.
Drar vi ifran ett halvt varv, vinkeln 7, far vi den andra vinkeln,
117 57
V= o=

44:2 a) Viritar upp enhetscirkeln och markerar de vinklar som pé cirkeln har y-
koordinat v/3/2 for att se vilka 16sningar som finns mellan 0 och 27t.

I den forsta kvadranten kdnner vi igen x = 71/3 som den vinkel som
har sinusvérdet v/3/2, och sedan har vi den spegelsymmetriska 16sning-
en x = 7 — 71/3 = 271/3 i den andra kvadranten.
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Var och en av de tvd losningarna dterkommer sedan varje varv, s den
fullstandiga l6sningen far vi om vi lagger till multiplar av 27,

2
X = z—|—2n7r och x= ?n—t—Znn,

3

ddr n dr ett godtyckligt heltal.

Anm. Nér vi skriver att den fullstindiga 16sningen ges av

2
xzz-l—Znn och x=—n—|—2n7r

3

3

sa betyder det att for varje heltalsvarde pd n far vi en 16sning till ekvatio-

nen.

n==0 x=rm/3,

n=-1: x=mn/3+(-1) 27,
n=+1: x=mn/3+1-2m,
n=-2: x=mn/3+(-2)-2m,
n=+2: x=rm/3+2-2m,

x=2m/3
x=2m/3+(-1) 27
x=2m/3+1-2m
x=2m/3+(-2) 27
x=2m/34+2-2m

b) Ekvationen cosx = % har i forsta kvadranten 16sningen x = 71/3 och
sedan den symmetriska 16sningen x = 27 — 71/3 = 57/3 i den fjarde

kvadranten.

Lagger vi till multipler av 277 till dessa tva losningar sa far vi alla 16sning-

ar,

X = %—I—Zrzn och x= S?H—I—Znn,

dér n ar ett godtyckligt heltal.

c¢) Det finns tva vinklar, x = 0 och x = 7, i enhetscirkeln som har sinus-
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vardet 0.

> <

Den fullstindiga 16sningen far vi ndr vi lagger till multipler av 27,
x=0+4+2nm och x=7m+2nrm,
dér n &r ett godtyckligt heltal.

Anm. Eftersom skillnaden mellan 0 och 7 &r ett halvt varv upprepas 16s-
ningarna varje halvvarv och de kan sammanfattas i ett uttryck

x=0+nm,
dér n dr ett godtyckligt heltal.

Forutom att det stdr 5x sd har vi en vanlig trigonometrisk grundekva-
tion av typen siny = a. Om vi bara intresserar oss for 16sningar som
uppfyller 0 < 5x < 271 sd ger en skiss av enhetscirkeln att det finns
tva sddana losningar: 5x = /4 och den spegelsymmetriska 16sning-
en 5x = m— /4 =3m/4.

Ekvationens samtliga losningar fas sedan av alla 5x som skiljer sig fran
ndgon av dessa tva losningar med en multipel av 27,

5x = g—i—ZnTC och 5x = 3Z7T4—2n7t,
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f)

dér n &r ett godtyckligt heltal. Dividerar vi bada led med 5 sé far vi 16s-
ningarna uttryckta for x ensamt,

o 2nm 3t 2nm
. =4+ == ligt heltal).

X =55 + 5 och x 0 5 (n godtyckligt heltal)
Detta dr ndstan exakt samma ekvation som i deluppgift d. Vi bestimmer
forst 1osningarna till ekvationen ndr 0 < 5x < 27, och enligt enhetscir-
keln finns tvd sddana losningar: 5x = 71/6 och 5x = m — /6 = 571/6.

Resterande 16sningar far vi fram genom att lagga till multipler av 27t till
ovanstdende tva losningar,

5x = %+2n7t och 5x = 5%—%21171,

dér n ar ett godtyckligt heltal, eller om vi dividerar med 5,

7T 2nT’ T 2nm .
X =35 + = och x = 3 + = (n godtyckligt heltal).
Enligt enhetscirkeln har ekvationen cos3x = —1/\/§ tva 16sningar som

uppfyller 0 < 3x < 2,

—l—g:3—ﬂ och 3x:n+zz—.

4 4 4
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De 6vriga losningarna far vi genom att lagga till multipler av 27,

3x = 3—7T—|—2n7r och 3x = %—FZWI,

4
det vill sdga
x_z 2nr h x_57r 2nrt
Ty T3 Y YTty

dér n ar ett godtyckligt heltal.

Hogerledet i ekvationen dr en konstant sa ekvationen &r faktiskt en vanlig
trigonometrisk grundekvation av typen cos x = a.

I detta fall kan vi direkt se att en 16sning dr x = 71/6. Dérefter foljer fran
enhetscirkeln att x = 2t — 71/6 = 1171/6 ar den enda andra 16sningen
mellan 0 och 27r.

> <<

Alla 16sningar till ekvationen far vi om vi lagger till multipler av 27 till
de tvd l6sningarna ovan,

11
X = %+2n7‘[ och x= Tn—i—Znn,

dér n ar ett godtyckligt heltal.

Vi ser direkt att x = 71/5 dr en 16sning till ekvationen, och med enhetscir-
keln kan vi ocksa dra slutsatsen att x = 7w — 7t/5 = 47/5 ar den enda
ytterligare 16sningen mellan 0 och 27t.
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d)

Samtliga losningar till ekvationen far vi nédr vi adderar pa heltalsmultipler
av 27,

4
X = §+2n7'c och x= g+2n7r,

dér n ar ett godtyckligt heltal.

Om vi behandlar hela uttrycket x 4 40° som en obekant sa har vi en tri-
gonometrisk grundekvation och kan med hjélp av enhetscirkeln se att det
finns tva 16sningar till ekvationen for 0° < x 4 40° < 360°, ndmligen
x +40° = 65° och den symmetriska losningen x + 40° = 180° — 65° =
115°.

Sedan &r det enkelt att stdlla upp den allmédnna losningen genom att lagga
till multipler av 360°,

x +40° = 65°4+n-360° och x+40°=115°+n-360°,
for alla heltal n, vilket ger att
x =25°4+mn-360° och x=75"+n-360°.

Forst observerar vi frdn enhetscirkeln att ekvationen har tva losningar
for 0° < 3x < 360°,

3x =15° och 3x =180° —15° = 165°.

Yy Yy
[ R N I R R N
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Detta betyder att ekvationens samtliga l0sningar &r
3x =15°+mn-360° och 3x =165°+n-360°,
for alla heltal n, dvs.

x=D5°4+n-120° och x =55°+mn-120°.

4.4:4 Planen dr att vi forst tar fram den allménna losningen till ekvationen och sedan
ser vilka vinklar som ligger mellan 0° och 360°.

Borjar vi med att betrakta uttrycket 2o 4 10° som en obekant sa har vi en vanlig
trigonometrisk grundekvation. En 16sning som vi kan se direkt &r

2v +10° = 110°.

Det finns sedan ytterligare en 16sning som uppfyller 0° < 2v 4 10° < 360°,
namligen ndr 2v + 10° ligger i den tredje kvadranten och bildar samma vinkel
mot den negativa y-axeln som 110° bildar mot den positiva y-axeln, dvs. 2v +
10° bildar vinkeln 110° — 90° = 20° mot den negativa y-axeln och ar foljdakt-
ligen

20 4 10° = 270° — 20° = 250°.

Nu dr det enkelt att stdlla upp den allmédnna losningen,

20+ 10° = 110° +n - 360°,
20+ 10° = 250° + n - 360°,

dér n &r ett godtyckligt heltal, och l6ser vi ut v fas

v =50°+n-180°,
v =120° +n - 180°.
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For lite olika vdrden pa heltalet n ser vi att motsvarande l6sningar &r:

n=-2: v=>50°-2-180° = —-310°, v =120°—2-180° = —240°
n=-1 v=>50°—-1-180° = —130°, v =120°—1-180° = —60°
n==0: v=>50°40-180° = 50°, v =120° +0-180° = 120°
n=+1: v=>50°+1-180° = 230°, v =120° +1-180° = 300°
n=+2: v=>50°+2-180° = 410°, v =120° +2-180° = 480°
n=+3: ©v=>50°+23-180° = 590°, v =120° + 3 - 180° = 660°

Fran tabellen ser vi att de 16sningar som finns mellan 0° och 360° &r

v=0>50°, v=120°, ©v=230° och v =300°.

44:5 a) Omviforen stund betraktar likheten
sinu = sinwv, (%)

dér u har ett fixt varde, sd finns vanligtvis tvd vinklar v i enhetscirkeln
som gor att likheten ar uppfylld,

v=u och v=7m—u.

(De enda undantagen ar ndr u = 7t/2 eller u = 37/2 dd u och ™ —u
svarar mot samma riktning och det bara finns en vinkel v som uppfyller
likheten.)

Alla vinklar v som uppfyller () far vi genom att ldgga till multipler
av 27,
v=u+2nmwt och v=m—u+2nrn,

ddr n &r ett godtyckligt heltal.
Gar vi nu over till var ekvation,

sin3x = sin x,
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sd visar resonemanget ovan att ekvationen bara ar uppfylld nar
3x =x+2nm eller 3x=7m—x+2nm.

Loser vi ut x ur respektive likhet fas den fullstandiga 16sningen till ekva-
tionen,

x=0+nrm,

T nm (n godtyckligt heltal).
X = — RN

4 27

Lat oss forst undersoka nar likheten
tanu = tano

ar uppfylld. Eftersom tanu kan tolkas som lutningen (riktningskoeffici-
enten) av linjen som bildar vinkeln # med den positiva x-axeln ser vi att
for ett fixt varde pa tanu finns tva vinklar v i enhetscirkeln med denna
lutning,

v=u och v=u-+r.

Vinkeln v upprepar sedan denna lutning varje halvt varv, s om vi lagger
till multipler av 7t till u far vi alla vinklar v som uppfyller likheten,

v=u-+nrm,

dér n ar ett godtyckligt heltal.
Applicerar vi detta resultat pa ekvationen

tanx = tan4x
sa ser vi att 1dsningarna ges av
dx = x +nrm,

dér n &r ett godtyckligt heltal, och 16ser vi ut x ur detta samband fas

x = %T (n godtyckligt heltal).
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c) Enlikhet av typen
COS U = COSV

ar for ett fixt virde pd u uppfyllt av tva vinklar v i enhetscirkeln,

v=u och v=-—u.
Y Y
A A 3

Detta betyder att alla vinklar v som uppfyller likheten ar
v=u+2nm och v=—-u+2nrm,

dér n dr ett godtyckligt heltal.
Ekvationen cos5x = cos(x + 71/5) har dérfor 1osningarna

5x=x+g+2nn,

5x = —x—g—i—Znﬂ.

Samlar vi x ensamt i ena ledet far vi till slut

7T nrt

X=—+—,
20 " 2 .
o onm (n godtyckligt heltal).
ST

4.4:6 a) Flyttar vi6ver allt till vansterledet,
sinxcos3x —2sinx =0,

sd ser vi att bdda termerna har sin x som en gemensam faktor som vi kan
bryta ut,
sinx(cos3x —2) = 0.

I denna faktoriserade variant av ekvationen ser vi att ekvationen har en
16sning endast ndr nadgon av faktorerna sin x eller cos 3x — 2 ar noll. Fak-
torn sinx dr noll for alla x som ges av

X = nm, (n godtyckligt heltal),
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(se uppgift 4.4:2c). Den andra faktorn cos3x — 2 kan aldrig vara noll ef-
tersom cosinusvéardet alltid ligger mellan —1 och 1, vilket ger att cos 3x —
2 som storst dr lika med —1.

Alltsd ar 16sningarna x = nrr.

Efter att ha flyttat Over termerna i vénsterledet,

\/fsinxcosx—cosx =0,

ser vi att den gemensamma faktorn cos x kan brytas ut,

cosx(V/2sinx —1) =0,

och att ekvationen bara dr uppfylld om dtminstone en av faktorerna cos x
eller v/2sinx — 1 &r noll. Vi har alltsa tva fall:

cosx = 0:

\/Esinx—l =0:

Denna grundekvationen har l6sningarna x = 7/2 och
x = 37/2 i enhetscirkeln och fran detta har vi att den
allmdnna lésningen ar

X = E+2n7r och x= 3—7T+2n7t,
2 2
dar n ar ett godtyckligt heltal. Eftersom det skiljer 7
mellan vinklarna 7r/2 och 37r/2 kan 16sningarna ock-
sa sammanfattas som
X = g +nm, (n godtyckligt heltal).

Mbblerar vi om i ekvationen sa far vi grundekvationen
sinx = 1/4/2 som har l6sningarna x = /4 och x =
37t/4 i enhetscirkeln och darmed &ar den allmdnna 16s-
ningen

3
X = g—FZnn och x= IN—FZTZT(,

dér n ar ett godtyckligt heltal.

Sammantaget har den ursprungliga ekvationen 16sningarna

x=r7/4+2nrm,
xX=7mn/2+nrm, (n godtyckligt heltal).
x =3m/4+2nr,

Om vi anvédnder det trigonometriska sambandet sin(—x) = —sinx sa
kan ekvationen skrivas som

sin2x = sin(—x).
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4.4.7

a)

I a-uppgiften sdg vi att en likhet av typen sinu = sinv dr uppfylld om
u=v+2nm eller u=m—v+2nrm,

ddr n ar ett godtyckligt heltal. Detta far som konsekvens att 16sningarna
till ekvationen uppfyller

2x = —x+2nm eller 2x = — (—x) +2nm,
dér n &r ett godtyckligt heltal, dvs.
3x =2nm eller x =m+2nm.

Losningarna till ekvationen ar alltsa

ligt heltal).
N (n godtyckligt heltal)

{ x =2nm/3,

Skarskadar vi ekvationen ser vi att x bara forekommer som sin x och da
kan det vara lampligt att istdllet for att forsoka 16sa ekvationen direkt for x
gora ett mellansteg och 16sa den for sin x.

Skriver vi t = sinx och betraktar t som en ny obekant sa blir ekvationen
22 +t=1

ndr den uttrycks helt i ¢. Detta dr en vanlig andragradsekvation dér vi,
efter division med 2, kvadratkompletterar vansterledet,

2,1 1 _ 1\2 1\2 1
Eagt—a=(t+3)"-(1) —2
_ 1\2 9
=(t+1)" 16
och da far ekvationen )
1\2 9
(t+3)" =1
som har l6sningarna t = —}Lj: \/19—6 = —}li%,dvs. t = —}14—% = %

ocht:—%—%:—l.

Eftersom t = sin x betyder detta att de x som uppfyller ekvationen i upp-
giftstexten nodvandigtvis uppfyller ndgon av grundekvationerna sinx =
% eller sinx = —1.

: Denna ekvation har losningarna x = /6 och x = 71— 7/6 =
57/6 i enhetscirkeln och den allmdnna 16sningen ar

sinx =

NI—

x:%+2n7'[ och x:%-[+2n7'[,

dar n ar ett godtyckligt heltal.
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sinx = —1: Ekvationen har bara en 16sning x = 37t/2 i enhetscirkeln
och darfor dr den allmédnna l6sningen

37T
= — 42
X 2+n7r,

dér n &r ett godtyckligt heltal.

Samtliga 16sningar till ekvationen &r

x=7m/6+2nrm,
x=5m1/6+2nr, (n godtyckligt heltal).
x=3m/2+42nm,

2

Om vi anvédnder den trigonometriska ettan och skriver sin“x som 1 —

cosZx s& blir hela ekvationen skriven i termer av cos x,
2(1 — cos?x) —3cosx =0,

eller lite omstuvad,
2cos’x +3cosx — 2 = 0.

Nar vi val har ekvationen helt uttryckt i cos x kan vi inféra en ny obe-
kant t = cosx och losa ekvationen med avseende pd t. Uttryckt i ¢ ar
ekvationen

22 +3t—2=0
och denna andragradsekvation har losningarna t = % och t = 2.

I termer av x betyder detta att antingen dr cosx = % eller sa dr cosx =
—2. Det forsta fallet intréffar nar

X = ig +2nr, (n godtyckligt heltal),

medan ekvationen cosx = —2 saknar helt 16sningar (cosinusvarden lig-
ger alltid mellan —1 och 1).

Svaret ar alltsa att ekvationen har ldsningarna
X = i;—r +2nr, (n godtyckligt heltal).

Vill vi losa ekvationen cos 3x = sin4x sd behover vi ett hjdlpresultat som
sdger for vilka u och v som likheten cosu = sinv géller, men for att
komma dit mdste vi utga fran likheten cosu = cosv.

Allt borjar alltsd med att vi tittar pd likheten

COsU = COS 0.



159

I enhetscirkeln vet vi att for ett fixt u sd finns det tva vinklar v = u
och v = —u som har cosinusviardet cos 1, dvs. x-koordinat lika med cos u.
Y y
A \
\ \w

Tank nu att hela enhetscirkeln roteras motsols vinkeln 77/2. D4 kommer
linjen x = cosu 6verga till linjen y = cosu och vinklar # och —u roteras
till u 4 7t/2 resp. —u + /2.

Vinklarna u + 7w/2 och —u + 7r/2 har alltsd y-koordinat, och ddarmed
sinusvérde, lika med cos 1. Med andra ord géller likheten

cosu = sinv

for fixt varde pa u exakt ndr v = +u + 71/2, och mer allmént nér
v =tu-+ g +2nrm, (n godtyckligt heltal).

For véar ekvation cos3x = sin4x medfor detta resultat att x maste upp-
fylla

Ay = +3x + g + 2n.

Detta betyder att 16sningarna till ekvationen ar

(n godtyckligt heltal).

x=7/2+2nrm,
x=rmn/14+2nm/7,
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Anviander vi formeln for dubbla vinkeln, sin2x = 2sin x cos x, och flyttar
over alla termer i védnsterledet sa blir ekvationen
2sinxcosx — v2cosx = 0.
Da ser vi att vi kan bryta ut faktorn cos x ur bada termerna,
cosx(2sinx —v2) =0,

och pa sa sdtt dela upp ekvationen i tva fall. Ekvationen &dr uppfylld an-
tingen om cos x = 0 eller om 2sinx — /2 = 0.

cosx = 0: Denna ekvation har den allmédnna 16sningen

X = g +nm, (n godtyckligt heltal).

2sinx — /2 = 0: Samlar vi sinx i véansterledet far vi grundekvationen
sin x = 1/v/2 som har den allminna 16sningen

= /4 + 2nm,
{x 7/t anm (n godtyckligt heltal).

x =3m/4+2nrm,
Hela ekvationen har den fullstindiga 16sningen

x=7/4+2nm,
x =7m/2+2nm, (n godtyckligt heltal).
x =3m/4+2nrm,

Forutsatt att cos x # 0 sa kan vi dela bada led med cos x och fa

Sy _ V3, dvs. tanx = /3.
CoS X

Denna grundekvation har l6sningarna x = 71/3 4+ n7t for alla heltal .
Om déremot cosx = 0 sd ar sinx = =+1 (rita upp enhetscirkeln) och
ekvationen kan inte ha ndgon sadan l16sning.

Ekvationen har alltsa 16sningarna

x=rm/3+nm, (n godtyckligt heltal).

Nér man har en trigonometrisk ekvation som innehaller en blandning av
olika trigonometriska funktioner sa kan en anviandbar strategi vara att
skriva om ekvationen sa att den bara &ar uttryckt i en av funktionerna.
Ibland &r en sddan omskrivning inte helt ldtt att komma pd, men i det-
ta fall 4r en framkomlig vag att vi ersétter talet 1 i vansterledets téljare
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med cos’x + sin?x enligt den trigonometriska ettan. Detta gor att ekva-
tionens vansterled kan skrivas som

1 cos?x+sin®x sinZx

cos?x cos2x - cos2x

=1+ tanZx

och ekvationen &r da helt uttryckt i termer av tanx,
1+ tan’x = 1 — tan x.

Sétter vi t = tanx sa ser vi att ekvationen dr en andragradsekvation i ¢
som efter forenkling ar 2 + + = 0 och har rétterna t = 0 och t = —1. Det
finns alltsd tvd mojliga varden pd tanx: tanx = 0 eller tanx = —1. Den
forsta likheten ar uppfylld ndr x = n7 for alla heltal n och den andra
likheten nédr x = 37t/4 + nm.

Samtliga 16sningar till ekvationen &r

X =nrm, .
dtyckligt heltal).
{x:37r/4—|—n7r, (n godtyckligt heltal)
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Matematiska formler i KTEX

Dessa enkla matematiska uttryck skriver vi i IXIEX pd samma sdtt som de star.

a)
b)

<)
d)
a)

b)

d)

b)

2-3+4

-1+0,3
-5-(-3)=-5+3
5/2+1>5/(2+1)

Det finns tva specialtecken - och =+ i uttrycket 3 -4 4+ 4 och dessa tva tec-
ken skrivs med ETEX-kommandona \cdot resp. \pm. Kodningen av hela
uttrycket blir darfor

3\cdot 4\pm 4.

Exponenter skrivs i XIEX genom att anvdnda ~ framfor exponenten. Dar-
for blir den forsta termen 4x~2 i IfIgX-syntax. Kvadratroten skrivs med
kommandot \sqrt foljt av det som ska sta under rottecknet inom klam-
merparenteser. Den andra termen ges darfor av \sqrt{x}. Sammantaget
har vi

4x~2-\sqrt{x}.

Specialtecknen > och - far vi fram med kommandona \ge resp. \cdot,
och exponenterna med tecknet ~ framfor exponenten. Detta betyder att
hela uttrycket blir

4\cdot 3"n\ge n~3.

Det finns inga konstigheter i detta uttryck utan vi skriver det direkt som

3-(5-2)=-(-3+5-2).

For att 4 ett (stort) byggt brak i IXTEX anvédnder vi kommandot \dfrac{}{}
dér vi fyller i tdljaren inuti den forsta paret av klammerparenteser (i IXTEX-
syntax) och ndmnaren inuti det andra paret av klammerparenteser. Ut-
trycket kan darfor skrivas som

\dfrac{x+1}{x"2-1} = \dfrac{1}{x-1}.

Deluttrycket ; i den fOrsta parentesen tar vi hand om genom att skriva
\dfrac{5}{x}. Ett forsta forsok till XTgX-kod &r darfor

(\dfrac{5}{x}-1) (1-x),

men det ger ett resultat dar det forsta parentesparet inte &r lika stort som

uttrycket det innesluter,

-1 -x).
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5.1:4

d)

a)

Vi dtgardar detta genom att lagga till \1eft och \right framfor véanster-
resp. hogerparentesen som vi vill ha skalbara, dvs.

\left (\dfrac{5}{x}-1\right) (1-x).

Uttrycket bestdr av ett huvudbrak dar % ar téljare och % + }L dr ndmnare.
Vér forsta ansats dr darfor utga fran

\dfrac{}{}.

I det forsta argumentet (inuti det forsta paret av klamrar) ska vi fylla i
taljaren och eftersom det ar ett sifferbrak skriver vi det som ett litet byggt
brdk med kommandot \frac{1}{2} (1 &r téljare och 2 &r ndmnare). Alltsd

\dfrac{\frac{1}{2}}{}.

Notera hur vi alltsd har ett brak inuti ett bradk. Det aterstdr att fylla i nam-
naren i huvudbraket och den fér vi fram pa liknande sitt med \frac, nam-
ligen \frac{1}{3}+\frac{1}{4}. Svaret blir

\dfrac{\frac{1}{2}}{\frac{1}{3}+\frac{1}{4}}.

Detta uttryck dr ganska komplicerat och krdver att vi tanker i steg. Till att
borja med bestar uttrycket av ett huvudbrak,

1
ndgonting’

En borjan ar dérfor att vi skriver
\dfrac{1}{}.
Namnaren bestar i sin tur av ett brak som kan skrivas som
1+\dfrac{1}{1+x}.

Stoppar vi in detta uttryck som ndmnarargument till huvudbréket far vi
hela uttrycket,

\dfrac{1}{1+\dfrac{1}{1+x}}.

De trigonometriska funktionerna sin och cos skrivs med kommandona
\sin resp. \cos. Vi kan darfor koda uttrycket i IXIEX som

\sin~2 x + \cos x.

Observera att det dar nodvandigt med ett mellanslag efter kommandot
\cos.
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Argumentet till cosinus i hogerledet ar ett stort byggt brak som vi ges
av \dfrac{3\pi}{2}, ddr \pi ger den grekiska bokstaven 7r. Darmed kan
hela uttrycket skrivas som

\cos v = \cos\dfrac{3\pi}{2}.

Kommandona \cot och \tan ger de trigonometriska funktionerna cot och
tan. Vi har ett brak i hogerledet och anvdnder \dfrac dar. Vi far

\cot 2x = \dfrac{1}{\tan 2xI}.

Borjar vi med viénsterledet sa bestar det dels av den trigonometriska funk-
. u . .
tionen tan, dels av argumentet 5 Funktionen tan skrivs som \tan och

argumentet, som &r ett brak, som \dfrac{u}{2}. Vénsterledet ar darfor
\tan\dfrac{u}{2} i XIEX-syntax.

Fortsdtter vi med hogerledet sa har vi ett huvudbrdk dar sinu ar téljare
och 1+ cosu dr ndimnare. Tdljaren kan vi skriva som \sin u och ndmna-
ren som 1+\cos u. Hela hogerledet blir

\dfrac{\sin u}{1+\cos u}.
Totalt far vi

\tan\dfrac{u}{2} = \dfrac{\sin u}{1+\cos u}.

Rottecknet (/) f&r vi fram genom att skriva \sqrt{} dér det som ska std
under rottecknet ska sta innanfor klammerparenteserna. Eftersom argu-
mentet till kvadratroten &r 4 + x2, som skrivs som 4+x~2, blir hela uttryc-
ket \sqrt{4+x~2}.

Den n:te roten ur x skriver man som \sqrt [n]{x} och darfor blir hela
uttrycket

\sqrt [n]{x+y} \ne \sqrt[nl{x} + \sqrt(nl{y},
dér \ne &r tecknet #.

Viansterledet dr “roten ur roten ur 3”. Som argument till det yttre rotteck-
net har vi alltsd v/3 som vi skriver som \sqrt{3}. Vi skriver darfér vins-
terledet som \sqrt{\sqrt{3}} och hela uttrycket som

\sqrt{\sqrt{3}} = \sqrt[4]1{3}.

Delar vi upp uttrycket i mindre delar sa far vi deluttryck som ar enklare
att oversatta till IXTgX. Vi har att

e /3 gesav \sqrt[4]1{3},
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5.1:6

5.1:7

b)

d)

o 2+.2 ges av 2+\sqrt{2}.

Uttrycket v/3 ska vi ha skalbara parenteser kring och upphdja till 3 s det
deluttrycket blir

\left (\sqrt[4]{3}\right) 3.

Uttrycket 2 + /2 ska std under ¢/~ som skrivs som \sqrt [3]1{} och dar-
for ar v/2 + /2 i IBIEX-form:

\sqrt [3]{2+\sqrt{2}}.
Allt som allt far vi

\left (\sqrt [4]{3}\right) ~3\sqrt [3]1{2+\sqrt{2}}.

Den naturliga logaritmen In skrivs som \1n och med specialtecknet -
(\cdot) blir kodningen rattfram,

\1ln (4\cdot 3) = \1ln 4 + \1ln 3.

Genom att In skrivs som \1n och # som \ne sa kan hela uttrycket skrivas
som
\1n (4-3)\ne \1n 4 - \1n 3.

Tvalogaritmen log, far vi fram genom att anvianda kommandot \log for
den allménna logaritmen log, och sedan hianga pa ett index 2 med _2, dvs.
log, skriver vi som \log_2.
Hogerledet &r ett brak (\dfrac) mellan In4 (\1n 4) och In2 (\1n 2), dvs.
det kan skrivas som \dfrac{\1n 4}{\1n 2}.
Svaret blir

\log_2 4 = \dfrac{\1ln 4}{\1n 2}.

Genom att anvdnda indexet 2 pa den allmédnna logaritmen log (\1og) kan
exponenten i vdnsterledet skrivas som \log_2 4 och allting som

2~{\log_2 4} = 4.

Vi mdste omge exponenten med klamrar eftersom den bestdr av fler &n en
symbol.

Om vi gdr igenom uttrycket fran vanster till hoger ser vi forst att expo-
nenten till 4 dr ett byggt brak % och det dr béttre om det braket skrivs med
ett snedstreck, dvs. vi borjar med 4~{3/4}. Vidare saknar nésta deluttryck
en avslutande hogerparentes. Vi borde alltsa skriva

4~{3/4}(1-(3-4)).
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Ett klassiskt fel dr att anvdanda * som multiplikationstecken. Vanligtvis
anviander man - (\cdot) men i detta fall kan vi utelamna tecknet helt och
héllet. Nasta fel ar att kommandot \sqrt saknar det inledande omvénda
snedstrecket och att vanliga parenteser anviands for argumentet (det ska
vara klammerparenteser). Ett béttre satt att skriva uttrycket pd ar

2\sqrt{a+b}.

Kommandon foregés alltid av omvanda snedstreck (\) i KIEX. Darfor ska
cotx skrivas som \cot x, och observera mellanslaget efter \cot.

Dérefter har vi i hogerledet ett sifferbrdk som normalt sett ska vara li-
tet och darfor skrivas med \frac, dvs. \frac{1}{2}. Den trigonometriska
funktionen sin skrivs inte som Sin utan som \sin. Till sist ska gradteck-
net (°) skrivas som ~{\circ}.

Med dessa korrektioner blir koden

\cot x = \frac{1}{2}\sin 20~ {\circ?.
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5.2 Matematisk text

5.2:1

a)

b)

Nar man forkortar bort tanx fran bdda led i ekvationen finns risken att
l6sningarna som uppfyller tanx = 0 forsvinner. Ekvationen till hoger
kan ddrmed ha farre 16sningar dn den till vanster. Du ska darfor anvanda
pilen <.

Anm. Det spelar ingen roll att det senare visar sig att bdda ekvationerna
har exakt samma losningar. Det dr vad du vet ndr du forkortar bdda led
som avgor vilken pil som anvéands.

Kvadrering av bada led i en ekvation kan introducera nya s.k. falska rotter.
Ekvationen till hoger kan déarfor ha l6sningar som ekvationen till vanster
saknar. Anvand pilen = for att indikera detta.

Omskrivningen av x2 — 6x som (x — 3)2 — 9 &r fullt korrekt och &ndrar
inte ekvationens 16sningsméngd. Darfor ska pilen < stoppas in mellan
ekvationerna.

5.2:2  Kommentarer:

Till att bdrja med visas att Monikas (den fiktiva personens) rékning ar
korrekt ner till sista steget dar hon gjort fel. 2“
et

—

3 3y 1
cosxtan— = ————
. 2 tanx + colZx
@

L . . .
VLs namnare multiplicerat till bida lad.

3x ~
cosxtan—I(tanx + cot2x) = 1

(Vi anmaérker bara pa fel forsta gdngen de forekommer.)

. Alla fristdende formler ska ha en viss indragning.

. Hanvisa inte till den fiktiva personen i uppgiftstexten utan skriv en sjalv-

standig 16sning.

. Ta bort punkten pa slutet. Formeln som foljer efter texten ska inga i me-

ningen (vilket betyder att meningen behover skrivas om).

. Glom inte att kommandon startar med ett omvant snedstreck (\) i KXTEX.

Skriv t.ex. \cos istillet for cos.

. Undvik ovanliga forkortningar. Dessutom dr det hogerledets ndmnare

som multipliceras till bada led.

En forbéattrad 16sning skulle kunna vara:
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Wi bdrjar l6sa ekvationen

3x 1
cosx tan — = —
2 tanx + cotZx
genom att multiplicera bada led med hagerledets namnare

o
DX

cosx tan —(tanx + cot2x) = 1.

Lo

A

5.2:3 Kommentarer:

- =N
A2 . S, 1 . L . 3
(1 - (sindx + sin2x)- cosx” + - - (sindx + sin 2x) sin x* — sin2x - sin x* = ;
@ )
—=Mu kan vi faktorisera parenteserna da dom ar likadana till
1 ., 1 - o . : :
li= sindx + = sin2x) - (cosx= + sinx®) och i och med trigonometriska ettan
far vi (cosx® + sinx®) = 1 s d3 ser ekvationen ut s3 har:(§)
= =
)]
1 1 ] P P g 2 S —
— -(5in4x + sin2x) — sin 2x - sinx* = —(7)
2 4 =

(Vi anmdrker bara pa fel forsta gdngen de forekommer.)

0. Alla fristdende formler ska ha en viss indragning.

1. Numeriska brdk sdsom 1/2 ska normalt sett skrivas som ett litet byggt

1
brdk 1 och inte som ett stort byggt brak 5

2. Ta bort onddiga multiplikationstecken.

2 2

3. Det dr matematiskt fel att skriva cos x* ndr man egentligen menar cos“x.

4. Ta bort de inledande "---". De anvénds troligen for att framhéva texten
men det gors battre genom att skriva fristdende formler med en viss in-
dragning.

5. Ta bort onddiga parenteser.
6. Ta bort onddigt kolon.

7. Avsluta meningen med en punkt efter den fristdende formeln.

En forbéattrad 16sning skulle kunna vara:
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iisin4x + sin2x) cos” x + L(sindx + sin2x)sin” x — sin2x sin” x = _31 .

Mu kan vi faktarisera ut parentesen fran de tva farsta termerna i
vansterledet ach vi fir d3 i(sin4x + sin 2x)(cos” x + sin” x). Med hjslp av

den trigonometriska ettan cos™ x + sin” x = 1 kan ekvationen direfter
skrivas som

(sin4x + sin2x) — sin2xsin" x = 2.

5.2:4 Kommentarer:

hade lite brattom nar jag gjorde uppgiften farsta gangen... har ar den 6D
uppdaterade versionen: =

.98 = 4 .4/0
3.2x=4.v0 .

‘.gfl
T.28 = D2 4f02

o

- - :'&"I - - = o m o . . . .
3.2% =12%.3xx # 0 (x = 0 &r 4anda ingen rot till ekvationen)
o L ] If-"'\-.l
I‘-I_j/' . = L_Q/
Utbrytning av x ur potensen ur VL och 2 ur HL
|31.2|‘ = [2 3=|3|:”:|

(Vi anmarker bara pa fel forsta gangen de forekommer.)

0. Alla fristdende formler ska ha en viss indragning.

1. Skriv inte kommentarer till ldraren i 16sningen. Anvand istédllet kommen-
tarsrutan nér 1osningen skickas in.

2. Detta kan troligtvis utforas i ett steg om man forklarar forenklingen. (Det
finns ocksa ett litet skrivfel i en av ekvationerna; 22 borde vara 32.)

3. Ett brak i en exponent bor skrivas snedstalld, dvs. 32/*.

4. Inte bara ar x skild frdn noll, utan den mdste dessutom vara ett positivt
heltal for att v/32 ska vara definierad och lika med 3%/%.

5. Borja meningen med en stor bokstav.
6. Undvik ovanliga férkortningar sésom VL och HL.

7. Avsluta meningen med en punkt efter ekvationen.

En forbéattrad 16sning skulle kunna vara:



Férst skrivs ekvationen

* = 43/0

=1
=

b2

- X o " .
om genom att anvanda sambanden 4 = 2= ach \."".__ = 4/32 = 34l

X — m2m2fN
= D233/

=1
=

b2

=

Lagg marke till att vi underférstatt antar att x &r et positivt heltal eftersom
annars ar uttrycket \\..'E inte definierat.

Fran exponenten i vansterledet bryter vi ut x och vi bryter ut 2 fran
exponenten i hdgerledet,

(32)" =

%]

22 5 ]- .

=g

5.2:5 Kommentarer:

Multiplicera b3da led med 1-3tanzx:

=, P

(2) . . . ~ 3
tanix)(3tan(x) — tan®(x) + Zsin*(x) — 2sin*(x)3tan*(x) = 0 <=>
cos(x)
. . =

Forkorta med sin“(x) (5)

= sin®(x) - sin®(x) —.

— - ——+2-6——(6
cos“(x) cos*(x) cos=(x)

(Vi anmaérker bara pa fel forsta gdngen de forekommer.)

0.

Alla fristdende formler ska ha en viss indragning.

1. Skriv formler med matematiktaggen <math>.

3. Forsok inte skapa egna tecken. Anviand < (\Leftrightarrow i IXIEX).

= sin(x)  3sin(xk
SR )

cos(xT"
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. Kommandon startar med omvant snedstreck ( \ ) i I&TgX. Skriv darfor \tan
och inte tan. Argument till de trigonometriska funktionerna skrivs utan
parenteser, dvs. \tan x och inte \tan(x).

4. Denna rad &r for lang. Dela upp den i tvd rader (och lagg till lite forkla-

rande text mellan raderna).

En forbéattrad 16sning skulle kunna vara:

. Om man férkortar bort sin?x si maste man anta att sinx # 0 eftersom
annars kan man forlora 16sningar. Var tydlig med detta antagande (och
glom inte att specialbehandla fallet sinx = 0 senare.)

. Vart tog hogerledet viagen? Avsluta dessutom meningen med en punkt
efter ekvationen.
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5.2:6

Multiplicera bada led 1 — 3 tan” x,
- 3 N - T -
tanx 3tanx — tan” x+ 2sin" x— 2sin x3tan" x = 0,

och ersatt tanx med sinx/ cosx,

sinx { 3sinx sinx Y~ i o2 fsinxy
= + 2sin” x — 2sin" x 3 =0.
COSX |\ COSX Cosx Cosx

Om vi antar att sinx # 0 och farkortar bort Si° x fran bada led far vi
3 sin® x ) sin® x N
= +2-8 =0.
COS X COS X Cos™ X
Kommentarer:

Komplettera var det, Jag antar att jag ska uppdatera i fénstret med fl“
gruppens lésning. et

. . . . =
Min ursprungliga lésning var: (2)
- o
Problemet &r allts3 3
A =,
@ 5 .
Sinx + Cosx = V2% Sin2x ®)
Trigonometri har nastan lika manga formler som det &r stjdrnor pa himlen sa
man kan plotta ett par linjer for att fa etk grep pa vad man letar efter, =

(Vi anmarker bara pa fel forsta gangen de forekommer.)

0.

Alla fristdende formler ska ha en viss indragning.

1. Ta bort dessa rader.

. Det dr en délig presentation av den nya l6sningen att behalla den gamla

versionen och sedan pa slutet skriva vilka &ndringar man vill gora. Andra
istdllet direkt i 16sningen.

. Formulera problemet tydligare. Ar det att bevisa likheten som en identitet

eller att 1osa den som en ekvation?

4. TI8TEX skrivs sin x som \sin x och inte som Sin x.

5. Anvind inte * som ett multiplikationstecken. I detta fall behovs inget tec-

ken 6verhuvudtaget.

6. Lagg till en punkt efter ekvationen for att avsluta meningen.

7. Var mer fokuserad. Man ska forklara sin 16sning men gé inte till 6verdrift.

Det finns ingen anledning att gd in pa alla detaljer i hur man nddde fram
till 16sningen.



172

En forbattrad 16sning skulle kunna vara:

Problemet bestar av att |6sa ekvationen

sinx + cosx = \/Esinzx.

5.2:7 Kommentarer:

©

/. P3 en enhetscirkel kan

-

Ska vi nu ldsa ut x ur sin2x byter vi ut 2x mot
w a g r
man se att nar V' = - blirsinV =1

@

Har maste vi komma ihdg att vi kan 14gga till hur m3nga hela vary som helst -’E‘.
till T och endast f4 samma svar! =
@ ®

T 2/
2 S = = 2
Alltsa: v 5 + 2x#n @

(Vi anmdrker bara pa fel forsta gdngen de forekommer.)

Ll

Alla fristdende formler ska ha en viss indragning.
Varfor anvianda ett stort V?

7T . o .. . .
I texten ska braket 5 skrivas snedstillt 77/2 sé att det smailter in béttre.

Att inkludera en figur &r ofta en bra idé, men var inte slarvig.

Etticke-numeriskt brdk skrivs inte som ett litet byggt brdk 7 . I en fristden-
T

de formel ska bréket istdllet skrivas som ett stort byggt brak > medan i

texten skrivs det snedstallt /2.

. Las igenom texten ytterligare en gang. Denna mening blev inte helt ratt.

. Anvand inte * som ett multiplikationstecken. I detta fall kan tecknet ute-

lamnas.

Detta dr den fullstdndiga 16sningen. Varfor inte skriva det. Forklara ocksa
parametern 7.

En forbattrad 16sning skulle kunna vara:
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Wi ska nu l6sa ekvationen sin2x = 0, ach byter darfér ut 2x mot v. P3
enhetscirkeln ser vi att den enda ldsningen till sinv = 1 arv = /2.

! sinpe = 1
n
=
2

Fir att fa den fullstindiga lésningen adderar vi pa ett godtyckligt antal varv
till arf2,

v=—=+2nm.

[

dar n ar ett godtyckligt heltal.

5.2:8 Kommentarer:

0 i
1. r

Cos x+ cos 2x+ cos 3x =

SN ]
)
o

Med formeln fiir dubbla vinkeln cosZ2x = 2 cos x — 1 far man att @'

2 Cos2x + h cos 3 cosBx + 1 -
= = { 1
COS X - N COS 3X = &)
m . - =
Insattning i 1 ger: (5)
cosZ2x + 1 = cosBx+1 3
2. — + cos® 2x + — ==
2 2 2

(Vi anmdrker bara pa fel forsta gdngen de forekommer.)

0. Alla fristdende formler ska ha en viss indragning.

. Standardsattet att numrera fristdende formler ar att skriva siffran innan-
for parenteser.

2. Brdket bor vara ett litet byggt brak % .

. Texten borde inte vara i fet stil. Spara fet stil till tillfdllen ndr ndgot behover
betonas.

4. Avsluta meningen med en punkt.
5. Ta bort kolonet.

En forbattrad 16sning skulle kunna vara:
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-

(1) cos x+ cos 2x+ cos 3x =

[0 (5]

2cos x— 1 farman att

Med formeln fér dubbla vinkeln cos 2x

2 cos2x + 1 2. cosBx + 1
Cos"x = ———— ochcos 3x = ————,

%]
+
0
o]
uw
b
-~
+
I
[0 []

5.2:9 Kommentarer:

=
)
cosx tan(3x/2) = 1/(tanx + cot2x)
Gy
Jag byter ut tan och cot mot deras motsvarigheter i cossinus och sinus. (J)
@ ®
cosx #(sin(3x/2)/ cos(3x/2)) = 1/((sinx/ cosx) + (cos2x/sin 2x) = > .
()]
cosx # (sin(3x/2)/ cos(3x/2)) # ((sinx/ cosx) + (cosZx/sin2x)) = 1

(Vi anmarker bara pa fel forsta gangen de forekommer.)

0. Alla fristdende formler ska ha en viss indragning.

1. I en fristdende formel behover man inte skriva brdk snedstillda. Det finns
gott om vertikalt utrymme.

2. Kontrollera stavningen.
3. Meningen ska inte avslutas hér. Formeln ska vara del av meningen.

4. Anvéand inte * som multiplikationstecken. I detta fall kan tecknet utelam-
nas helt.

5. Ta bort: -->.

6. Forsok att forklara battre vad som gors.

En forbéattrad 16sning skulle kunna vara:
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3x 1
cosxtan——= ——M |
2 tanx + cot2x

Jag uttrycker tangens och cotangens i cosinus och sinus,

Cy] 1
COSX = — \
3x Sin x n COoSZ2x

2 Ccosx  sinZx

och multiplicerar bada led med hégerledets namnare,

N

M= o e
Cosx 2 ( + — ) =1.
- 3x \cosx sinZx




