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Forord

Detta material ar avsett att introducera matematik for nya universitets- och hogskolestudenter
och skrevs som kurslitteratur till Forberedande kurs i matematik, som dr en distanskurs utveck-
lad av Stockholms universitet. Kursen riktar sig till nya studenter i &mnet samt till de som vill fa
en djupare bild av matematiken. Materialet repeterar till en viss del grundldggande gymnasiema-
tematik pa universitetsvis, men tar ocksa upp en hel del nya saker som vi tror att Idsaren kommer
att ha stor nytta av vid eventuellt kommande matematikstudier vid universitet eller hogskola.
Lésaren forutsétts ha gymnasiekunskaper i &mnet motsvarande Matematik C.

Materialet dr organiserad i fyra stora kapitel.Vart och ett av dessa fyra kapitel ar indelade i
mindre avsnitt. Efter de flesta delavsnitt finns ett antal vningar som ldsaren med férdel kan gora
for att kontrollera att han eller hon forstatt de olika begreppen och metoderna fran avsnittet. Alla
Ovningar &r tdnkta att goras utan hjdlp av minirdknare.

Kapitel 1 bestar till stor del av en presentation av olika tal, samt regler for hur man rdknar med
dessa. Kapitlet utgar fran de positiva heltalen och motiverar en rad utvidgningar av dessa for att
till slut komma fram till de komplexa talen. Kapitlet &r tankt att ge en djupare forstielse for de
olika talen och sittet att rakna med dessa.

I kapitel 2 behandlas algebra och kombinatorik. Kapitlet avslutas med en diskussion av nagra
logiska symboler.

I kapitel 3 introduceras mangdldra. Med hjélp av mangdléra definierar vi funktionsbegreppet.
I slutet av kapitlet behandlas olikheter, absolutbelopp och trigonometri.

Kapitel 4 borjar med en genomgang av gransvirden. Vi anvéander teorin fradn gransvarden for
att definiera derivata. Vi definierar slutligen begreppet integral som ett gransvarde av 6ver- och
undersummor.

Vid skrivandet av en larobok &r det oundvikligt att ldta sig inspireras av andra texter i &mnet.
Det tidigare kursmaterialet Forberedande kurs i matematik av Clas Lofwall, Jan Nordin och Johan
Thorbiérnson har givit betydande intryck. Vi vill tacka kollegor vid Stockholms universitet for
idéer och synpunkter pd materialet. Ett speciellt tack till Rikard Begvad som kommit med kon-
struktiv kritik pa en tidig version.

Stockholm, Valborgsméssoafton 2010
Forfattarna
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1 Tal

1.1 De positiva heltalen och de naturliga talen

Vi borjar med de tal man stoter pd dagligen, namligen positiva heltal. Det ar tal som raknar hela
antal. Exempelvis kan man rdkna antalet tavlor i ett rum eller ange ett telefonnummer. Mer precist
sa dr de positiva heltalen talen 1,2,3,4,... och foljden fortsitter (det &r sa prickarna ska tolkas),
sa antalet heltal dr odndligt. Mdngden av de positiva heltalen betecknas Z_, sa

Z, ={1,2,3,4,...}.
Om vi vill understryka att till exempel talet 2 dr ett positivt heltal s& skriver vi
2€Zy,

dar symbolen € betyder tillhor. P4 motsvarande sitt betyder —2 ¢ Z att —2 inte tillhor méngden
Zy d.v.s. —2 dr inte ett positivt heltal.

Med de positiva heltalen saknar vi méjlighet att uttrycka "ingenting". Darfor infor vi de natur-
liga talen 0,1,2, ... som vi betecknar med N. Observera att N och Z bara skiljer sig &t pa ett enda
tal (nollan) och alla tal som finns i Z finns ocksa i N. Vi sdger att Z, dr en delmdngd till N och
skriver

Zy C N.

De flesta vuxna ménniskor kénner sig val fértrogna med addition av naturliga tal, men vad &r
det egentligen vi gor nér vi adderar tva naturliga tal? Varfor ar till exempel 4 + 1 = 5? Det beror
helt enkelt pd att vi har definierat addition med ett som att rora oss till nésta tal i upprakningen
0,1,2,3,4,5,.... Betraktar vi talen som utplacerade pd en linje kan vi tdnka oss addition med ett
som att ga ett steg till htger pa den linjen. Varfor ar 4 + 4 = 8? Har kan vi analogt sdga att detta
beror pé att nar vi flyttar oss fyra steg till hoger fran 4 sa kommer vi att hamna pa 8.

Eftersom vi hela tiden ror oss till hoger pa linjen nér vi adderar naturliga tal sa kommer vi
alltid att fa en nytt naturligt tal. Vi sdger att de naturliga talen &r slutna under addition.

Hur ska vi forklara vad som sker nédr vi multiplicerar tva naturliga tal? Jo, vi betraktar multi-
plikation som upprepad addition och skriver

5:4=5+5+5+5

och i allménhet
a-b=a+---+a.
—_———
b stycken

Eftersom vi redan har argumenterat for att de naturliga talen &r slutna under addition sa foljer
det att de naturliga talen &r slutna dven under multiplikation.

Nar vi subtraherar ett naturligt tal fran ett annat ror vi oss till vénster pa tallinjen. Om vi ska
rdakna ut 4 — 5 sd startar vi pd position fyra och ror oss fem steg at vanster. Men de naturliga
talen “slutar” vid noll. De naturliga talen 4r alltsd inte slutna under subtraktion. Sa vi utvidgar de
naturliga talen till heltalen .

1.2 Heltalen

Med de hela talen menas mangden
{...,=3,-2,-1,0,1,2,3,.. .}
och denna betecknas Z. Vi har alltsa att

Z, CNCZ.



Vi sdger att Z och N dr delmiingder till Z. Med de hela talen 16ser vi problemet med subtrak-
tionen 4 — 5 eftersom vi nu kan rora oss till vanster om noll.

Men hur ska vi betrakta subtraktion med ett negativt tal, tex 5 — (—3)? Vi bestimmer att sub-
trahera med ett negativt tal —a betyder att ga a steg till hoger. 5 — (—3) ar alltsa lika med 5 + 3.
Nar vi subtraherar ett heltal fran ett annat heltal far vi alltsa ett nytt heltal. De hela talen ar alltsd
slutna under subtraktion.

Foljande lagar géller for addition av heltal. Det d4r mycket viktigt att behédrska dessa lagar.

(a+b)+c=a+(b+c) Associativa lagen
a+b=b+a Kommutativa lagen
—(—a)=a Negeringslagen

Det finns ocksa tva lagar som reglerar borttagandet av parateser, namligen

a+(=b)=a-1>
a—(=b)=a+bd

Exempel1.1. (5+4—-3)+2=5+(4—-3+2)
Exempel1.2. 1=4-3=4—-(4-3+2)=4—-4+3-2=1
Exempel1.3. 1=5-4=—-4+5=—-(4-5)=—(-1)=1

Vi har sett att multiplikation av positiva heltal kan ses som en upprepad addition. Pa analogt
vis kan vi tolka (—4) - 5som —4 —4 —4 — 4 — 4 = —20.
Foljande lagar gller for multiplikation av heltal.

a-b=b-a Kommutativa lagen for multiplikation
(a-b)-c=a-(b-c) Associativa lagen for multiplikation
a-(b+c¢)=a-b+a-c Distributiva lagen

Exempel 1.4.
5=25-20=5-5-5-4=5-(5-4)=5-1=5

Vad blir d& (—1) - (—1)? Har behover vi en definition och vi definierar (—1) - (—1) som —(—1).
Det f6ljer nu av negeringslagen att (—1) - (—1) = 1. I allménhet géller det att (—a) - (—b) = a - b.
For att lattare hantera uttryck av typen « - « - « har man infort potenser. Vi skriver

dér « ar potensens bas och 3 dr potensens exponent .

Potenser ar ett kompakt skrivsatt och vi kan pa mycket litet utrymme ge en 6vre grians for
antalet elementarpartiklar i hela universum, ndmligen 2°°°. (Det &r givetvis inte bevisat, utan
enbart en hypotes. Naturvetenskapen ér till skillnad fran matematiken ingen exakt vetenskap.)

Kuriosa 1. Det finns en sigen som siger att nir uppfinnaren av det schackliknande spelet Shaturanja
visade upp spelet for kungen av Indien blev denne sd imponerad att han ville ge uppfinnaren en beloning.
Uppfinnaren sa di att han Onskade sig ett vetekorn for den forsta rutan pd schackbridet, tvd vetekorn for
den andra rutan, fyra vetekorn for den tredje, dtta vetekorn for den fjirde, o.s.v.. Kungen tyckte att detta
lit som en rimlig beloning och beviljade uppfinnarens énskning. Han insdg inte att summan 1 + 2 + 22 +
23 + 2% + .-+ + 254 med rige Gversteg samtliga vetekorn i hela virlden.

Vi kan notera att
Boat=@22) (r-z20)= 21 =2
—

sju ganger



och att

(@2 =2 2= z-2) (x-2-2)=2°=2%2

Allmént géller foljande rakneregler:

Exempel 1.5, 2% .25 = 24+5 = 29

Exempel 1.6. (2%)5 = 2% = 220

Exempel 1.7. 9% -3° = (3%)?.3°=3%2.35=3%.35 =315 =39
Exempel 1.8. (—1)* =1

Exempel 1.9. Forenkla uttrycket (—1)% + 3 - ((4 — 23)% — 5).
Losningsforslag: Vi far

(=12 +3-((4-2°)2-5)=—-1+3-((4—-8)*-5)=-14+3-(4*-5)=—-1+3-(16-5)
=-1+3-11=-1+33=32.

Ovningar
1. Berdkna (1 — (5 —4)
2. Berikna (—1)%
3. Berdkna —(a —b— (a+0b)) + (a+b)

4. Ge ett exempel pa nar (22)? = 2(¢") och ett exempel pa nér (z%)? # ().

1.3 Primtal

Antag att vi utgdr fran talen 3 och 5 och fragar oss vilka ytterligare naturliga tal vi kan bilda
genom upprepad addition. De fem forsta talen som vi kan bilda &r

3+3=6, 34+5=8, 3+3+3=9, 5+5=10 och 3+3+5=11.

Om vi istdllet utgdr fran talet 1 sd kanvibilda1+1,1+1+1,14+1+1+1,d.vss. helaZ,. Vikan
déarfor betrakta 1 som den additiva grundbulten for de naturliga talen.

Lat oss betrakta motsvarande situation for multiplikation. Vi utgér fran talen 3 och 5 och fragar
oss vilka ytterligare naturliga tal vi kan bilda genom upprepad multiplikation. De tva forsta talen
som vi kan bilda ar

3:-3=9 och 3-5=15.

Det ar tydligt att mangden
{3,5,9,15,...}

som vi lyckats bilda innehéller “hal”. Sa om vi vill bilda alla positiva heltal s& maste vi tydligen
utga fran fler tal. Lat oss ldgga till talet 2. Vi kan nu dven bilda

2-2=4, 2-3=6, 2-2-2=8, 2-5=10, 2-2-3=12, 2-2-2.-2=16



Sammantaget har vi lyckats bilda
{2,3,4,5,6,8,9,10,12,15,16,...}.

Mingden blir titare, men vi saknar t.ex. talet 7. Nar vi lagger till detta tal sd kan vi dven bilda 14
och vi far
{2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,14,15,16,.. .}.

Vi kan fortsdtta och lagga till 11 och sedan 13, men da kommer vi upptiacka att vi saknar
talet 17. Talen {2, 3,5,7,11,13, 17} som vi utgatt fran dr de sju forsta primtalen . Primtalen &r den
motsvarande multiplikativa grundbulten for de naturliga talen. Varje naturligt tal storre &n ett
kan bildas genom upprepad multiplikation av primtal.

Vi behover forstas en mer precis beskrivning av vad som menas med ett primtal. For att gora
det ska vi forst berdtta vad ett sammansatt tal ar.

Ett positivt heltal a > 1, d.v.s. som &r storre dn ett, dr sammmansatt om det kan skrivas som en
produkt a = b- ¢, ddr b > 1 och ¢ > 1. Nu kan vi definiera begreppet primtal.

Ett positivt heltal som &r storre dn ett och som inte dr sammansatt kallas for primtal.

Exempel 1.10. Talen 4,6, 8,9 dr sammansatta eftersom
4=2.2, 6=2-3, 8=2-4 och 9=3-3,
medan talen 2,3,5, 7 dr primtal eftersom dessa inte kan skrivas som en produkt av mindre postiva heltal.

Det finns odndligt manga primtal. Detta brukar man bevisa genom ett s& kallat motsiigelsebevis.
Man antar att det bara finns dndligt ménga primtal och visar att detta leder till en motséigelse,
varpa man drar slutsatsen att antalet primtal dr oandligt.

Foljande ar exempel pa kanda primtal.

2 Det enda jamna primtalet. Varfor?
65537 Det hittills storsta funna Fermatprimtalet (per 2010 04 07).
1111111111111111111  Det nést minsta primtalet som bara ar en upprepning av ettor.

For att lattare kunna tala om ett heltals uppbyggnad i primtal sdger vi att ett heltal a dr en
delare till ett heltal « om a = b - ¢ f6r nagot heltal c. En synonym till delare ar faktor.
Vi dr i huvudsak intresserade av positiva delare till positiva heltal.

Exempel 1.11. Talet 6 har de positiva delarna 1,2, 3 och 6. Talet 7 har de positiva delarna 1 och 7. Talet 8
har de positiva delarna 1,2, 4, 8.

Kuriosa 2. Ett tal a kallas perfekt om summan av de positiva delarna dr lika med 2a. T.ex. dr 6 ett perfekt
tal eftersom 1 4+ 2 + 3 + 6 = 12. Hur mdnga perfekta tal som finns dr en Oppen friga. Kan du hitta nidgot
annat perfekt tal iin sex? Tips: Det finns ett som dr mindre dn 30.

Med hjilp av definitionen av delare sa kan vi definiera sammansatta tal och primtal pa ett
annat sétt. Ett positivt heltal som &r storre dn ett &r sammansatt om det har fler 4n tva positiva
delare. Ett positivt heltal som endast har tva positiva delare, sig sjilv och ett, kallas for ett primtal.

Ibland talar man dven om dkta delare. Man séger att b ar en dkta delare till  om b &r positiva
delare till @ och b dr skilt fran bade ett och a. Ett primtal &r alltsa ett tal som saknar dkta delare.

Primtalsfaktorisering

Betrakta talet 520. Eftersom talet dr jaimnt sa &r det delbart med tvé och vi kan skriva

520 = 2 - 260.



Aven 260 &r delbart med tva och vi skriver

260 = 2 - 130.
Aterigen, 130 &r jamt och vi far
130 = 2 - 65.
Vi ser att fem &r en positiv delare till 65 och
65 =5-13.

Vi har alltsa visat att
520=2-2-2-5-13=2%.5-13.

Léagg marke till att 2,5 och 13 alla dr primtal. Vi sdger att vi har primtalsfaktoriserat 520. Prim-
talsfaktoriseringen av ett positivt heltal dr unikt. Detta visas i Aritmetikens fundamentalsats som
tas upp i hogre kurser i algebra.

Primtalsfaktoriseringen av ett tal hjdlper oss ta fram delarna till talet som foljande exempel
visar.

Exempel 1.12. Hur mdnga positiva delare har talet 5207

Losningsférslag: Enligt ovan giller det att 520 = 23 - 5 - 13. Lasaren bor 6vertyga sig om att de
dkta delarna till talet &r talen pa formen 2% - 50.13¢,dar0<a<3,0<b<1och0<c¢<1. Detta
ger

20.50.130 =1, 20.5%.13' =13, 2°.5'.139=5, 2°.5'.13! =65,
21.50.130 =2, 2t.5%.131 =26, 2'.5'-13°=10, 2'.5'-13!' =130,
22.5%.13° =4, 22.5%.13' =52, 22.5'.13°=20, 22.5'.13' =260,

23.50.130 =8, 23.59.13' =104 22.5'.13°=40 och 23-5'-13' = 520.

Det finns alltsd 16 positiva delare till 520.
*

Om man vill ta reda pa om ett tal a &r ett primtal sa kan undersoka om a delas av primtalen
2,3,5,7,11,.... Har man gattigenom alla primtal som dr mindre 4n a och inte funnit ndgon positiv
delare s& vet man att a sjalvt maste vara ett primtal. Men man behover i sjdlva verket inte testa
alla primtal fram till talet a utan det racker att testa alla primtal som &r mindre &n \/a, ddr /o ar
ett tal vars kvadrat dr lika med a. Kan du fundera ut varfor det ar sa?

Exempel 1.13. Ar 257 ett primtal?

Losningsforslag: Vi borjar med att uppskatta hur stort /257 &r. Eftersom 202 = 400 sa giller det
att v/400 = 20. Alltsd maste v/257 vara mindre 4n 20. Vi har att 172 = 289, alltsd maste /257 dven
vara mindre 4dn 17. Men 162 = 256, s /257 &r storre dn 16. Primtalen som 4r mindre 4n 17 &r
{2,3,5,7,11,13}.

Eftersom 257 dr udda sa kan det inte vara delbart med 2. Det giller att 3 - 85 = 255 och
3-86 = 258,54 257 ar inte delbart med tre. Vi har att 5- 51 = 255 och 5 - 52 = 260, alltsa dr inte 257
inte delbart med fem. Eftersom 7 - 36 = 252, 7 - 37 = 259, 11 - 23 = 253, 11 - 24 = 264, 13 - 19 = 247
och 13 - 20 = 260 sa dr inte heller 7,11 och 13 delare till 257. Alltsd dr 257 ett primtal. *

Observera att primtalsfaktoriseringen av ett primtal dr primtalet sjalvt.

Ovningar

1. Avgor om talen 85, 133 och 661 &r primtal. Om nagot tal inte ar ett primtal sa primtalsfakto-
risera det och bestdm antalet positiva delare..

2. Forsok att primtalsfaktorisera ditt personnummer eller telefonnummer med hjélp av en mi-
nirdknare.



1.4 Modulorikning

Modulorédkning dr ndgot vi anvander oss av ofta utan att reflektera 6ver det. Modulordkning har
en mycket viktig tillimpning inom kryptering, pa vilket sétt ska vi inte ga in pd hir men for
det intresserade finns det information om detta pa bland annat Wikipedia. Lat oss borja med ett
exempel.

Exempel 1.14. Niklas gir och ligger sig klockan 23.00 och vill sova dtta timmar for att vara pigg dagen
efter. Vad ska han stilla klockan pd (forutsatt att han somnar direkt nir han ligger sig)?

Losningsforslag: For att ta reda pa detta skulle man kunna tdanka sig att man lagger till 8 till 23:
23 + 8 = 31.

Men forsok stéilla klockan pa 31! Det vi istdllet gor da &r att vi drar bort ett dygn, det vill sdga 24
timmar. Att dra bort 24 timmar dr detsamma som att borja om pa noll nér vi kommer till 24. Vi
far nu

23+8—-24=31-24=T17.

Niklas borde alltsa stédlla klockan pa 07.00. *

Det vi gjorde i exemplet ovan var att vi raknade modulo 24. Det digitala klockor visar dr egent-
ligen resten vid heltalsdivision med 24. Fran exemplet ovan far vi

234+8=24+471.

Nar man dr intresserad av resten vid division med ett heltal » sdger man att man raknar modulo n.
Om tva tal a och b har samma rest modulo » sdger man att a och b dr kongruenta (eller ekvivalenta)
modulo n. Detta skrivs

’a =b(modn)ellera =, b

Vi kommer anvédnda bdda skrivsitten. Fran exempel har vi att 31 =54 7. I fallet med
klockan vill vi ange klockslaget mellan 0 och 24, vi sdger att vi anger vardet med minsta méjliga
icke-negativa tal. Man behover inte alltid gora sa. Det man ska tdnka pa ndr man rdknar modulo
k for nagot heltal k &r att ett heltal n dr ekvivalent med n + k,n + 2k och sé vidare.

Exempel 1.15.
18=,14=,10=4 6 =4 2 =4 —2 och sd vidare.

Exempel 1.16. Idag ir det tisdag, vad dir det for veckodag om 37 dagar?

Losningsforslag: Eftersom det gar 7 dagar pa en vecka soker vi det minsta icke-negativa heltalet
som dr ekvivalent med 37 modulo 7. Det géller att

37 E72

eftersom 37 = 7 -5 + 2. 37 dagar &r alltsd detsamma som fem veckor och tva dagar. Ar vi bara
intresserade av vilken veckodag det &r efter 37 dagar kan vi lika gdrna undersoka vilken veckodag
det ar efter tvd dagar. Om det &r tisdag idag &r det alltsd torsdag om 37 dagar. *

Vid modulordkning kan kan man anvidnda de tre rdknesitten addition, subtraktion och mul-
tiplikation precis som vanligt. Division dr ddremot inte definierat i allmédnhet.

Exempel 1.17. Berikna 18 + 11 (mod 5). Ange svaret med ett si litet icke-negativt tal som mojligt, alltsd
mellan 0 och 4.



Losningsforslag 1: Vi lagger forst ihop talen och tar reda pa resten modulo 5.
18 + 11 = 29 = 4 (mod 5)

eftersom 29 =5 -5+ 4. *
Ett annat sétt dr att forst ta reda pa resten modulo 5 f6r de bada talen 4 och 18 och sedan addera

dem.
Losningsforslag 2:
18+11=53+1=4.

*
Vid multiplikation och subtraktion kan man gora pa samma sétt. Lat oss visa exempel pa det
ocksa.
Exempel 1.18. Berikna 12 — 7 (mod 3). Ange svaret med ett sd litet icke-negativt tal som mojligt.
Losningsforslag: Vi har att 12 =3 0 och 7 =3 1 och kan dérfor 16sa uppgiften enligt nedan.
12—-7=30—-1=3-1+3=32

Observera att vi i sista steget adderade tre eftersom —1 ar ett negativt tal. *

Exempel 1.19. Berikna 6 - 7 (mod 5). Ange svaret med ett sd litet icke-negativt tal som mojligt.

Losningsforslag: Vi kan antingen forst berdkna 6 - 7 = 42 och sedan ta reda pa vilken om é&r det
minsta icke-negativa heltalet kongruent med 42 modulo 5. Vi ser att 42 = 2 (mod 5). Eller sa kan
vi forst betrakta sjuan, vi ser att 7 = 2(mod 5), och sedan sexan, 6 = 1(mod 5). Vi far

6-7T=51-2=52.

*

For att se fordelen med att angripa faktorerna i en produkt innan vi utfér multiplikationen,
betrakta foljande exempel.

Exempel 1.20. Berdikna 38 - 41 + 43 - 36 modulo 3.

Losningsforslag: Vi har att
38=12-3+2, 41=13-3+2, 43=14-34+1 och36=12-3+0.

Alltsa ar
38-41+43-36=32-24+1-0=31+0=31.

Lat oss sammanfatta det vi gjort i exemplen ovan.

Lit a vara ett heltal och lit m, m',n,n’ vara hela
tal sdadana att m = m’ (mod a) ochn = n' (mod a).
D giller foljande

i)m+n=,m +n
i) m—n=,m —n

iii) m-n=,m’ -n’




Exempel 1.21. Vilken rest erhills dd 231 divideras med 4?

Losningsforslag: Notera att vi kan skriva 211 som 211 =2-100+43- 10+ 1. Vi ser att 10 =4 2 och
100 =10-10 =4 2 - 2 = 4. Om vi ldgger samman detta far vi att

211=2-1004+3-10+1=42-442-24+1=4 1.

Exempel 1.22. Vad fir jimna respektive udda tal for rest vid division med 2? Varfor?

Losningsforslag: Vi borjar med att ta ndgra exempel for att f4 en uppfattning om vad svaret bor
vara.
1=21, 2=30, 3=31, 4=5,0, 5=21

Vi ser att jamna tal fér rest 0 vid division med 2, detta beror pa att alla jamna tal kan skrivas som
2 - n for nagot heltal n. De udda talen far rest 1 vid division med tva eftersom de kan skrivas pa
formen 2 - n + 1 f6r nagot heltal n. *

Ovningar
1. Vilken rest erhélls da 18 + 7 divideras med 5?
2. Vilken rest ger 64 vid division med 3?
3. Idag &r det fredag. Vilken veckodag ér det om 101 dagar?
4

. Lars tar flyget till Grekland klockan 13.00 en fredag. Han landar i Sverige igen 233 timmar
senare. Vilken tid landar han?

1.5 Representation av heltal

Vi dr sdpass vana med hur vi skriver tal att vi knappast ligger markte till tanken bakom. Tio
kronor skriver vi som 10 kr, och nittiofem kronor som 95 kr. Men det finns manga andra satt att
skriva, eller med ett finare ord, representera tal pa. Du har antagligen stott pa romersk representa-
tion av tal, dér ett, fem och tio skrivs som I, V respektive X. Det hér avsnittet kommer att handla
om hur man kan representera tal i olika talbaser.

Varfor dr detta intressant? Lat sdga att du vill beskriva hur manga femtio stenar dr. Du kan
givetvis rita femtio streck och séga att du ser en sten for varje streck. Denna metod fungerar inte
sa bra i praktiken, varfor vi uppfann positionssystemet, som ett sétt att representera olika antal.

Lat oss titta pa uttrycket 3526. Vilket antal representerar detta? Skulle vi ga till banken och ta
ut denna summan pengar sa skulle vi fa precis tre stycken tusenlappar, fem hundralappar, tva
tiokronor och sex enkronor. Hir ser vi ett tydligt monster, varje mynt eller sedel motsvarar en
viss potens av tio. Vi har alltsd att 3526 = 3 - 10° + 5 - 10 + 2 - 10! + 6 - 10°. Att vi anvénder
just talet tio hdrstammar fran att vi har tio fingrar. Naturligtvis dr 3526 inte alls samma som 5362,
siffrornas position dr betydande for talets varde och varje position motsvarar en viss potens av
talet tio. Darfor kallas vart sitt att representera tal for positionssystemet med bas 10.

Men forutom att tio dr antalet fingrar vi har pa hdnderna sa ar det inget speciellt med detta
tal. I det hér avsnittet ska vi ga igenom hur vi kan representera tal i positionssystemet med bas 2.

En dator lagrar sin data i positionssystemet med bas 2. Positionssystemet med bas 2 kallas
oftast for det bindra talsystemet.

Allmént s representerar vi heltal i bas tio enligt foljande:

SnSm_1-..5180 = Sp - 10" + 8,110 L 4 -+ 4 51 - 10" + 50 - 10°

Har éar sy, 851, - - -, 81, So siffrorna i talet.
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Exempel 1.23. For talet 3526 dr s3 = 3, so =5, s1 = 2 och so = 6.

Tanken dr att representationen ska vara unik, varje tal ska bara kunna skrivas pa ett enda satt.
Detta for att helt enkelt undvika forvirring. Darfor maste det galla for siffrorna s; att 0 < s; < 9.

Heltal i det binira talsystemet

Om vi anvdnder basen tva i vart talsystem sa skulle talet 28 representeras pa foljande sitt.

Representationibas2: 1 1 1 0 0
Positionsvérde: 24 23 22 2l 20
Talets vérde: 1-2441-2324+1-2240-21+0-20=28

Vi skriver detta som att 28,5 = 11100,. I fortsdttningen kommer vi inte att skriva ut 10:an for
att markera att vi anviander det decimala talsystemet, utan nojer oss med att skriva 28 = 11100,.

Observera att i bas 2 anvander vi bara tva siffror, 0 och 1. Vi kan se det som att vi har 28
enkronor och vixlar dessa till mynt med valérerna 1,2,22,23 24 ... och sedan anger hur manga
vi har av varje myntsort.

I allmédnhet sa representeras tal i bas 2 som foljer.

Hur ett heltal skrivs i bas 2
Representationibas2: ... s4 s3 s2 s1 S
Positionsviarde: ... 2% 23 22 21 20
Talets varde: - -+ 54-2%+535-28 +55-22 4+ 51 - 21 4 59 - 20

Exempel 1.24. Skriv 18 i bas 2.

Losningsforslag: Vi borjar med att se efter vilken tvapotens som &r den storsta som &dr mindre
(eller lika med) 18. Vi ser att 25 = 32 &r for stort (32 > 18). Daremot funkar 2* = 16 alldeles
utmaérkt. Vi har nu bara en tvaa kvar att konvertera eftersom 18 — 16 = 2. Vi anvédnder da att
2! = 2 och ser att vi kan skriva 18 i bas 2. Vi far

18=1-2240-2240-22+1-2"4+0-2° = 10010,.

*

Om man har ett tal skrivet i bas 2 kan man sa klart ocksa skriva om det i bas 10. Man anvander
helt enkelt samma metod fast bakldnges. Lat oss illustrera detta med ett exempel.

Exempel 1.25. Konvertera 1105 till bas 10.

Losningsforslag: Vi skriver forst om 110, i tvapotenser och berdknar sedan

1100 =1-2241-2'40-2°=44+2+0=6.

Ovningar
1. Konvertera 34 till bas 2.

2. Konvertera 1101, till bas 10.
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1.6 Rationella tal

Vi har nu tagit upp de positiva heltalen Z, de naturliga talen N och heltalen Z. Vi har dven
studerat modulordkning och talrepresentationer. Nasta steg pa vagen ar de rationella talen.
Om a och b &r tva heltal sa kommer l16sningen till ekvationen

a+zx=">

alltid att vara ett heltal eftersom
r=b—a

och heltalen ju ar slutna under subtraktion. Men vad hdander om vi vill 16sa ekvationen
a-x=">b

ddr a och b dr heltal? Ar z ett heltal? Givetvis kan z vara ett heltal, exempelvis om a = 4 och
b=12sddrxz = 12/4 = 3. Men om a = 12 och b = 4 sa erhdller vi « genom att dividera bada
leden i ekvationen

12-2 =4

med 4, sa
x=4/12=1/3.

Detta &r ett bréaktal, eller ett rationellt tal som man oftast kallar det och &r ett tal som kan uttryckas
som en kvot mellan tva heltal, dar ndmnaren givetvis maste vara nollskild.

Bland de rationella talen kan man alltid hitta 16sningen till ekvationen a - © = b for tva
heltal a och b dér a # 0.

Namnet rationella tal kommer fran den engelska termen ratio som betyder forhdillande.

Kanske dr du redan av uppfattningen att heltal i sjdlva verket dr specialfall av rationella tal,
och sa dr det ju, eftersom varje heltal a kan skrivas som a/1.

Man betecknar médngden av alla rationella tal med Q, efter det engelska ordet quotient som
betyder kvot. Det géller darfor att méngden av heltal 4r en delméngd till mdngden av rationella
tal, vilket vi ju som bekant uttrycker som Z C Q.

Nar vi 16ste ekvationen 12z = 4 sa utnyttjade vi att

4 4 A 1

12 34 3.4 3
Vi sdger att 1/3 ar skrivet pa forkortad form. Att vi inte kan forkorta braket 1/3 mer beror pa att 1
och 3 saknar gemensamma delare (forutom 1). Sa for att hitta den forkortade formen av ett brak
a/b kan vi primtalsfaktorisera bdde a och b. Nar vi vl har funnit primtalsfaktoriseringen kan vi
forkorta braket sa att de inte lingre har gemensamma delare.

Exempel 1.26. Forkorta 90/105.
Losningsforslag 1: Vihar att 90 = 2- 3% - 5 och att 105 =3 -5- 7,58
9 2-32.5 2.3 6

105 3-5-7 7 a
*

Ibland kan det vara ldtt att se att se att tva brak har en gemensam delare. Isafall kan vi utféra
forkortningen direkt. Lat oss darfor titta pa ett annat 16sningsforslag.

Losningsforslag 2: Vi ser att bade 90 och 105 ar delbara med 5, vi har ndmligen att 90 = 5 - 18 och
105 =15-21,s490/105 = 18/21. Vihar att 18 =3 - 6 och 21 = 3 - 7, alltsa 4r 90/105 = 18/21 = 6/7.
*

Hur gor vi for att i allmédnhet avgora om tva rationella tal a/b och ¢/d (dér a,b, ¢, d &r heltal
och b och d ar nollskilda) ar lika? Det finns ett enkelt sétt av avgora detta.
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’ De rationella talen a/b och ¢/d &r lika precis da ad = be.

Exempel 1.27. 2/4 = 1/2 eftersom2-2=1-4.
Exempel 1.28. 3/5 = 9/15 eftersom 3 -15=9 - 5.

Exempel 1.29. = = L eftersom (—1) - (—4) =4 - 1.

Observera att man ibland skriver sneda brakstreck och ibland raka. Men det 4r ingen skillnad
i betydelse, alltsa giller det att
po @
a/ b
Foljande riakneregler géller for de rationella talen och foljer fran raknelagarna for heltalen.

a/b+c/d = (ad + bc)/bd
(a/b) - (¢c/d) = (a-c)/(b-d)
§/5="(a-d)/(b-c)
=%
T =%

Exempel 1.30. Forenkla 2 + <.

Losningsforslag:
3 -4 3:5+4-(-4_ -1_ 1
45 4-5 20 20
*
Exempel 1.31. Forenkla 3 - =*.
Losningsforslag 1:
3 ;4_3-(—4) -2 3 3
4 5 4.5 20 5 5
*
Givetvis kan vi forkora braket i det andra steget direkt. Losningsforslag :2
3 -4 _3-(A)_3-(-1)A3--1_ -3 3
4 5 45 A5 1-5 5 5
*
=3
Exempel 1.32. Forenkla 4.
Losningsforslag:
I _34_3_ 3
> A5 5 5
*

Sakert tanker du nu att midngden Q &ar sluten under division. Detta skulle betyda att om
p,q € Q sa galler att p/q € Q for tvd godtyckliga rationella tal p,g. Men detta kan inte stim-
ma i det allménna fallet. For dven talet 0 &r ju ett rationellt tal och p/0 ar inte definierat. For att
slutenhet ska gélla vid division mdste vi alltsd betrakta mdngden av rationella tal minus (d.v.s.
utan) talet 0, alltsd méngden Q\{0}. Inom denna méngd géller att division av tva godtyckliga ele-
ment (nollskilda rationella tal) ger oss ett element i samma méngd. Givetvis 4r méngden av alla
rationella tal Q sluten under addition, subtraktion och multiplikation d4 alla dessa operationer
med rationella tal resulterar i rationella tal.
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1.7 Reella tal

Om ett rationellt tal &r ett tal som kan uttryckas som en kvot mellan tva heltal, sa ar ett irrationellt
tal ett tal som inte kan uttryckas som en sadan kvot.

Att det finns tal som inte dr rationella uppticktes av Pythagoras (500-talet f kr). Du kénner
sakert till Pythagoras sats for en ratvinklig triangel:

a? +b? =

dér a, b betecknar kateterna och ¢ hypotenusan. Mer om ritvinkliga trianglar och Pythagoras sats
finns att ldsa i kapitel 3. Om a = b = 1 sa ger Pythagoras sats 1% + 12 = ¢? vilket ger oss ¢* = 2,
och da c betecknar en langd &r den ett positivt tal, namligen v/2. Vi kallar v/2 for ett irrationellt tal.
Att detta tal inte kan uttryckas som en kvot av tva heltal dr ganska enkelt att visa. Man antar att
V2=a /b for tva heltal a och b och visar att detta leder till en motsdgelse. Detta bevis, utfordes av
Aristoteles (300-talet f kr) och dr ett utmarkt exempel pa ett motsédgelsebevis. Ett annat exempel
pa ett irrationellt tal &r 7.

De irrationella talen utgor tillsammans med de rationella talen de reella talen. De reella talen
utgors av alla punkter pd en kontinuerlig linje som brukar kallas den reella tallinjen. Varje punkt
pa tallinjen svarar alltsd mot ett reellt tal. De reella talen betecknas med R. Som bekant betecknas
de rationella talen med Q men det finns ingen sarskild beteckning for de irrationella talen. Da de
utgors av alla tal som &r reella men inte rationella sa ligger de i méngden R \ Q, dédr \-tecknet
kallas méngdminus. Du kan ldsa mer om méngder i kapitel 3.

Aven om de rationella talen ligger oandligt titt langs tallinjen, s& finns &ven ett odndligt an-
tal hal pa tallinjen och det dr dessa som utgors av de irrationella talen. Att de rationella talen
ligger odndligt tétt ska tolkas som att det mellan tva godtyckliga rationella tal alltid finns odnd-
ligt manga rationella tal. Men for att i med alla tal pa tallinjen maste vi alltsd ta med bade de
rationella och de irrationella talen.

Mer om potenser

I heltalskapitlet stotte vi pa potensbegreppet. Vi ska nu generalisera begreppet till de reella talen,
men vi maste vara lite forsiktiga. Vi kommer att titta pa tva olika fall.

1. Basen ir ett reellt tal och exponenten ir ett heltal, t.ex. (—v/2)? eller 273.

. . —2/3
2. Basen ir ett positivt reellt tal och exponenten &r ett rationellt tal, t.ex. 4!/2 eller v/2 .

Vi borjar med fall 1. Forst later vi exponenten vara ett positivt heltal. Det dr naturligt att lata

r=r...r.
——

a génger
Exempel 1.33. Vi riknar det forsta exemplet frin ovan. Vi fir
(V2 = (VD) (V3 = VE-VE=2

Lat nu exponenten vara ett icke-positivt heltal. Vi definierar

" =1nar#0 ochr = —.
/r(l

Observera alltsa att 4° = (—13)° = (v/2)? = (1) = 1, men att 0" inte &r definierat.

Exempel 1.34. Vi riknar det andra exemplet fran ovan och fir.

1
273 = _ =,
238
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Vi fortsédtter med fall 2, ddr exponenten alltsa &r ett rationellt tal och basen ett icke-negativt
heltal. Ndr a &r ett icke-negativt heltal definierar vi a'/? som det positiva tal b vars kvadrat &r lika
med a, alltsé det positiva tal fér vilket det giller att b* = a. P4 liknande sitt definierar vi, d& a &r
ett icke-negativt heltal, a'/" som det positiva tal b som upphaijt till n ar lika med a, d.v.s. b" = a.

Istallet for a'/? kan man skriva y/a vilket vi utliser “kvadratroten av a”. Man kan &ven skriva
a'/" som {/a, vilket utlises “n:te roten av a”.

Exempel 1.35.

41/2 — \/1: 27 271/3 — (33)1/3 — 33(1/3) — 31 — 3’ (210)1/10 — 2

Observera att 22 = (—2)? = 4, men att V4 = 92, eftersom vi kriver att v/4 ska vara positivt.

Slutligen, om a dr &r ett icke-negativt heltal s& definierar vi
ac/d _ (ac)l/d.

Exempel 1.36. Forenkla 43/2.
Losningsforslag 1: Vi anviander definitionen och skriver 43/2 = (43)'/2. Vi fortsatter och far

(43)1/2? = 641/2 = 8 eftersom 8% = 64. N

Losningsforslag 2: Man kan ocksé utnyttja potenslagen (a’)¢ = a*® och omskrivningen 4 = 22 for
att fa
432 = (92)3/2 = 92:3/2 _ 93 _ g

*

For att se fordelen med det senare sittet, betrakta 128%/7. Att berikna 128* och sedan forsoka

finna sjunderoten av det talet dr givetvis inte att féredra framfér omskrivningen 128 = 27 och
rikningen 274/7 = 24 = 16.

Exempel 1.37. Forenkla \/572/ S,

Losningsforslag 1:
2/3 1/3 1/3 .
(AN (s g
ﬁ \/52 9 21/3 21/3

Losningsforslag 2:
\/5—2/3 _ (\/52)_1/3 —9-1/3
*
Vi har hittills bara tittat pa snélla potenser som vi forenklat till heltal, rationella tal eller reella

tal. Paradexemplet pa att det inte alltid &r s dr v/—1 = (—1)!/? som inte &r ndgot reellt tal eftersom
det inte finns nagot reellt tal vars kvadrat &dr negativ. Detta leder oss till de komplexa talen.

1.8 Komplexa tal

Man kan tycka att de reella talen, R, dr alla tal man nagonsin skulle behova hér i livet. Men pa
1500-talet insdg man att man behdvde uppfinna ett nytt slags tal for att kunna 16sa vissa ekvatio-
ner, t.ex. ekvationen z? = —1.
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Varje komplext tal z bestar av en reell del och en imaginédr del och z kan skrivas som « + yi,
dar x och y ar reella tal och ¢ dr den imaginira enheten. Den imaginéra enheten i har egenskapen
att > = —1, vilket &r precis det som krdvs for att vi ska kunna 1sa ekvationen 2% = —1.

Varje komplext tal +yi svarar alltsd mot ett par (z, y) av reella tal. Vi kallar « for realdelen, och
y for imaginirdelen. Realdelen av ett komplext tal z skrivs Re(z), och imaginédrdelen skrivs I'm/(z).

Bildligt talat kan man séga att ndr man infor de komplexa talen sa lagger man till en ny dimen-
sion. De reella talen kan representeras pa en tallinje, medan de komplexa talen kan framstallas i
ett talplan, dir realdelen &r x-koordinaten och imaginardelen dr y-koordinaten.

imaginéarde
6 —

4«% 4i
—5+3i f e 4+3i
2 e 2+2i

L b e e e pealde
6

-ar e 3-4i

-64-
Figur 1: Hér &r det komplexa talplanet med ndgra komplexa tal utmaérkta.

Maingden av alla komplexa tal skrivs C. Observera att de komplexa tal vars imaginérdel ar 0,
kommer vara de vanliga reella talen, R. Detta innebér att

Z, CNCcZcQcRcC.

Addera, subtrahera och multiplicera komplexa tal

I allméanhet ndar man adderar komplexa tal géller det att

(x1 +iy1) + (22 + iy2) = (1 + x2) + (11 + ¥2)3,

dér 1, x2, Y1, y2 dr reella tal. Subtraktion behandlas pa liknande sétt och vi har att

(r1 +iy1) — (w0 4+ iy2) = (w1 — 22) + (y1 — y2)i.

Sa hir langt sd dr det inte sd mérkligt, vi adderar och subtraherar real- och imaginiardelarna
var for sig. Men nér vi ska multiplicera tvd komplexa tal blir det annorlunda

(z1 +iy1) - (T2 + iye) = D172 + i1y + iT2y1 + i°Y1Y2 = (172 — Y1Y2) + (T1Y2 + Tay1 )i
Har har vi alltsd anvint att i2 = —1.

Exempel 1.38. Lit z =1 — 2i och w = 3 + 44. Beriikna z + w, z — w och z - w.
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Losningsforslag: Vi anvinder reglerna ovan och far
z+w=(1-20)+34+4i)=14+4—2i+4i=5+ 2.
Subtraktion ger att
z—w=(1-2i)— (3+4i))=1—-3—2i —4i =—2— 6i.

Vi utfor sedan multiplikationen och far

zow=(1-2)(34+4i)=1-3+1-4i—2-3i —2-4>=3— (=2-4) —6i = 11 — 2i.
Alltsd harviattz+w=5+2i,z —w=—-2—6i,z-w = 11 — 2i. *
De regler som giller for reella tal fungerar dven for komplexa tal. Observera att vi &nnu inte

gett nagon metod for att dividera tva komplexa tal. Detta gor vi i ndsta avsnitt.
Du kan sjalv verifiera att for komplexa tal z, w och v géller det att

zHw=w+z Kommutativa lagen for addition
(z4+w)+v==z24+(w+wv) Associativa lagen for addition
Zrw=w-z Kommutativa lagen for multiplikation
(z-w) v=z(w-v) Associativa lagen for multiplikation

z-(w+v)=z-w+z-v  Distributiva lagen

Exempel 1.39. Berikna (2i)3.

Losningsforslag: Vi har att (2i)® = 22 - i3 som blir 8;3. Vidare sa dr i® = i? - i och i? = —1. Allts&
ar 8i3 = —8i. *

1.9 Konjugatregeln och kvadreringsreglerna

Genom att anvdnda den distributiva lagen och den kommutativa lagen fér multiplikation ska vi
hérleda kvadreringsreglerna och konjugatregeln. Eftersom den kommutativa och den distributiva
lagen géller for alla vara talsystem sa kommer dessa regler gilla allmént.
Vi noterar forst att
(a+b)(c+d) =ac+ bc+ ad + bd

Genom att betrakta specialfallet a = ¢ och b = d far vi foljande formel, som kallas kvadrerings-
regeln
(a+b)? = a®+ 2ab+ b*

Ibland kallas denna regel istdllet forsta kvadreringsregeln och da vi byter ut b mot —b far vi det
som ibland kallas andra kvadreringsregeln. Da géller alltsa:

(a —b)? = a® — 2ab + b°.
Nedan foljer ndgra exempel ddr kvadreringsregeln kan vara praktisk att anvanda.
Exempel 1.40. Anviind kvadreringsregeln for att beriikna 1012,

Losningsforslag: Ett bra sitt att berdkna kvadraten péd ett mer komplicerat tal dr att skriva om
talet som summan av tva tal vars kvadrater latt kan berdknas. I detta exempel ar det praktiskt att
gora foljande omskrivning 101% = (100 + 1)2. Vi kan nu enkelt anvinda kvadreringsregeln for att
berdkna kvadraten.

(100 4 1)? = 100 + 2 - 100 - 1 + 1% = 10000 + 200 + 1 = 10201
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Exempel 1.41. Faktorisera 2% — 2x + 1.

Losningsforslag: Har kan vi direkt anvdnda andra kvadreringsregeln (med ¢ = b = 1).

22 =20 +1=(x—1)?

*
Exempel 1.42. Faktorisera uttrycket
2% 4 42?4 4z
Losningsforslag: Vi borjar med att bryta ut « eftersom « finns i alla termer i uttrycket.
23+ 42? + 4o = 2(2® + 4o + 4),
och dérefter anvéander vi forsta kvadreringsregeln baklanges
o(z? + 4z +4) = 2(z +2)2
*
Konjugatregeln
Konjugatregeln sager att
(a+b)(a—0b) =a*—b*
Regeln géller eftersom
(a+b)(a—0b) =a*—ab+ba —b* = a® — b2,
déar vi anviande oss av den kommutativa lagen som siger att ab = ba.
Exempel 1.43. Skriv om uttrycket (2z + y)(2x — y) med hjilp av konjugatregeln.
Losningsforslag: Vi tillampar konjugatregeln och far
(27 +y) (2 —y) = (22)? — y? =22 - 220 — y* = 42 — o%
*

Sammanfattningsvis har vi foljande rdakneregler:

Forsta kvadreringsregeln: (a+b)? = a®+2ab+b?.
Andra kvadreringsregeln: (a—b)? = a®—2ab+b?.
Konjugatregeln: (a + b)(a — b) = a® — b

Exempel 1.44. Forkorta foljande uttryck sd langt som mojligt.

43 + 42 + x
422 -1

Losningsforslag: Det kan vara svart att veta vart man ska borja. En bra sak att borja leta efter &r
ifall man kan bryta ut nagot. Vi ser att alla termer i tdljaren innehéller x, varfor vi kan bryta ut «
ur tdljaren. Vi far:
4o + 42 + & x(4a® +4x + 1)
42 —1 42?2 — 1
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Vi kan sedan borja fundera 6ver om vi kan anvdnda ndgon kvadreringsregel eller konjugatregeln.
Vi ser att forsta kvadreringsregeln kan anvédndas pé tédljaren och konjugatregeln kan anvandas pa
ndamnaren. Vi far att

4r3 +4x2 + o z(42? +4x+1) 2z +1)2

42 -1 4o2 — 1 (2z+1)(2z — 1)

Dérefter letar vi efter gemensamma faktorer i uttrycket. Vi ser att vi kan bryta ut (22 + 1) ur bade
tdljare och ndmnare, det innebér att vi kan dela bade tdljaren och ndmnaren med (2z + 1). Detta
ger oss:

4z3 +4z? + o z(da? +4z+1) 22z +1)? 22z +1)
422 -1 422 — 1 S 2z 4+1D)R2z—-1)  (2z-1)°
Hur vet vi da att vi &r klara? Jo, bade tdljare och ndmnare ar faktoriserade sa langt som mojligt
och vi kan inte hitta ndgra fler gemensamma faktorer. *

Tillimpning av konjugatregeln pa komplexa tal

En intressant tillimpning av konjugatregeln dr att skriva om brak av komplexa tal. Om z = x +iy,
sa definierar vi konjugatet till z som = — iy. Detta betecknar vi med z. Lat oss anvanda konjugatre-
geln for att multiplicera ihop z och dess konjugat. Vi far

2 E=(vtiy) - (z—iy) =a® = (iy)* =2 — ()% = 2" — (-1 = 2" +¢*.
Exempel 1.45. Lit z =4 +i.Dddrz =4 —iochz -z = 4%+ 12 = 17.

Produkten av de tva komplexa talen z och 2 dr alltsd ett positivt reellt tal. Lat nu z vara ett
nollskilt komplext tal och skriv z = x + yi. Vi ska nu visa hur man kan skriva om 1/z pa formen
a + bi, ddr a och b ar reella tal. Idén r att forlanga braket 1/z med konjugatet.

1

—_
I

z T Y .
= = — 1.
(22 +12) 22 +y2 2242

z z2-Z
Vi har alltsa lyckats skriva 1/z p& formen a + bi dér a = z/(2? + y?) och b = —y/(2? + y?).
Exempel 1.46. Skriv 1/(2 + 3i) pd formen a + bi, dir a och b ir reella tal.
Losningsforslag: Konjugatet till 2 + 3¢ dar 2 — 3i. Vi forldnger braket med konjugatet och far

1/(2 4+ 30) 2—-3 2—-3 2—-3 2—-3 2 3 .
1) = = = = = — — —1.
(2+3i)-(2-3i) 22-(3i)2 4+—(-9) 4+9 13 13

Nésta exempel visar att vi dven kan skriva ett komplext tal z/w pd formen a + bi.
Exempel 1.47. Skriv (4 +i)/(1 + /2i) pd formen a + bi.

Lésningsforslag: Konjugatet till 1 + /27 &r 1 — /2i. Vi forldnger braket med konjugatet och far
(A+i)(1—-V2i)  44+i—4v2i—2i-i

(4+0)/(1+v20) = (1+v2i) (1 — V2i) 1— (v2i)2
A4V24+(1—4V2)i 4+vV2 1-4V2.
- 3 =3 T3 *
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Ovningar
1. Forkorta foljande uttryck sé langt som maijligt.

z+a®+oy
@) S
2 2

©) i

2T 2ay T2

5. y_ .4 2
(©

2. Skriv (44 4)/(1 —4) pa formen a + bi.
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2 Algebra, kombinatorik och lite logik

2.1 Polynom och polynomekvationer

En forstagradsekvation eller en linjar ekvation ar en ekvation som kan skrivas pa formen axz +b = 0
ddr a och b dr konstanter, och a # 0. Ett sddant uttryck kallas for ett linjart uttryck eftersom
variabeln x férekommer med hogsta exponent ett. Losningen &r, som vi tidigare har sett, givetvis
xr = —b/a vilket vi far efter att ha flyttad 6ver b till hogersidan och sedan dividerat bada leden i
ekvationen med a. Exempelvis har ekvationen 5z + 3 = 0 16sningen = = —3/5. Vi sdger att —3/5
ar en rot till ekvationen 52 + 3 = 0.

En forstagradsekvation kan skrivas pa manga sitt, t.ex. ar

dr —2=x+7
en forstagradsekvation eftersom vi kan dra bort 7 fran bdda leden och fa
dr -9 ==z
och sedan dra bort z fran bada leden for att &
3z —9=0.

Vill vi ddremot losa ekvationen
dor —2=x+7

sa kan vi forfara pa ett effektivare satt. Vilagger till 2 till bada leden och far
dr=2+9
Sedan subtraherar vi « fran bada leden och erhéller
3r=9
Slutligen dividerar vi bdda leden med 3 vilket ger 16sningen
T =3.

Vi kan verifiera att detta svar dr korrekt genom att sitta in « = 3 i den ursprungliga ekvatio-
nen. Vinsterledet dr 4z — 2 som blir 4 - 3 — 2 = 10, och hogerledet blir 3 + 7 = 10 sa 16sningen &r
korrekt.

En andragradsekvation har den allménna formen az? + bz + ¢ = 0, dér a, b och c &r konstanter
och a # 0. P4 liknande sitt har en tredjegradsekvation den allménna formen ax® + ba? + cx +d = 0,
dédr a,b, c och d dr konstanter och a # 0. Innan vi generaliserar detta begrepp s& introducerar vi
begreppet polynom.

Polynom

Ett polynom av grad n i en variabel x &r ett algebraiskt uttryck pa formen
p(2) = apt™ + an_ 12" ap_0x™ 2+ ..+ as2® + arz + ag,

dér a,, # 0. Polynomets koefficienter dr a;:na. Dessa ar tal, de kan vara reella tal, komplexa tal eller
heltal — vilket man nu bestimmer sig for. Med polynomets grad avses alltsd den hogsta potensen
av x i uttrycket ovan. Observera att vi tillater polynom av grad noll.

Exempel 2.1. 22° — 1 iir ett polynom med heltalskoefficienter av grad fem och /2 ir ett polynom av grad
noll med reella koefficienter.
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Multiplicerar man ett polynom i « av grad n med ett annat annat polynom i z av grad m sa
kommer det resulterande polynomet att ha grad m + n.

Exempel 2.2. Polynomet (z3 + x) - (x? + x + 1) har grad fem eftersom 3 + 2 = 5. Lds oss verifiera detta
genom att utfora beridkningen.

(@ +x) (P rae+) =2 @ +r+)+z (P +z+1)
:m5+m4+w3+x3+m2+x:x5+x4+2x3+x2+x,
vilket mycket riktigt dr ett polynom av grad fem.

Vad hinder da med graden vid addition eller subtraktion av tvd polynom? Graden av sum-
man eller differensen av tva polynom kan aldrig bli stérre &n graden av det polynom som har
hogst grad, men gradtalet kan i 6vrigt bli vad som helst. Vad gradtalet blir beror pa hur koeffici-
enterna ser ut.

Om hogstagradskoefficienterna till exempel tar ut varandra sa sanks onekligen det resulteran-
de polynomets grad.

Exempel 2.3. Polynomet
(52° 4222 + 1) + (82* — T2® —z) = 52° + 8" — T2 + 227 —x +1
har grad 5, polynomet
(52° 4 22% + 1) 4 (=52° + 2?) = 32% + 1
har grad 2 och polynomet
(525 +22% + 1) — (52 +22%) =1
har grad 0.

Polynomekvationer

Nar vi har lart oss vad ett polynom &r sa kan vi sdga att en forstagradsekvation &r pa formen
p(z) = 0, dar p(z) dr ett polynom av grad ett och ekvationen p(z) = 0 dr en andragradsekvation
precis da graden pa p(x) dr tvd. I allmanhet siger vi att en n:te-gradsekvation dr en ekvation
p(z) = 0, dédr p(z) &r ett polynom av grad n.

Vi har tidigare sett att en anledning till att inféra de rationella talen 4r for att kunna losa
forstagradsekvationen ax + b = 0, ddr a och b &r heltal.

Pa samma sitt inférdes de komplexa talen for att kunna losa en godtycklig andragradsekva-
tion az? + bz + ¢ = 0. Som bekant har ju ekvationen z? + 1 = 0 inga reella 16sningar, eftersom det
inte finns ndgot reellt tal vars kvadrat &r minus ett.

Losningen till en andragradsekvation

Vi loser en andragradsekvation genom sa kallad kvadratkomplettering. Losningsmetoden &r ett ex-
empel pa en matematisk algoritm. Vi borjar med att betrakta ekvationen

z°—a=0.

Om a &r skilt frén noll finns det tva tal som uppfyller ekvationen, namligen \/a och —/a eftersom
Va’ = aoch (—/a)? = a.

Exempel 2.4. Ekvationen z% — 16 = 0 har losningarna /16 = 4 och —/16 = —4.

Exempel 2.5. Ekvationen z% + 5 = 0 har losningarna /=5 = /5i och —/—5 = —/5i.
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Sdg nu istdllet att vi vill 16sa ekvationen
2? +2x-3=0.

Vi bérjar d& med att kvadratkomplettera vénsterledet. Detta innebar att vi i uttrycket 22 + 2z — 3
som innehéller bade en x?-term och en z-term samlar dessa bada i en gemensam kvadrat. I detta
fallet far vi termerna 22 och 2z via kvadraten (x + 1)? = 22 + 2x + 1. Men vi far 4ven konstanten
1 pa kopet hér, sa vi maste kompensera med nagon konstant for att inte &ndra vinsterledet. Man
inser efter en stunds eftertanke att

420 -3=(r+1)*—-1-3

och ddrmed kan vi alltsd med hjdlp av kvadratkompletteringen skriva om vér andragradsekva-
tion
22 +22-3=0 som (z+1)>—-4=0.

Adderar vi 4 till bada leden fas
(x+1)*=4

I vénsterledet har vi ett uttryck vars kvadrat dr 4. De tal vars kvadrat &r 4 dr talen —v/4 och \/41,
vilket kort skrivs ++/4. Alltsa har vi att

(z+1) = +V4==+2
Vi subtraherar ett fran bada leden och far till sist
z=-1+2,

vilket ger oss de tva l6sningarna z; = 1 och zo = —3. Bada dessa x—véarden uppfyller ekvationen.
Forsékra dig om att detta gdller genom att sétta in losningarna i den ursprungliga ekvationen.
Detta kallas for insittning.

Kvadratkomplettering av az? + bz + c. Vi ska nu formalisera vad vi gjort och formulera en
16sningsmetod for allménna andragradsekvationer. Ett resultat av var 1osningsmetod &r att vi
bevisar den sa kallade pg-formeln som brukar ldras ut pa gymnasiet for att Iosa andragradsekva-
tioner.

Betrakta polynomekvationen az? + bz + ¢ = 0, ddr a # 0. Eftersom a &r skilt frén noll kan vi
dela bada sidor av ekvationen med a och fa

2+ éx + oo
a a

Lésaren bor nu dvertyga sig om att Iosningarna till ekvationen

ax?+bx+c=0

dr desamma som ldsningarna till ekvationen

b
224 2w+ <=0
a a

Nar vi ska losa en andragradsekvation racker det alltsd att hitta en metod for att 16sa ekvatio-
ner av typer 2 + pz + q.
Det fundamentala steget i kvadratkompletteringsalgoritmen &r observationen

P\? _ o p (p>2 2 (p)2
L 9.2 ) — )
(x+2) x° + 2x+ 5 T° 4+ pxr + 5

Detta uttryck stimmer 6verens med uttrycket 22 + pz + ¢ sd nédr som p4 konstanttermen.
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For att kompensera for den konstant som denna kvadrat ger upphov till, (§)2, maste man
subtrahera denna. Saledes har vi

2 2
2’ +pr+q= (JH—%) —(B> +4q.

vilket ger

D P\ 2
=)o
J:-i-? 5 q

Slutligen subtraherar vi (5) ? fran bada leden vilket ger oss de tva losningarna:

p P\?2
-5 e
rT=Ty 2) 1

L4t oss sammanfatta algoritmen. Vi ska alltsd 16sa en andragradsekvation az? + bz + ¢ = 0 dér

a # 0.

1. Dela bada sidor med a for att fa
z? + éac + oo
a a

2. Skriv om ekvationen som

<x+b/2a)2— (()/;)QJrzzo.

3. Flytta over konstanttermerna till hogerledet, d.v.s.

(o) - (%) -5

4. Finn de tal y; och g, vars kvadrat ar lika med

(%) -5

5. Losningarna x; och z, till ekvationen ar da

b/a b/a
w1=y1—% och $2:y2_%~

En forstagradsekvation har exakt en 16sning, medan en andragradsekvation har som mest tva
16sningar. Ibland kan en andragradsekvation bara ha en 16sning, t.ex. har 2% = 0 bara losningen
x = 0. Som vi tidigare har sett finns det andragradsekvationer som saknar l6sningar 6ver de reella
talen, exempelvis 2 + 1 = 0.

Exempel 2.6. Lis z2 + 2z — 3 = 0 med hjilp av pg—formeln och sedan med kvadratkompletteringsalgo-
ritmen.

Losningsforslag 1: Vi sdtter in p = 2 och ¢ = —3 i formeln och far att x = -1 + /(-1)? — (-3)
—1+2=z =120 =-3.

* ||
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Losningsforslag 2: Eftersom koefficienten framfor 22 &r ett dr vi klara med det forsta steget i

algoritmen. I andra steget skriver vi om ekvationen som

(x+§)2— <§)2—|—(—3):(x+1)2—1—3:(x—1)2—4:0.

I tredje steget flyttar vi 6ver konstanttermerna till hogersidan och vi far
(x—1)2 =4.

I fjarde steget noterar vi att de tal 3, och y, vars kvadrat ar 4 ar 2 och —2. I femte steget erhaller vi
xlzyl—].:].OChl'Q:yg—].:—?). *

Exempel 2.7. Lis ekvationen 3z* — 5x = 0 med hjilp av pg— formeln och sedan med kvadratkomplette-
ring.

Losningsforslag :1 Forst dividerar vi hela ekvationen med konstanten 3 och far dd 22 —(5/3)z = 0

som vi loser med pg-formeln (observera att ¢ = 0): 212 = 543 + (5/73)2 = 543 + 5/73 Det vill sdga

x1 = 5/3 och zo = 0 dr ekvationens losningar. *

Losningsforslag :2 I forsta steget delar vi bada sidor av ekvationen med 3 och far z? — (5/3)z = 0.
I andra steget skriver vi om vénsterledet av ekvationen som (z — %)2 — (%)2 I tredje steget

flyttar vi 6ver konstanttermerna till hogersidan och vi far (z — %)2 = (5)% Ifjirde steget noterar

vi att de tal y; och y, vars kvadrat &r (2)? dr —3 och 2. I femte steget erhéller vi losningarna som

—?-F%?’:Ooch?—k?:f)/& *

Det finns ett tredje sétt att 16sa ekvationen 3z — 5z = 0. Vi noterar att 3z% — 5z = z(3z — 5).
Om detta uttryck ska vara lika med noll sa mdste antingen « vara noll eller s mdste (3z — 5) vara
noll, vilket ger 16sningarna 0 och 5/3. Vi har faktoriserat ekvationen 322 — 5z. Mer om detta i nésta
avsnitt.

Hittills har vi bara fatt positiva tal under rottecknet och darmed bara fatt reella 16sningar, men
givetvis fungerar formeln och algoritmen dven da losningarna dr komplexa tal med nollskild
imaginérdel.

Exempel 2.8. Lds ckvationen x® + x + 1 med pg-formeln och med kvadratkomplettering.

Losningsforslag 1:

Frén pg-formeln far vizy o = =1/2 £ 1/(1/2)2 =1 = —1/2 + /—3/4. Vihar att
VA=V @A = VT VEA=i-VBVE=i- V32,
sdxy = (—1+iV3)/20ch zo = (—1 — iV/3)/2.

*

Losningsforslag 2: Eftersom koefficienten framfor 22 &r ett dr vi klara med det forsta steget i
algoritmen. I andra steget skriver vi om vénsterledet i ekvationen som (z + 1/2)% — (3)* + 1 =
(x+1/2)2 —1/4+1 = (x + 1/2)? + 3/4. I tredje steget flyttar vi 6ver konstanttermerna till
hogersidan och vi far (z + 1/2)? = —3/4. 1 fjdrde steget har vi att de tal y; och y, vars kvadrat
ar —3/4 ar \/—3/4 = i\/3/2 och —\/—3/4 = —i\/3/2. I femte steget erhaller vi ldsningarna som
iV3/2 —1/2 = (=1 +1iV3)/2 och —iv/3/2 —1/2 = (=1 —i\/3) /2. *
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Ovningar

Finn 1sningarna till ekvationen p(x) = 0, dér
1. pz) =22 +z+1.
2. p(x) = 32% +2x — 5,
3. p(z) = (3—1x)(4+x),

2.2 Faktorsatsen och polynomdivision
Polynomdivision

Liksom med vanliga tal kan man ocksa dividera polynom med varandra. Nar man dividerar tva
tal med varandra sd kan divisionen antingen ga jamnt ut sa som 32/8 = 4, eller sa far vi en rest.
Om vi dividerar 33 med 8 s& far vi resten 1 eftersom 33 =8 -4 + 1.

For tvé tal a och b giller generellt att divisionen kan uttryckas som a = k - b + r dér k kallas
kvoten och r resten. Resten blir noll om divisionen gar jamnt ut. Om vi vill dividera polynomet
p(z) med polynomet g(z) kan vi pd motsvarande sétt skriva

p(x) = g(x) - q(x) + ().

Polynomet g(z) kallas for kvoten och polynomet r(x) &r restpolynomet.

Om r(x) &r identiskt lika med noll (lika med noll f6r varje védrde pa x) kallas det for nollpo-
lynomet. Om detta ar fallet géller det att p(x) delbart med ¢(x). Det géller alltid att graden av
restpolynomet r(x) dr strikt mindre dn graden av divisorn ¢(x), som dr polynomet vi dividerar
med. Detta kan forstds inses pd samma sidtt som man latt inser att vid division av tvé tal @ och b
maste resten vara strikt mindre &n b. Da kan man skriva a = k- b+ r dédr r < b. Annars skulle ju r
kunna uttryckas som r = b + s for nagot tal s och vi skulle f&

a=k-b+r=k-b+(b+s)=(k+1)-b+s

och om nu inte s < b sd kan vi fortsitta sa har tills resten dr strikt mindre dn divisorn.

Divisionsalgoritmen fér polynom

Man anviander samma divisionsalgoritm som for heltal. Metoden illustreras ldttast genom ett
konkret exempel.

Exempel 2.9. Dividera p(x) med q(z) dir p(z) = 223 + 2% 4 2z + 6 och q(z) = x* + 4. Vad blir kvoten
och vad blir resten?

2

Losningsforslag: Vi noterar att 2x - ¢(x) = 22 + 8z, sd att om vi subtraherar 2z - ¢(x) frén p(x) s&
forsvinner hogstagradstermen.

p(x) — 2z - q(z) = (22% + 2% + 22 +6) — (22% + 82) = 2% — 62 +6

Med andra ord har vi
p(x) =2z - q(2) + (2* — 62 + 6).

Men graden av restpolynomet méste vara strikt mindre dn divsorpolynomets grad. I vart fall
ska vi ha en rest med grad strikt mindre &n 2, sa vi maste fortsitta. Vi ser att

(22 =62 +6) —1-q(x) = (2> =62 +6) —1- (2® +4) = —62 + 2
<~

(2% —6x+6) =1-q(zx) — 62+ 2
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och nu kommer vi inte lingre eftersom resten —6x + 2 har ldgre grad &n divisorn 22 + 4. Jim-
for aterigen med division av vanliga tal. Néar resten blivit mindre &n divisorn kommer man inte
langre.

Vi har alltsa fatt att

p(z) =2z - q(z) + (2° — 62 +6) =2z -q(x) +1-q(z) — 62 +2 = (22 + 1)q(x) — 6z + 2

sa vi har kvoten 2z + 1 och resten —6z + 2. Man kan utféra polynomdivision med “liggande
stolen” eller “trappan” om man sa vill. Rdkningarna vi utfért ovan kan sammanstallas i liggande
stolen som foljer.

2z +1
22 4+4 [ 225+ 22 + 22
—(22° + 8x)
2 —6x+6
—(2% +4)
—6x + 2

Exempel 2.10. Utfor polynomdivisionen p(z)/q(x) dir p(x) = 2® + 2z + 3 och q(z) = = + 1.

Losningsforslag: Vi utfér polynomdivisionen med hjélp av liggande stolen. Vi ritar forst upp
stolen och placerar in p(x) och ¢(x).

x+1 | 2°4+2x+3

Nésta steg dr att se hur ménga ganger = (frdn z+1) gar i 23 (fran 23 + 22 + 3), vilket &r 22
ganger. Vi drar ddrfor bort z2(z + 1) = 23 + 22 frdn 23 + 22 + 3. Detta for vi in i liggande stolen

enligt nedan. Over stolen skriver vi 2 for att komma ihag att vi dragit bort z2(x + 1).

2

xr
x+1[ 25420 +3
— (2% + 2?)

22 +2x+3

Vi har alltsé gjort oss av med hogstagradstermen i 23 + 2z + 3, och skrivit z* + 2z + 3 =
22(z + 1) + (—2% + 22 + 3). Vi dr inte klara &nnu eftersom resten, —2? + 2z + 3, har hogre grad
dn z + 1. Det vi vill gbra nu dr att utfora en polynomdivision mellan —2% + 2z + 3 och = + 1, s&
vi fortsdtter p4 samma sitt. I ndsta steg vill vi alltsa fa bort 22 —termen. Vi kontrollerar darfér hur
manga génger x gér i —z?, vilket dr —z génger. Vi subtraherar darfor —z(z + 1) fran —z? 4 2z + 3,
detta infor vi i liggande stolen enligt nedan.

z?—x
r+1] 25+22+3
—(22° + 8x)
2?4+ 27+ 3

(a2 — 1)
3z +3

Slutligen vill vi utféra en polynomdivision mellan 3z + 3 och = + 1. Vi far
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22 —x+3
z+1 23+ 2x+3
—(22° + 8x)
2+ 22 +3

(- 1)
3z +3
—(3x + )
0

Eftersom vi slutade med en nolla gick polynomdivisionen jamt ut. Vi har alltsa fatt fram att
3 +2r+3=(z+1)(22 —z+3). *

Faktorsatsen

Lat p(x) vara ett polynom av grad n. Om det finns en faktor (z — a) i polynomet sd kan man bryta
ut denna faktor och skriva p(z) = (z — a)g(z) dér ¢(x) ar ett polynom av grad n — 1. Vi ser dd att
a dr en rot till ekvationen p(z) = 0 eftersom

pa) = (a —a)g(a) = 0- g(a) =0

oavsett vardet pa ¢(a). Vi det géller alltsd att om (z — a) dr en faktor till polynomet p(z) sd 4r a en
rot till polynomekvationen p(z) = 0.

Exempel 2.11. Polynomet p(x) = x* — 4 kan faktoriseras med hjilp av konjugatregeln, d.v.s. 2% — 4 =
(x — 2)(x + 2). Alltsd ir 2 och —2 rotter till ekvationen p(x) = 0.

Vi ska nu visa att 4ven det omvinda géller, alltsa att om « &r en rot till ekvationen p(z) = 0,
for nagot polynom p(x), sa maste (z — a) vara en faktor i polynomet.

Vi borjar med att utféra polynomdivision pé p(z) med (« — a). Fran foregdende kapitel vet vi
att resten har grad mindre dn det vi delar med, alltsa far vi

p(x) = g(x)(z —a) +k,

dar k ar en konstant.
Eftersom vi har antagit att a &r en rot till p(z), sa dr p(a) = 0. Sitter vi in detta i uttrycket ovan
erhéller vi
0 = p(a) = (a — a)ga) + k(a) = k.

dér den sista likheten foljer eftersom vi antar att & &dr ett konstant polynom.
Alltsa dr k = 0 och ddrmed har vi p(z) = (z — a)g(x) och (z — a) dr en faktor i polynomet om
a dr en rot till p(x) = 0. Vi har sdledes bevisat det som heter faktorsatsen.

Faktorsatsen: (z—a) dr en faktor i polynomet p(z) om och endast om « 4r en rot till polynomekva-
tionen p(z) = 0.

Uttrycket om och endast om innebér just ekvivalens (<), vilket vi har eftersom vi visat pastaen-
det &t bdda héllen: om a ar en rot till p(z) = 0 sd dr (z — a) en faktor i polynomet och om (z — a)
ar en faktor i polynomet sa dr a en rot. Enligt faktorsatsen &r alltsa problemet att finna 16sningar
till en algebraisk ekvation ekvivalent med problemet att finna forstagradsfaktorer i ett polynom.

Exempel 2.12. Polynomet p(x) = 52% — 32% — 2 iir exempelvis delbart med faktorn (x — 1) eftersom 1
dr en rot till ekvationen. Aven 0 iir en rot till ekvationen och alltsd ir p(x) delbart iiven med x.

Exempel 2.13. Lds tredjegradsekvationen p(z) = 23 — 322 4+ 4 = 0 med faktorsatsen.

Losningsforslag: Om vi kan finna en heltalsrot genom att prova oss fram, sa kan vi dérefter utfora
polynomdivision med motsvarande faktor for att dédrefter 16sa den andragradsekvation vi da far.
Vi ser i ekvationen ovan att x = 2 &r en 16sning till ekvationen eftersom p(2) = 2% — 322 +4 = 0.
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Det betyder enligt faktorsatsen att (x — 2) dr en faktor i polynomet, vilket innebir att polynomet
ar delbart med (z — 2). Med polynomdivision f&r vi p(z) = (z — 2)(2® — z — 2) och ekvationen

z? — x — 2 = 0 dr en vanlig andragradsekvation med 19sningarna z = —1 och « = 2. Saledes har
var ekvation l6sningarna x = —1 och = = 2 dér den senare 4r en dubbelrot. Polynomet kan darfor
skrivas som p(z) = (z + 1)(z — 2)%. *

Hur man finner rationella rétter

Ofta kan det vara svart, eller omgjligt, att gissa sig till en rot till en ekvation p(z) = 0. Det finns
dock ett enkelt resultat som gor det majligt att finna eventuella rationella rotter till p(z) = 0 da
polynomet har heltalskoefficienter. Vi visar hur detta resultat fungerar med ett exempel.

Exempel 2.14. Finn alla rationella rtter till ekvationen x> — 622 4+ 11z — 6 = 0.

Losningsforslag: Vi antar att vi har en rationell rot L till ekvationen, dér p och ¢ saknar gemen-
samma faktorer bortsett fran 1 och -1 (£ &r alltsd forkortat sa ldngt som mojligt). Da géller att

3 2
(p) 6<p) +11f —6=o.
q q q

Om vi multiplicerar uttrycket med ¢* fér vi
p> — 6p°q + 11pg® — 6¢° = 0.
Vi adderar sedan 6¢? till bAda sidor och far
p® — 6p2q + 11pg® = 64°.

Eftersom nu vésterledet dr delbart med p maste dven hogerledet vara det. Vi antog att p och
g saknar gemensamma faktorer vilket innebér att p dr delbart med 6, mojliga varden pa p blir
déarfor +1, 42, +3 och £6. P4 samma sétt kan vi hitta mojliga varden pa ¢. Vi gor detta genom att
forst subtrahera p?® frdn bada led i ekvationen

p3 — 6p2q + 11pq2 — 6q3 =0

vilket ger

—6p°q + 11pg° — 6¢> = —1-p°.
Vi ser att véansterledet dr delbart med ¢ och dérfér maste ocksa hogerledet vara det. P4 samma
sdtt som tidigare far vi de méjliga vérderna +1 for ¢. Genom att testa alla gissningar pd % ser vi
att 1,2 och 3 &r rotter till ekvationen 22 — 622 + 112 — 6 = 0. *

Mer allmént galler foljande:

Lit p(z) = ana™ + an—12" "1 + ... + a1 + ao vara ett polynom med heltalskoefficienter. Om g ir
en rot till ekvationen p(x) = 0 dir L dr forkortat sd lingt som mojligt mdste p vara en faktor i ag och q en
faktor i ay,.

Detta visas man pa i princip samma sitt som vi resonerade i exemplet tidigare.

Exempel 2.15. Lit p(z) = 23 + 22 + = + 1 = 0. Finn alla rationella losningar till ekvationen p(z) = 0.

Losningsforslag: Om ekvationen har en rationell rot p/q s maste det gélla att ¢ dr en faktor till
koefficienten framfér 23 (som dr 1) och att p dr en faktor till den konstanta termen (som ocksa
ar 1). Alltsa &r de enda mgjliga losningarna (—1)/(—1) = 1/1 = 1 och 1/(-1) = (-1)/1 = -1
Inséttning ger p(1) =1 + 12+ 1+ 1 # 0och p(—1) = (=1)3 + (=1)?2 + (=1) + 1 = 0. Allts4 ar —1
den enda rationella roten till ekvationen p(z) = 0.

*
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Exempel 2.16. Lit p(z) = 2° + x + 3. Visa att ekvationen p(x) = 0 saknar rationella losningar.

Losningsforslag Om ekvationen har en rationell rot p/q sa maste det gélla att ¢ dr en faktor till
1 och att p &r en faktor till 3. Mojliga vdrden pd ¢ dr darfor —1 och 1. Mdjliga védrden pa p ar
3,—3,1 och —1. Detta ger 3, —3, 1, —1 som mgjliga rationella l16sningar. Lat oss sétta in dessa tal

p(z). Vihar p(3) = 3° +3+3 # 0,p(-3) = (-3)° =3+3 # 0,p(1) = 1+ 1+ 3 # 0 och
p(—1) = (=1)° — 1 4 3 # 0. Alltsd saknar ekvationen p(z) = 0 rationella 16sningar. *

Ovningar

1. Utfor polynomdivisionerna p(x)/q(x) dér

(@) p(z) =a2*+z+1ochg(z) =z —1,

(b) p(z) = 32% + 222 — 52 + Toch ¢(z) = 2% + 3,

(c) p(x) =32 +22° — 52 + x + Toch q(z) = 2® — 32 — 1,
(d) p(a:)—x +1lochq(z)=2%—x+1,

(e) p(x) = 2* — 23 + 2% + 2 och q(x) = 2 + 42% + 4z + 3.

2. Visa med hjélp av faktorsatsen, d.v.s. utan att utfora polynomdivision, att p(x) = 23 —6x+4
dr delbart med (z — 2).

3. Los ekvationen z® + z? — 2z — 2 = 0 med hjilp av faktorsatsen.
4. Finn alla heltalslosningar till z* — 2522 + 9.

5. Bestdm de vdrden pa konstanten k for vilka polynomet p(z) = 2 — ka + k? dr delbart med
(z 4 2) och ange kvoten.

6. Finn alla rationella rotter till ekvationen 8z% + 222 — 2z — 1 = 0.

2.3 Kombinatorik

Kombinatorik dr den del av matematiken dédr man bland annat pratar om olika sorters urval.
Vi kommer i det hir kapitlet besvara méanga fragor av typen “Pd hur mdnga sitt...”. Vi kommer
behandla tre olika sorters urval. Vi borjar med det enklaste — urval ddr man tar hdnsyn till i
vilken ordning foremal kommer och dédr samma foremal far forekomma flera génger.

Nar vi gétt igenom de tre urvalen kommer vi ocksa ta upp binomialsatsen. Ett fjarde urval tas
upp i fordjupningsavsnittet.
Multiplikationsprincipen
Vi borjar avsnittet med att forklara multiplikationsprincipen med ett exempel.
Exempel 2.17. Anna har tre tréjor och fyra par byxor. Pd hur mdnga olika sitt kan hon kli sig?

Losningsforslag: Valet av troja dr oberoende av valet av byxor. Vilken tréja Anna ska ha pé sig kan
hon vilja pé tre sitt och byxorna hon ska ha pé sig kan hon vélja pé fyra sétt. For varje val av troja
finns fyra val av byxor. Anna kan kl4 sig pa 3 - 4 sitt. *

Mer allmént: Antag att vi ska gora k val oberoende av varandra och att det i:te valet kan goras pd m;
sitt. Dd dr det totala antalet valmdjligheter enligt multiplikationsprincipen

MM Mg My Mg

Vi illustrerar multiptionsprincipen med ytterligare ett par exempel.
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Exempel 2.18. Samuel ska kopa husdjur. Han har svdrt att bestdmma sig for om han ska kopa en katt, en
hund eller en kanin. Inte nog med att han inte kan bestiamma sig for vilket djur han ska kopa, han kan heller
inte vilja vilken firg han vill att djuret ska ha. Firgerna han viljer mellan dr vit, svart samt brun och han
har bestimt sig for att han vill ha ett enfirgat djur. Valet av djur iir oberoende av valet av firg. Hur minga
olika kombinationer av djur och firg har Samuel att vilja mellan?

Losningsforslag: Eftersom valet av djur dr oberoende av valet av farg har Samuel enligt multipli-
kationsprincipen 3 - 3 = 9 kombinationer att vélja mellan. *

Permutationer

En permutation &r ett ordnat urval av objekt utan upprepning. Vi kan se en permutation som en
omordning av foremal, exempelvis dr acb en permutation av bokstdverna a, b och c. En permuta-
tion tar hédnsyn till i vilken ordning féremalen i urvalet kommer och varje foremal far endast vara
med en géng (ej aterlaggning). Exempelvis &r abc och bea inte samma permutation av bokstédverna
a, b och c. S hur manga permutationer av bokstdverna a, b och ¢ finns det? Vi kan vélja den forsta
bokstaven pa tre sétt, ndr vi har gjort detta val finns det tvd bokstaver kvar att vélja bland. Vi kan
vélja en av dessa pa tva sétt och slutligen kan den tredje bokstaven véljas pa ett sétt. Alltsa finns
det 3-2-1 = 6 permutationer av {a, b, c}. Vi har hiar anvant multiplikationsprincipen.

Pa samma sétt kan vi berdkna antalet sétt att ordna de 52 korten i en kortlek. Det kan vi gora
pab52-51-50-...-3-2-1sdtt. Detta kan skrivas som 52! och utldses 52-fakultet. Vi har foljande
definition:

For varje positivt heltal k infor vi beteckningen k! (k-fakultet) for talet

ko(k—1)---2-1.

k! ar alltsa produkten av alla heltal mellan 1 och k. Vi definierar dessutom 0! = 1 av praktiska
skal.

Exempel 2.19. Berikna 5!

Losningsforslag: 5! =5-4-3-2-1 =120 *
I nedanstdende exempel kommer dven ord som inte finns i ordlistan vara giltiga och rdknas

som ord.

Exempel 2.20. Hur mdinga olika ord kan man bilda av bokstiverna i LUS (alla bokstiverna ska ingd)?

Losningsforslag: Vi anviander multiplikationsprincipen. Den forsta bokstaven kan viljas pa 3
sétt, den andra pa 2 och den tredje pa 1 sédtt. Det foljer att vi kan bilda 3 -2 -1 = 3! = 6 ord av
bokstdverna i LUS. De olika orden ér:

LUS LSU SLU SUL ULS USL.
*

Exempel 2.21. Hur minga olika ord kan man bilda av bokstidverna i LUU (alla bokstidverna ska ingd)?

Losningsforslag: Har blir det nagot svérare eftersom vi har tva likadana bokstaver. Om vi forst
bortser fran detta vet vi enligt exemplet ovan att det finns 6 olika ord. Vi maste nu tdnka pa att
vi ha tva stycken U:n. Dessa kan i varje ord ordnas (inbordes byta plats) pa tva sitt sa att ordet
forblir detsamma. Vi far dérfor bara 3} = 3 méjliga ord. Frén bérjan, nér vi antog att alla bokstaver
var olika, raknade vi alltsd varje ord tva génger. De olika orden &r:

LUU ULU UUL.
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*

Exempel 2.22. Hur mdnga olika ord kan man bilda av bokstiverna i KANIN (alla bokstiverna ska ingd)?

Losningsforslag: Har har vi igen tva likadana bokstdaver. Om vi forst bortser fran detta kan vi
vélja den forsta bokstaven i ordet pd fem sitt. Den andra bokstaven kan véljas pa fyra sitt, och
sa vidare. Det finns alltsa 5! sétt att ordna fem olika bokstdver. Vi maste nu tdnka pa att vi har
tva stycken N. Dessa kan i varje ord ordnas (inbordes byta plats) pa tva sdtt sa att ordet forblir
detsamma. Vi far dérfor bara 5; = 60 mojliga ord. Fran borjan, nér vi antog att alla bokstéaver var
olika, raknade vi alltsa varje ord tva génger. *

Exempel 2.23. Hur mdnga olika ord kan man bilda av bokstiverna i SKATTKARTA (alla bokstiverna ska
ingad)?

Losningsforslag: Vi har 10 bokstdver som ska inga i ordet. Hade de tio bokstdverna varit olika
hade det funnits 10! olika ord. Men nu méste vi komma ihag att vi har tvd K:in som i varje ord kan
ordnas pa 2! sitt, tre A:n som kan ordnas pa 3! sétt och tre T:n som kan ordnas pa 3! sdtt. Detta
innebdr att vi rdknade varje ord 2!3!3! gdnger nér vi antog att alla bokstaver var olika. Det foljer

att vi kan bilda
10!

213131 O

*

En permutation av n foéremal brukar beskrivas som antalet sitt att ordna de n féoremélen med
hénsyn till ordning och utan aterldggning, samma foremal far alltsd inte forekomma flera ganger.

Exempel 2.24. Pd hur mdnga sitt kan man bilda en ko av fyra personer?

Losningsforslag: Fragan handlar om att ordna fyra personer med hinsyn till ordning. Samma
person far bara forekomma en gang i kon, vi ska alltsd ordna de fyra personerna utan dterliggning.
Det finns alltsa 4! = 24 olika sitt att gora detta pa. *

Man kan ocksa tdnka sig att man véljer ut en del av objekten att skapa permutationer av.

Exempel 2.25. Pd hur mdnga sitt kan man mila en flagga med tre olika firger (som Frankrikes flagga)
om vi har tio firger att vilja bland?

Losningsforslag: Vi har tre omraden att mala. Forsta omrddet kan malas med 10 farger, det andra
med en av de ovriga 9 och det sista omradet med &tta farger. Detta ger oss da totalt 10-9-8 = 720
olika flaggor. *

Allmint géller: Att vilja k objekt av n stycken och sedan permutera dessa k kan goras pd
nn—1)Mn-2)---(n—k+1)

sdtt.

Kombinationer

Med en kombination menas en dragning utan hansyn till ordning och utan aterldggning. Exem-
pelvis dr abc och acb samma kombination av a, b och ¢ (men, som vi sag tidigare, inte samma
permutation). De sex permutationerna av a, b och ¢ ar alltsd samma kombination.

Exempel 2.26. Pd hur mdnga sitt kan vi vilja ut tre personer ur en grupp med fem personer?
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Losningsforslag: Har ar det underforstatt att man scker en kombination, eftersom det &r en grupp
personer som ska viljas, till skillnad fran exemplet med flaggorna dér ordningen spelade roll. Den
forsta personen kan véljas pa fem sitt, den andra pa fyra och den tredje pa tre sétt. Alltsd kan vi
gora ett ordnat urval pd 5 - 4 - 3 = 60 sdtt. Vi maste nu komma ihag att for varje kombination av
tre personer finns 3! permutationer varfor vi maste dividera med sex. Svaret blir alltsa 60,/6 = 10.

*

Allmiént: Vi ser pd samma sitt att en dragning av k objekt utan hinsyn till ordning svarar mot k!
dragningar med hinsyn till ordning. Antalet sitt att vilja k foremdl av n mojliga dyker upp i minga
sammanhang och har diirfor fitt en egen beteckning. Det betecknas (}.) och kallas binomialkoefficient.

Vi har féljande likhet:
n\ n!
k) T = k)R
Symbolen (}) utldses “n 6ver k”. (7) kan tolkas som antalet sitt att vélja ut 0 personer fran en
grupp med n personer. Detta kan goras pa ett sitt, alltsd har vi att () = 1.

Exempel 2.27. Berikna (7).

Losningsforslag:

ANE 7 _7-6~5-4-3-2~Z_7-
(3)_(7—3)!3!_;1-3-2-1-3-2-1_&

*

Exempel 2.28. En pokerhand innehdller fem av de 52 korten i en kortlek. Vad dr det totala antalet poker-
hinder?

Losningsforslag: Vi ska rakna ut antalet sdtt att dra fem kort ur en kortlek innehallande 52 kort,
detta ska alltsa ske utan hansyn till ordning och utan aterliggning. Med andra ord finns (552) olika

pokerhénder.
n n
&) o ()

ar samma tal. Att vdlja ut £ av n dr ju detsamma som att strunta i att vilja (n — k) av n. Vi kan
dven visa detta algebraiskt:

(Z) - k!(nni ) (n—k)!(nni (n—k)! (ﬂk)

Vi kan konstatera att

Binomialsatsen

Innan vi gar in pa binomialsatsen.sa infor vi summasymbolen.

Summasymbolen, ), infors for att man pa ett mer kompakt satt ska kunna skriva summan
av ett storre antal termer. Summasymbolen &r den stora bokstaven sigma i det grekiska alfabetet.
Om vi exempelvis vill summera alla tal mellan 1 och 30 skulle vi kunna skriva det som

14+24+3+4+5+6+7+84+9+104+11+12+13+14+15+ 16+
174+ 184+ 19420+ 21 + 22 + 23 + 24 + 25 + 26 + 27 + 28 + 29 + 30

vilket kdnns viéldigt omstidndligt. Med hjédlp av summasymbolen kan man istdllet skriva detta
som

33



30

2

i=1
Detta uttrycker man som summan av alla tal i dd i gdr frdn ett till trettio.
Exempel 2.29. Skriv 3* 4 3% 4 3% 4 37 + 3% 4 3% + 319 + 31 med hjilp av summasymbolen.
Losningsforslag: Vi summerar en massa trepotenser. Potenserna borjar pa fyra och slutar pa 11.
Vi kan dérfor skriva

11
3'4+3° 430437435437+ 310 431 = 3 730,
i=4

Ibland skriver man ocks& "1, 3 for att spara plats. *

Vi har tidigare sett att kvadreringsregeln séger
(z+y)* =2® + 22y + ¢,
dar x och y &r reella tal.
Exempel 2.30. Multiplicera ihop parenteserna i (x + y)3.
Losningsforslag: Anvandning av kvadreringsregeln ger att
(@+y)? = (@+y)z+y)?’
(x +y)(2* + 22y + y?)
= (z+y92’+ (@ +y)22y + (= +y)y’

= 2%+ 2%y + 22%y + 20y 4 2y + 43
= 234 32%y + 3zy® + o>

Resultatet kallas kubregeln. *

Exempel 2.31. Multiplicera ihop parenteserna i (x + y)*.

Losningsforslag: Anvandning av kvadreringsregeln ger att

(z+y)(z+y)°

(z +y)(2® + 322y + 3zy® + 1°)

= (z+y)2° + (& +y)32%y + (z + y)3zy” + (z + y)y°
= o'+ 23y + 323y + 32%9°% + 32%y® + 3y + 1yt + o
= o+ 423y + 622y + 4y + ot

(@+y)! =

*

Vi kommer att formulera regler for att rdkan ut (x + y)™ for alla positiva heltal n. Binomialsat-
sen handlar om just sddana utvecklingar.
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Binomialsatsen

Binomialsatsen: For heltal n géller

n
n __ n n—k_ k
(x+y) —Z(k)x Y-,
Ett binom 4r ett polynom med tva termer, alltsa ett uttryck pa formen a + b, varav namnet
binomialsatsen.
Exempel 2.32. Anviind binomialsatsen for att utveckla (z + y)3.

Losningsforslag: Vi anvander summaformeln i binomialsatsen med n = 3 och far:

3 3 3 3
(x+y)* = <0>x3 + <1>x2y+ (2>xy2 + (3)y3 = 23 4+ 32%y + 3z + 5.

Termerna framfor =3, 22y, xy? och y> kallas binomialkoefficienter. *

Exempel 2.33. Finn koefficienten framfor x* i polynomet (1 + x)°.
Losningsforslag: Med y = 1 sd har vi enligt binomialsatsen att

6

AT

k=0

Nar k dr 2 s& ar 2%7% = 2%, Alltsd ar koefficienten framfor z* lika med (g) = 15. *

Exempel 2.34. Finn koefficienten framfor x> i polynomet (2 + z)°.

Losningsforslag: Med y = 2 sa har vi enligt binomialsatsen att
6 _ N~ (6 nkos

(2+ ) :kzzo (k>x 23

Nar k dr 3 sd dr 267% = 23. Alltsd ar koefficienten framfor 23 lika med (g) 23 =15.-8=120. *

Pascals triangel

Nar vi utvecklar till exempel (z + y)? kan man direkt gissa att utvecklingen kommer innehalla
termerna z2, zy och y?. Fragan &r bara vilken koefficient vi f&r framfor var och en av termerna.
Man kan anvidnda binomialsatsen for att ta reda pa binomialkoefficienterna. Pascals triangel kan
man se som en geometrisk framstéllning av binomialkoefficienterna. Namnet kommer frdn ma-
tematikern och fysikern Blaise Pascal. Toppen av Pascals triangel ser ut sa har:
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Om vi tittar pa tredje raden ser vi att det dr precis koefficienterna framfor 22, zy respektive y>
i utvecklingen av (z + y)?. P4 samma sitt finner vi binomialkoefficienterna for utvecklingen av
(x+y)3 pa rad fyra och sa vidare. Om vi rdknar ut binomialkoefficienterna och ersétter dem med
tal i Pascals triangel far toppen foljande utseende.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 ) 1
Vi ser da att Pascals triangel &r symmetrisk. Detta beror pd att (}) = (,",), som vi visat

tidigare. For att forstd hur Pascals triangel ar uppbyggd behover vi en intressant egenskap hos
binomialkoefficienterna, ndmligen sambandet

(=) ()

Man kan visa detta bade algebraiskt och kombinatoriskt. Ett algebraiskt bevis bestar ofta av mani-
pulationer av uttryck (for att se att de dr lika) medan ett kombinatoriskt bevis kan vara en beréttelse
som visar att de algebraiska uttrycken raknar samma saker. Vi borjar med ett algebraiskt bevis.

<Z>+<kil> = k!(nnik)!+(k—1)!(nni CE)

n! n!
R CEN V)
nl(n —k+1) nlk

Mkt D)l T Rk 1 1)
nl(n—k+1+k)
M+ 1— k)

nl(n+1)
M+ 1- &)

_ (n+1

- ()
Nu till ett kombinatoriskt bevis:
("Zl) dr antalet sitt att ur en skolklass pd n + 1 personer vilja ut k elever. Vi tittar nu extra noga pd
en person i klassen, ldt siga Kalle. Nir vi viiljer ut k personer ur klassen sd kommer Kalle antingen vara en
av de utvalda eller inte. Om vi bestimmer oss for att Kalle ska vara bland de utvalda behover vi bara vilja
ut k — 1 personer av de n dterstdende. Detta kan goras pd (" 1) satt. Om vi istillet tittar pd antalet sitt
att gora detta urval nir Kalle inte dr en av de utvalda sd ska vi vilja ut k personer bland alla utom Kalle,

det vill siiga av n personer. Detta kan goras pd () sitt. Vi har alltsd att

(n}:l):(?;)*(kﬁl)'

Kombinatoriska bevis ger ofta en battre inblick i varfor formler fungerar. Men ibland kan det
vara svart att komma pa ett kombinatoriskt bevis.

Nu tillbaka till Pascals triangel. Det fiffiga med den &r att langst ut i vansterkanten finns alltid
ett tal pd formen (j) = 1 och i hogerkanten ett tal pa formen () = 1. Diremellan &r alla bino-

mialkoefficienter summan av de bada talen ovanfor, snett till hoger och snett till vanster. For att
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berdkna summan anviander vi formeln

(n}:l)_@*(kﬁl)

(1) + (1), alltsd 2=1+1.

som vi precis har bevisat. Till exempel s4 har vi att (?)

Ovningar
1. Pa hur manga satt kan man ordna en ko med sju personer?
2. Hur manga ord kan man bilda av bokstaverna i MISSISSIPPI?

3. Vi ska madla ett slott, en villa och koja i olika farger. Fargerna kan véljas bland orange, lila,
rosa, rod och brun. P4 hur méanga sétt kan detta goras?

4. I en skolklass finns nio elever. P4 hur manga sitt kan man vilja ut tre av dem att delta i en
tavling?

5. Utveckla foljande

(@) (x+5)3
(b) (z—5)2

6. Berdkna
@) () och
®) (15)-
7. Summera de forsta raderna i Pascals triangel och se om du kan finna ett samband.

8. (svir) Visa att () + (1) + (5) + ...+ (}) = 2". Ledning: Anvénd binomialsatsen for ett
algebraiskt bevis, tink pa resultatet i foregdende uppgift. Forsok garna ocksa visa det kom-
binatoriskt. Da kan det vara bra att tinka pé att 2" dr antalet strangar av langd n med bara

ettor och nollor.

24 Logik

Logik handlar om péstdenden och slutsatser man kan dra frdn dessa. Om man till exempel pastar
att z > 10, sa kan man direkt dra slutsatsen att + > 0. Daremot kan man inte vara sédker pd att
x > 0 garanterar att > 10. Talet = kan ju ndmligen ligga mellan 0 och 10.

Sddana hér slutsatser kallas implikationer. Om vi anvander matematiska symboler, sa blir pa-
stdendet ovan z > 10 = z > 0. Detta utldases "Om x ar storre dn 10, s medfor det att x dr storre
an 0” eller ”x storre dn 10 implicerar att x &r storre &n 0”. Ibland s& hdnder det att tva pastdenden
implicerar varandra. Detta kallas ekvivalens och innebér att bidda pastdendena har samma san-
ningsvarde samtidigt. Detta skrivs ganska naturligt som implikationspilar &t bada hallen, <. Ett
exempel pa ekvivalensdre =2 <z =1+ 1.

Nér du skriver om uttryck och ekvationer, sd dr det ofta att ekvationen fore och efter manipu-
lationen &r ekvivalenta. Vi har till exempel att

5
5$+4:3$+9<:>21‘:5<:>:L‘=§

Vi kan alltsd ldsa ut att om forsta pastdendet dr sant, sa mdste det sista vara sant och vice versa.
Men det finns exempel pa manipulationer som bara ger implikation och inte ekvivalens, vilket vi
kommer stota pé i sektion 3.4.

Ibland behover man sédga att flera pastdenden dr sanna samtidigt, till exempel “det regnar och
det blaser”. Man skriver ibland A ndr man menar och. Pastdendet x > 0 A x < 0 sdger alltsa att =
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ar storre eller lika med noll, samtidigt som « &r mindre eller lika med noll. Den enda méjligheten
ar da att = 0. Vi kan da sluta oss till att

r>0Nz<0<z=0

och det dr precis s& man anvander logik. Om man istéllet vill att minst ett av pastdendena
ska vara sant, anvdander man eller, vars matematiska symbol dr V. Som ett exempel far vi att
pastdendet
T>3Vr<2

ar sant for alla 2 som antingen &r mindre &n tva eller storre &n tre.

Ovningar
1. Bestdm vilka pastdenden som &r sanna nedan for z,y € R:
@zxz>1=z>0
b)) x>0=2>1
x>0Ny>0=z-y>0
d) (x>0Ay>0)V(z<0Vy<0)ez-y>0
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3 Funktionslira

3.1 Mingdlira

Begreppet mingd ar fundamentalt i matematiken. Vi har redan stott pé ett antal olika méngder
t.ex. mdngden av positiva heltal och méngden av heltal. En méngd &r en samling objekt dér varje
objekt bara forekommer en gang. Objekten i en médngd kallas element. Vi skriver normalt en mangd
inom maésvingar.

Ett exempel pa en méngd ar {1, 2, 3,4, 100}, det vill siga mdngden som innehaller talen 1, 2, 3,
4 samt 100. Ett annat exempel ar {0,1/2, 3, w, 4}. Médngder kan dven innehélla symboler, t.ex. dr

{a,b,e,...,z,y,2}

en médngd. En mangd kan &ven innehaller mangder, sd
{1,a,{1,2,3,4},{2,3,4}}

dr en mangd. Eventuellt tdnker du nu att det sista exemplet innehaller upprepningar, vilket ju
inte far forekomma i en mingd. Men elementen i méngden ar 1,q,{1,2,3,4},{2,3,4} och dessa
dr ju skilda fran varandra, s& detta bildar verkligen en mangd.

Vi har redan stott pa méngdnotationerna € (tillhor) och C (delméngd) for méangder av tal. Lat
oss nu definiera dessa notationer allmént.

For att sdga att ett element ingér i en méngd sa anvéander vi symbolen €. Vi har att

1 e {17a’ {17 2’ 37 4}’ {27 3’ 4}}

men
3 ¢ {17 a, {1a 27 374}3 {25 37 4}}

For att sdga att en hel méngd A ingér i en méngd B sa skriver vi A C B. Detta utldses som att
A dr en delmiingd till B. T.ex sa géller det att

{1,2} c {0,1,2,5}

och
{{2,3,4},a} C {1,0a,{1,2,3,4},{2,3,4}}.

Observera alltsa att vi inte bryr oss om i vilken ordning elementen kommer i. Sjdlvklart dr varje
méangd en delméngd till sig sjdlv, d.v.s. A C A for alla mangder A.

Vildigt ofta d&r man intresserad av det som finns i flera mangder samtidigt. Man siger att man
letar efter snittet av flera mangder. Snittet av méngderna A och B skrivs som A N B. Till exempel
sd ar

{1,2,3,4,5} N {2,4,6} = {2,4}.

Den tomma méangden som inte innehaller nagot element skrivs (). Vi har att
{1,a,{1,2,3,4},{2,3,4}} n{2,3,4} = 0.

Observera dock att
{1,a,{1,2,3,4},{2,3,4}} N {{2,3,4}} = {2,3,4}

eftersom elementet {2, 3,4} ingar i bada méngderna.

Vill man dédremot beskriva det som finns i minst en av méngderna, sa dr det unionen man ar
intresserad av. Detta skrivs A U B och denna méngd innehaller alla element som finns i minst en
av mdngderna. Vi har t.ex. att {1,2,3,4,5} U{2,4,6} = {1,2,3,4,5,6}.

Om A dr en delmiéngd till B och man vill beskriva de element som ligger i B men inte i A sa
skriver man A \ B. Man kan se det som att man subtraherar den ena mingden fran den andra.
Till exempel sd ar {1,2,3,4,5,6} \ {2,4,6} = {1, 3,5}. Ett annat exempel ar att de irrationella talen
ar de tal som ej kan skrivas pa formen a/b, ar R \ Q.

39



For att beskriva delméangder pa ett kompakt sédtt kan man anvdnda symbolen | som avdelare.
Maingden av alla jamna tal betecknas till exempel som

{2-ala€Z}

vilket utldses “méingden av alla 2 - a, dér a dr sddant att det tillhor mangden Z”.
Vi kan ha fler krav pa den hogra sidan och som exempel ger vi mangden

{a]a€Q,a>2}

som betecknar alla rationella ral storre dn 2.

Ovningar
1. Lat A ={1,2,4,6, 10,100} och B = {2,5,6,10,101}. Bestam foljande médngder:
(a) AUB
(b) ANB
© A\(ANB)

3.2 Funktionsbegreppet

Nér du tinker pé en funktion sd tinker du formodligen pa ndgot i stil med f(z) = 2% Kanske

tanker du dven péd en graf for funktionen och da har du forutsatt att funktionen ar definierad Gver

de reella talen. Med bakgrund av vad du tidigare har ldrt dig &r det helt naturligt att tinka sa.
Med hjdlp av méngder kan vi gora en precis definition av begreppet funktion.

Lat A och B vara tva icke-tomma méngder. Vi sdger att f dr en funktion fran A till B om det for
varje element a € A svarar ett unikt element b € B. Om b svarar mot a s skriver vi att f(a) = b.

Exempel 3.1. Lit A = {a,b,c,d} och lit B = {1,2,3,4}. Lit

fla)=1, f(b)=2, f(c)=3 och f(d)=4.
Dd blir f en funktion frin A till B.

Om f dr en funktion frdn A till B sd dr A funktionens definitionsmingd och B funktionens
mdlmingd . Funktionens vardemangd &dr samtliga element i B som vi kan skapa fran A. Vi skriver
f(A) for att beteckna vardemangden till f. (man anvdnder 4ven notationen V; for att beteckna
vardemingd). Om f(A) = B sd sdger vi att funktionen &r surjektiv. I exemplet ovan ar f(A) =
{1,2,3,4} = B och alltsa &r f surjektiv.

Exempel 3.2. Vi kan definiera en funktion frin heltalen till heltalen genom att lita varje heltal a svara
mot heltalet 2a, d.v.s. f(a) = 2a. Denna funktion blir dock inte surjektiv eftersom vi aldrig kan "triffa”
ett udda tal. Funktionen f(Z) innehdller alltsd bara de jdmna talen heltalen. Definitionsmingden till f dr
Z och virdemiingden tll f dr {2 - a|a € Z}.

Om f ar en funktion frén A till B och f avbildar skilda varden pa skilda varden sa séger vi att
[ ar injektiv . Funktionerna i de tvd ovanstdende exemplen &r injektiva.

Exempel 3.3. Lit A vara heltalen och lit B = {j,u}. Dd kan vi definiera en funktion g fran A till B
genom att lita

J oma dir jimnt,
g(a) = )
w oma ir udda.

Funktionen g kommer att vara surjektiv men inte injektiv eftersom de skilda viirdena 1 och 3 avbildas pd
samma virde, namligen u.
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Lat f : A— Bochg: B — C vara tva funktioner. Eftersom funktionen g¢:s definitionsmangd
dr densamma som funktionen f:s mdlméngd s& &dr det mojligt att bilda en ny funktion & fran
méngden A till mangden C dédr € A forst avbildas pad f(x) € B, som i sin tur avbildas pa
g(f(x)) € C. Funktionen h som avbildar z € A pa g(f(z)) € C ar da den sammansatta funktionen
av f och g.

Exempel 3.4. Lit oss sammansitta vdr funktion f : Z — Z, f(a) = 2a med funktionen

J oma dr jimnt,
g(a) = )
w oma ir udda.

Kalla den sammansatta funktionen for h, d.v.s. h : Z — {j,u}, h(a) = g(f(a)). Dd dr h(1) = g(f(1)) =
9(2) =, h(2) = g(f(2)) = g(4) =joch h(3) = g(f(3)) = g(6) =j. Det verkar alltsd som att h avbildar
alla viirden pd j. Det stimmer, och det beror pd att h(a) = g(f(a)) = g(2a) = j. Eftersom det inte finns
ndgot tal a € 7 sd att h(a) =u, sd dr funktionen inte surjektiv. Funktionen dr inte heller injektiv. Varfor
aa?

I fortsédttningen ska vi studera funktioner fran R till R. Ett polynom, t.ex. 2, kan ses som en
funktion frén R till R. Vi sétter f(z) = 2% och vi har att f(0) =0, f(1) =12 =1, f(2) = 22 = 4.
Notera att f(a) = f(—a) = a?. Eftersom a &r ett reellt tal s& dr a® > 0. Detta innebér att varde-
méngden till funktionen ar alla icke-negativa reella tal. Detta kan vi skriva med mangdnotation
som f(R) ={a|a>0,a € R} eller R U{0}.

Ibland &r en funktions natur sddan att den inte dr definierad 6verallt &ven om vi skulle 6nska
det. Ta t.ex. funktionen f(z) = 1/x for reella virden pa z. Den &r inte definierad for x = 0
eftersom man inte far dividera med noll, men diaremot idr den definierad for alla andra reella tal.
Funktionens definitionsomrade &r alltsa “alla reella tal utom 0”7, d.v.s. R\ {0}.

3.3 Reella mingder och kurvritning
Lat A vara mangden av alla reella tal som é&r storre &n eller lika med 1 men mindre 4n eller lika
med 2, d.v.s.

A={a| Na<2Aa>1a€R}

Vi kan beskriva A pa andra sétt, t.ex. dr

A=Bnd,
dar
B={ala<2,ae€R}ochC ={ala>1a€cR}.
Det finns dock en smidigare notation for att beskriva A — vi anvénder hakparenteser och

skriver
A=11,2].

I allménhet betyder alltsé [a, b] 4 méngden av alla reella tal som &r storre dn eller lika med
a men mindre 4n eller lika med b. Vi bendmner [a, b] intervallet mellan a och b. Vi kan vdnda pa
hakparenteserna ocksa. Nar a < b sa giller det att

la, b[= la, ] \ {a, b},

d.v.s. ]a, b[ ar intervallet mellan a och b utan &ndpunkter. Notera att vi verkligen behovde anta att
a < b for att definiera |a, b[ som vi gjorde. Lasaren uppmanas att fundera 6ver detta. Daremot dr
[a, b] definierad for alla reella tal a och alla reella tal b. Varfor?
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Om vi vill skissa funktionen f(z) = 22, hur gar vi da tillvdga? Vanligtvis fixerar man ett kar-

”

tesiskt koordinatsystem med en ”z”-axel och en ” f(x)”-axel. Av tradition brukar man kalla ” f (x)”-

7w

axeln for "y”-axeln och sétta y = f(x). Vi forsoker nu hitta ndgra punkter i planet som ligger pa
grafen till f, d.v.s. satisfierar ekvationen f(z) = 2. Exempel pd sédana punkter &r

(0,0), (1,1), (—1,1), (2,4), (—2,4), (3,9) och (—3,9).

Vi sdtter ut dessa punkter i planet och utifran dessa punkter far vi en kdnsla for hur funktionen
uppfor sig.

15+

10+

f (X)=x

~_ 1

-4 -2 2 4

Figur 2: Funktionen f(z) = 2°.

Reella punktmingder

Precis som det later sd ar en reell punktmédngd en méingd av reella punkter. Varje punkt kan be-
skrivas geometriskt i ett koordinatsystem, likasa kan en mingd av punkter beskrivas geometriskt
i koordinatsystemet. Vi betraktar en punktméngd som en algebraiskt begrepp, medan vi betraktar
bilden av punktmédngden som ett geometriskt. Som forskare i matematik gar man fram och till-
baka mellan geometriska och algebraiska tolkningar av samma matematiska objekt for att kunna
forstd det béttre.

For funktionen f(z) = z? kommer punktméngden {(a,a?)|a € R} att vara samtliga punkter
som ligger pa grafen till f. Allmant géller att punktméngden till grafen f(x) ar {(z, f(x)),z € D},
dar D ar definitionsomradet till funktionen f.

Lat oss betrakta punktméngden {(a, 1) | a € R}. Finns det ndgon funktion f(z) vars graf sam-
manfaller med bilden av punktméngden? Ja, det finns det, namligen f(z) = 1.

Lat oss istdllet betrakta punktmédngden {(1,b) |b € R}. Finns det nagon funktion f(x) vars
graf sammanfaller med bilden av punktmingden? Nej, det gor det inte. Om det skulle finnas en
sadan funktion f sa skulle f(1) anta alla reella virden och det &r ju inte tillatet. En funktion kan
bara anta ett virde i varje punkt. Ddremot sammanfaller punktmédngden med alla punkter (a, b)
som uppfyller z = 1.

Cirkelns ekvation

Hur ska vi beskriva en cirkel av radie » med centrum i punkten (0,0) (origo) algebraiskt? Om
(a, b) dr en punkt pa cirkeln sa galler det att avstandet fran punkten (a, b) till origo ar lika med r.
Det foljer dérfor fran Pythagoras sats att a? + b? = r2. Det innebér att punktméngden som bildar
cirkeln &r alla punkter (a, b) som uppfyller att a® + b? = 72, d.v.s. {(a,b) | a® + b* = r?}.

3.4 Olikheter och absolutbelopp

I det hir avsnittet studerar vi olikheter och absolutbelopp 6ver de reella talen.
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Oliketer

Olikheter paminner mycket om likheter men det finns vissa fallor man far se upp med. Vi borjar
med ett par lagar som giller for rakning med olikheter:

a>b & a+c>b+c
a>b & r-a>r-bomr >0
a>b & r-a<r-bomr<0

Vi ska nu motivera lagarna. Vi borjar med den forsta. Om Alice har fler dpplen &n Bob och
bada far lika manga dpplen (eller dter upp lika méanga dpplen) sa kommer Alice fortfarande att ha
fler dpplen &n Bob. Pa liknande sitt foljer andra lagen, multiplicera badas antal med samma tal,
sa kommer Alice fortfarande ha mer &n Bob. Se det som att Alice har 7 kronor och Bob 3. Om de
hade haft hundralappar istéllet f6r kronor, s har Alice fortfarande mer pengar. Om vi ddremot
multiplicerar med ett negativt tal sa blir det skulder istéllet, sd 14t sdga att Alice da har —7 kronor
och Bob —3. D4 har ju Bob mer pengar eftersom han inte &r skyldig lika mycket.

Nar vi arbetar med olikheter sd dr det oftast inte ett unikt tal « som blir 16sningen utan ett helt
intervall, a < & < b. Dessa intervall kan beskrivas pa flera satt:

Losning | Intervall
0<z<1| [0,1]
O<z<1| ]0,1]
0<z<1| [0,1]
O<zr<l1 10,1]
O<zx 10, o[
x <0 ] —00,0]

Du undrar kanske vad symbolen oo betyder? Det dr en matematisk beteckning av odndligheten.
Oindligheten dr inget tal, sd co ¢ R. Médngden | — oo, 0[ dr alltsd mdngden av negativa reella tal.

Observera alltsa att det &r skillnad pa losningsmangden till > 0 och > 0. I den forsta
méngden sd dr = 0 en giltig 16sning, men i den andra sa ar bara de positiva talen losningar.

Vi kommer ocksa stéta pa l16sningsméangder som bestar av flera intervall. Lat sdga 35 <t < 45
ar det tidsintervall dédr kladdkakan ar fardig, dar ¢ = 0 &r nér vi stoppade in den i ugnen. Da
kommer ¢t < 35 och t > 45 vara de intervall dar kladdkakan inte dr dtbar. Detta sker dd ¢ €
| — 00, 35] U [45, o0].

Olikheter av grad ett. Att 16sa olikheter med grad ett &r inte svarare &n att 19sa ut en variabel.
Det enda man maste tinka pé ar den tredje regeln ovan sa att man vander pa olikhetstecknet vid
rétt tillfalle. Har foljer ett par illustrerande exempel.

Exempel 3.5. Lds foljande problem:
1. Finn de x som uppfyller olikheten 5z — 12 > 18.
2. Finn de x som uppfyller olikheterna 4o — 7 > 20 och 5 — 22 > 7 samtidigt.

Losningsforslag: Vi anvander forsta regeln och adderar 12 till bdda leden:
5z —12 > 18 & 5z > 30
Vi kan nu multiplicera bada leden med (det positiva talet) 1, det vill siga vi dividerar med 5.
5> 30 x>6

Alltsa ar losningsméangden till olikheten 6 < .
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Vi loser det andra problemet pa samma satt for var och en av olikheterna

27 27
4$—7220<:>4$227<:>1‘2Z<:>$€ [4,00{

b-2x>7 2>t 1> x< -1

Vi vill nu finna de = som ligger i bdda dessa 16sningsméngder. Men som vi kan se, sa finns det
inga sddana z, da inga tal kan vara storre dn 27/4 samtidigt som de dr mindre dn —1. Alltsa finns
inga x som uppfyller bada olikheterna samtidigt. *

Olikheter av hogre grad. Nu nér vi bemaéstrat olikheter av forsta graden sé angriper vi problem
med hogre grad. Den metod vi kommer att ha stor nytta av kallas teckenschema och det innebér att
vi undersoker om i vilka intervall som uttryck dr positiva eller negativa. Detta har stark koppling
till regel tva och regel tre for olikheter. Vi borjar med ett exempel:

Exempel 3.6. Vilka x uppfyller att (z — 1)(z — 2)(z +4) > 0?

Losningsforslag: Granserna for olikheten maéste ju vara da vansterledet &r precis 0, det vill sdga
ndr (z — 1)(z — 2)(x +4) = 0. Det dr alltsa enbart nir « = 1, = 2 och nédr = —4 som vi passerar
en gréns for 16sningsméangden. Vi tanker oss att vi dr 2 som vandrar fran —oo till co och pa vigen
s& undersoker vi vilket tecken som (x — 1)(x — 2)(x + 4) har. Ar uttrycket positivt s ar det z:et
med i losningen, annars inte. Men for att vandra mellan ett « som ger negativt tecken och ett som
ger positivt, sd maste vi ju passera de som ger oss 0. Detta ger oss ett teckenschema:

4 1 2
(x+4) |- 0 + + + + +
(=1 |- - - 0 + + +
(z—2) |- - - - - 0 +
(—1)(z—-2)(x+4) |- 0 + 0 - 0 +

Varje rad beréttar vilket tecken som uttrycket i vansterkolumnen har. Vi ser alltsa att (z + 4)
ar positivt eller noll om © > —4, och liknande f6r de andra tva uttrycken. Vi kan nu multiplicera
de tre forsta raderna med varandra for att fa den sista raden, (“minus ganger minus blir plus”).
Den sista raden ger oss da en beskrivning for vilket tecken vi har i vilket intervall, och vi avlédser
att (z — 1)(z — 2)(x + 4) &r positivt eller noll for —4 < 2 < 1 samt 2 < z. Losningen pa olikheten
blir dd x € [—4,1] U [2, c0).

*

Det forsta man maste gora ndr man loser en olikhet &r alltsd att faktorisera uttrycket, och
dérefter gora ett teckenschema. Det &r inte alltid man far uttrycket fardigfaktoriserat, men man
kan faktorisera dem med hjilp av faktorsatsen.

Exempel 3.7. Vilka x uppfyller olikheten z® — 5x < —67

Losningsforslag: Man kan latt luras att tro att vi faktoriserar vansterledet direkt, men vi maste
ha 0 i hogerledet for att kunna gora ett teckenschema. Vi skriver alltsd om det som 22 — 5z + 6 <
0. For att faktorisera vinsterledet, maste vi hitta rotterna till 22 — 5z + 6 = 0. Loser vi denna
andragradsekvation, sé finner vi att = 2 och = 3 &r rotter. Vi kan da faktorisera vansterledet
som (z — 2)(z — 3) (kontrollera att om du utvecklar detta sd far du precis z? — 5z + 6). Detta ger
oss da (x — 2)(x — 3) < 0 och vi staller upp ett teckenschema:

2 3
(z=2)|- 0 + + +
(x-=3)|- - - 0 +
(—2)(z-3) |+ 0 - 0 +
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Figur 3: f(z) = (z — 1)(z — 2)(z + 4)

Vi utldser att (z — 2)(x — 3) < O0om z € [2,3]. *

Absolutbelopp

Det hir avsnittet handlar om absolutbeloppet. Vi bérjar med definitionen

omzxz >0
|z| = {x v= alternativt |z| = Vz?
—zomax <0

For alla positiva tal z, sa gdller det att |x| = x, men om z dr negativt s kan man sidga att
absolutbeloppet “tar bort minustecknet”. Det giller alltsd att || > 0 for alla x, och |z| = 0 endast
om z = 0.

Absolutbeloppet dr ett méatt pd storleken av talet oberoende av vilket tecken det har. Det kan
ocksa tolkas som det avstdnd som z &r fran 0 pa tallinjen.

Exempel 3.8. | — 1| = 1|, |—=x|=|x|, och 0] =]10|.
Exempel 3.9. Los foljande ekvationer:

o |z|=3.

o lz—4]=3.

Losningsforslag: Nar man arbetar med absolutbelopp sa &r det lattast att dela upp problemet i
flera fall, beroende pa om det vi tar absolutbelopp pa &r positivt eller negativt. Det &r precis det
vi kommer gora hér. Forsta problemet blir da foljande:

Fall1: Om x > 0, sd dr |z| = x och vi far att z = 3, vilket da enkelt &r en 19sning.

Fall 2: Om z < 0, sd dr|z| = —z och vi fér att —z = 3, s& = —3 &dr den andra 16sningen.

Losningen dr alltsd att = 3 eller x = —3. Nu till ndsta problem:

Falll: Oma —4 > 0,sd dr |t — 4| =2 — 4 och vifar att v — 4 = 3, s4 = 7 &r en 16sning.

Fall2: Omz —4 < 0,sdédr |z —4| = —(x —4) ochvifér att —(x —4) = 3,sd z = 1 & den andra
16sningen.
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Kontrollera att losningarna stimmer genom att sitta in dem i den ursprungliga ekvationen.

*

Nu ska vi kombinera det vi lirde oss om olikheter och anvidnda de i kombination med absol-
utbelopp.

Exempel 3.10. Lds olikheten |x — 5| > 3.

Losningsforslag: Vi delar upp problemet i flera fall, némligen « > 5 och # < 5 eftersom vid ¢ = 5
ar uttrycket i absolutbeloppet 0.

Fall x > 5: Har &ar det inom absolutbeloppet positivt och vi ersitter absolutbeloppet med
parenteser. Vi far att (x — 5) > 3 vilket ger oss « > 8. Alla dessa = uppfyller dven att x > 5, vilket
var en forutséttning for det har fallet. Alltsa dr « > 8 giltiga 16sningar.

Fall z < 5: Nu fér vi istédllet —(z — 5) > 3, vilket efter multiplikation med —1 i bada leden ger
x — 5 < —3. Slutligen far vi dd att « < 2. Vi far da att 2 < 2 ger giltiga 16sningar, dessa uppfyller
ju ocksa forutsdttningarna att « < 5.

Losningsméangden ges av x < 2 och z > 8. *

Ovningar
1. Los foljande olikheter
(@ 3x+6>x—28
(b) 2242z >3
(© (z—2)(2%2+42x+4) >0

3.5 Trigonometri

Trigonometri anviands for att berdkna avstdnd och vinklar. Vi kommer ldra oss hur man med
hjélp av trigonometri kan berdkna avstand och vinklar med hjélp av métt pd andra avstand och
vinklar. Det ar lattast att arbeta med ratvinkliga trianglar sa vi borjar med lite repetition om dessa.
Vi kommer anvinda de trigonometriska funktionerna sinus, cosinus och tangens som vi i nista
avsnitt ska titta narmare pa.

Ritvinkliga trianglar

En rétvinklig triangel 4r en triangel med en rét vinkel, alltsa en vinkel pa 90°. Ett exempel pa en
ratvinklig triangel ser vi i figur/4.

Figur 4: Ett exempel pé en rédtvinklig triangel. Det rédta vinkeln finns mellan sidorna a och b.

46



De sidor som bildar en rat vinkel mot varandra, sidorna a och b i figuren ovan, kallas katetrar
och den tredje sidan, ¢, kallas for hypotenusan i triangeln. Vi gor dven skillnad mellan de bada
kateterna. Nér vi betraktar vinkel v sdger vi att a dr den nirliggande kateten och b den motstdende.
For en rétvinklig triangel, som den i figuren ovan, finns féljande definierade funktioner mellan
vinkeln v och kvoter av sidorna enligt nedan:

b  motstdende katet
tanv = — = —/——

a  ndrliggande katet

. b  motstaende katet

smv = - =

c hypotenusan

a  nérliggande katet
cosv = — =

c hypotenusan

tan v utldses “tangens for vinkeln v”, sinv “sinus for vinkeln v” och cos v utldses “cosinus for
vinkeln v”.

Exempel 3.11. Finn ett uttryck for = i fiqur|5 med hjilp av nigon av de trigonometriska funktionerna
sinus, cosinus och tangens.

60°

1/2

Figur 5: En ratvinklig triangel ddr det dr mojligt att bestimma sidan = med hjilp av trigonomet-
riska funktioner.

Losningsforslag: Enligt definitionen av tangens ser vi att

tan 60° =

wi=| 8

Vi kan multiplicera med § pd bada sidorna om likhetstecknet och far

tan 60°
=x.
2
For att kunna berdkna x exakt méste vi veta vardet pa tan 60°. *

Vi kommer ldra oss sinus, cosinus och tangens for vissa standardvinklar, till exempel 60°.
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0.5

15

Figur 6: Enhetscirkeln, en cirkel men radie ett centrerad i origo.

P(X,y)

H
x

Figur 7: En punkt P pé enhetscirkeln.

Enhetscirkeln. Enhetscirkeln &r en cirkel med medelpunkt i origo och radie 1, se figur(6l

Varje punkt, P = (z,y) i forsta kvadranten (dédr bade x och y &r positiva) pd enhetscirkeln
formar en triangel, se figur|7.

Triangeln &r ratvinklig och dess hypotenusa har alltid lingd ett. Med vara tidigare definitioner
far vi foljande samband.

tanv = L4
T
sinv = y:y
1
x
cosv = — ==z
1
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Vi ser ocksa att i
y  sinv
tanv = = = .
T  Cosv

Med hjélp av enhetscirkeln utvidgar vi definitionerna och later P vara en punkt pd enhetscir-
keln i vilken som helst av de fyra kvadranterna. Vi ser att cosinus &r z-koordinaten och sinus
y-koordinaten for punkter pa enhetscirkeln. Vi ser speciellt att sin 90° = 1 eftersom vi vid 90° dr i
punkten (0,1). P4 samma sitt har vi ocksa till exempel att

c0s90° = 0,sin0° = 0 och cos0° = 1.

Standardvinklar

Lat oss nu bestimma sinus och cosinusvardena for nagra speciella vinklar. Vi borjar med 45°. Vi
ritar in vinkeln i enhetscirkeln, se figur/8!

45°

dh

Figur 8: En 45-gradersvinkel pa enhetscirkeln.

Eftersom vinkelsumman i en triangel alltid dr 180° och vi har en vinkel pa 45° och en pa 90°
maste d&ven den sista vinkeln vara 45°. Det foljer pa grund av symmetri att de bdda kateterna &r
lika 14nga, se figur 9.

an

Figur 9: En 45-gradersvinkel pa enhetscirkeln.



Vi kan nu anvianda Pythagoras sats!| for att ta reda pa strackan x. Vi far ekvationen
2?42 =1.

Alltsa har vi

227 = 1.
Vi delar bada led med tv4, drar roten ur och far resultatet x = j:%. Det negativa svaret kan vi
bortse ifran eftersom att en stricka alltid &r positiv. Om vi tittar pa figur/10 ser vi att

1
sin 45° = cos 45° = — och tan45° = 1.

V2
1 45°
L
V2
45°
2
V2

Figur 10: Hjalptriangel for att bestimma tan 45°, sin 45° och cos 45°.

Vi gar nu vidare till vinklarna 30° och 60°. Betrakta den liksidiga triangeln i figur11| Alla sidor
har langd 1 och ddrmed ér alla vinklar lika stora, alltsd 60°.

Figur 11: En liksidig triangel med sidan 1.

Om vi delar en av vinklarna i triangeln mitt i tu far vi en vinkel pa 30°, se figur[12.
Betrakta nu den fetmarkerade triangeln i figur(12| Vi kan med hjélp av Pythagoras sats berdkna

den obekanta sidan till @ Sedan kan vi lasa ut f6ljande virden for sinus och cosinus.

V3

1 3 1
sin 30° = 5 C08 30° = %,sin 60° = - och cos60° = 3

http:/ /sv.wikipedia.org/wiki/Pythagoras_sats
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3

60° 60°

1/2

Figur 12: Den andra hjilptriangeln.

Vi kom tidigare fram till att

cos v
sa vi kan dven bestimma tangens for vinklarna 30°, 45° och 60°. Vi kan gora foljande tabell:

sin | cos | tan
45 ? ? 1
60° | o5 [ 5 | V3

Exempel 3.12. Antag att du stdr tre meter frin ett hus. For att berikna husets hojd borjar du med att
miita vinkeln under vilken huset syns se figur|13. Vinkeln miits till 60°. Berikna husets hojd.

v

60°

3m

Figur 13: En illustration av problemet i exempel

Losningsforslag: Vi far en ratvinklig triangel enligt bild. Vi har att tan 60° = h/2. Som vi kom
fram till tidigare &r tan 60° = /3. Vi har alltsé att v/3 = h/2. Genom att multiplicera med tva pa

bada sidor likhetstecknet far vi
h=2-V/3m ~3,5m.

*

Vi ska nu se pa nagra samband mellan cosinus och sinus av olika vinklar. Vi borjar med att
betrakta foljande figur (figur(14).
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P=(x,y)

an

Figur 14: Vinklarna v och (—v) i enhetscirkeln.

Genom att anvinda Pythagoras sats i en ratvinklig triangel med sidorna = och y i enhetscirkeln
far vi
1=22+4% (1)

Som vi sett tidigare har vi att = cos v och y = sinv. Sitter viin dettai (1) far vi en viktig identitet
som kallas trigonometriska ettan:
cos? v +sin®v =1

Observera att vi skriver cos? v och sin? v istéllet for (cosv)? och (sinv)?.

Vi fortsédtter med att betrakta cos v och cos(—v), for att se ett samband mellan dem. Vi ritar in
vinklarna v och (—v) i enhetscirkeln, se figur[15. Nér vi avldser cosinus for en vinkel tittar vi pa

an

Figur 15: Vinklarna v och (—v) i enhetscirkeln.

z-koordinaten. Om vi jamf{or z-koordinaterna for vinklarna v och —v ser vi att de &r lika. Vi far att
cos(v) = cos(—v). Rita gérna in en vinkel v i en annan kvadrant for att overtyga dig sjdlv om att
formeln géller dven da.

Vi gér nu vidare till att titta pa vinklarna v och 180° — v for att se ett samband mellan de bada
vinklarnas sinusvérden. Vi ritar in en godtycklig vinkel v i enhetscirkeln, samt vinkeln 180° — v,
se figur(16/

For att avldsa sinusvéardet for en vinkel v i enhetscirkeln tittar vi pad y-koordinaten dar linjen
nuddar cirkeln. Jamfor vi y-koordinaterna fér v och 180° —uv ser vi att de &r lika. I 6vning 1 kommer
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Figur 16: Vinklarna v och 180° — v i enhetscirkeln.

vi se pa ytterligare ett par samband mellan sinus och cosinus.
Sammanfattningsvis har vi féljande samband:

cos?v +sinv = 1
cosv = cos(—v)
sinv = sin(180° —v).

Triangelsatserna

Vi lamnar nu de rétvinkliga trianglarna och 6vergér till mer allménna trianglar. I det hir avsnittet
kommer vi ldra oss tre viktiga triangelsatser, ndmligen areasatsen, cosinussatsen och sinussatsen.
Areasatsen. Som du sdkert kommer ihag kan arean av en triangel berdknas med foljande formel

_beh
2

A

dér b star for basen och h for hojden i triangeln.
Exempel 3.13. Berikna arean av en triangel med basen 5 cm och hojden 10 cm.
Losningsforslag: Vi anvander formeln ovan.

b-h 5-10
:7:14:7:2 .
5 5 5 cm

A

*

Det areasatsen sdger dr hur man berdknar arean av en triangel nar man kénner till tvd sidor och
den mellanliggande vinkeln. Lat oss med ett exempel visa hur man kommer fram till areasatsen.

Exempel 3.14. Berikna arean av en triangel dir vi kiinner till tvd sidor, a och b samt dess mellanliggande
vinkel v.

Losningsforslag: Vi borjar med att rita upp en triangel (se figur(17) och rita in hojden. Vi kan da

skriva
h

sinv = —

b’
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Figur 17: En triangel med de tva sidorna a och b och dess mellanliggande vinkel v.

och alltsa dr hojden h = b-sinv. Vi kan nu anvidnda formeln vi hade tidigare for att berdkna arean:

_ basen-hdjden  a-b-sinv
B 2 B 2

A

Vi har nu kommit fram till areasatsen. *

Som vi sdg i exemplet ovan s har vi foljande formel:

a-b-sinv
Areasatsen: A = — 5
som giller ndr a och b dr tva sidor i en triangel och v dr dess mellanliggande vinkel. Areasatsen

géller for savél trubbiga som spetsiga vinklar.

Sinussatsen. For en triangel ABC med sidorna abc enligt figur[18 géller foljande enligt sinus-
satsen:

Figur 18: En triangel ABC med sidorna abc.

sinA sinB  sinC
a b ¢
Man kan visa sinussatsen fran areasatsen, se uppgift 3.

Cosinussatsen. D4 en triangel ABC saknar en rét vinkel kan vi inte tillimpa Pythagoras sats.
Déremot géller foljande samband:

A =a?>+b*—2ab-cosC,

dér a betecknar motstaende sida till vinkeln A och sa vidare, se figur[18. Vi kommer inte ta upp
beviset av denna sats.

Exempel 3.15. Vad kiinner vi igen cosinussatsen som nir vinkeln C' dr en rit vinkel?
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Losningsforslag: Om C ar 90° galler:
?=a?>+b%—2ab-cosC =a?+b>—2ab-0=a?+ 2,

vilket vi kdnner igen som Pythagoras sats. Pythagoras sats dr alltsa ett specialfall av cosinussatsen.

*

Exempel 3.16. Beriikna vinkeln v i fiqur(19.

Figur 19: Finn vinkel v.

Losningsforslag: Enligt cosinussatsen har vi

V39 =52 472 2.5 cosv &
39=25+49 — 70 cosv &
—35=—-70-cosv &

B v
-70
3 = C0sU &
I vért fall ger detta att v = 60°. *

Sammanfattningsvis har vi féljande triangelsatser:

a-b-sinv
Areasatsen: A= —
. sinA sinB sinC
Sinussatsen: = =
a b c

Cosinussatsen: ¢ = a? + b% — 2ab - cosC

Ovningar

1. Visa att sin(90° — v) = cosv och cos(90° — v) = sinv. Ledning: Rita upp en ritvinklig triangel
med en vinkel v och en vinkel 90° — v.

2. Berdkna arean av triangeln i figur 120.

3. (svdr) Bevisa sinussatsen. Ledning: Borja med att rita upp en triangel ABC med sidorna abs och
skriv ner arean for triangeln pa tre olika sitt med hjilp av areasatsen.

4. Berdkna lingden av den med x markerade sidan i figur21.
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(cm

Figur 20: En triangel dér vi vet tva sidor och kan berédkna den mellanliggande vinkeln.

\/E (cm)

Figur 21: Langden av sidan z i figuren kan berdknas med en av triangelsatserna.

Trigonometriska funktioner

Som vi pratat om i foregdende kapitel &r sinus, cosinus och tangens exempel pa trigonometriska
funktioner. Vi definierade ocksa sinus, cosinus och tangens for en vinkel. Vi ska i det hér kapitlet
studera fler trigonometriska samband samt infora ett nytt sitt att médta vinklar, ndmligen med
radianer. Vi kommer dven titta pa negativa vinklar och vinklar som &r storre &n 360°.

Det finns ytterligare ndgra trigonometriska funktioner men vi kommer inte ligga nagon storre
vikt pd dem har.

Periodiska funktioner

Om vi tinker oss en vinkel pd enhetscirkeln och till den vinkeln adderar ett varv, d.v.s. 360°, hur forind-
ras dd sinus- och cosinusvirdena? Eftersom de trigonometriska funktionernas varden for en vinkel
definieras av = och y—koordinaterna for en punkt pa enhetscirkeln géller det att ta reda pé vilken
punkt vi hamnar vid nér vi till en vinkel adderar ett varv. Vi ser att vi hamnar vid precis sam-
ma punkt. Detta illustreras i figur22. Tank dig exempelvis att du springer pa en loparbana med
formen av en cirkel. Nédr du springer ett varv dr du alltid tillbaka pa samma stdlle som du borja-
de. P& samma satt kommer du tillbaka till samma stdlle om du springer 10 varv. Vi far foljande
trigonometriska samband:

sinv = sin(v+n-360°)
cosv = cos(v+n-360°),

ddr n &r ett heltal. Vi sdger att sinus och cosinus ar periodiska funktioner med perioden 360°.
Graferna for funktionerna sin « och cos z finns i figur(23[24.

Med hjilp av figur[25/far vi foljande formler som ér till hjdlp da vi ska bestimma perioden for
tangens:

sin(v +180°) = —y= —sinwv

cos(v+180°) = —x = —cosv
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Figur 22: I bilden ser vi en vinkel v samt vinkeln v + 360°.

1.0}

0.5

! 4 6
95t
~10r
Figur 23: Sinuskurva.
Vi far - . _
tan(v + 180°) = sin(v + ) = SO _ Y tanw.
cos(v+180°)  —cosv  cosv

Detta innebar att tangensfunktionen &r periodisk med perioden 180° och alltsa géller tan(v + n -
180°) = tanv. Grafen till tangensfunktionen finns ritad i figur/[26|
Man kan dven med en enkel figur visa att sin(—v) = — sinv och cos(—v) = cosv.

Exempel 3.17. Berikna cos 225°.

Losningsforslag: cos 225° = cos(180° + 45°) = — cos45° = —% eftersom cos(180° + v) = — cos .
*

Exempel 3.18. Bestiim samtliga losningar till sinv = 1.
Losningsforslag: For att bestimma samtliga 16sningar &dr det mycket att tinka pd. Forst maste vi
veta ndgon vinkel v som uppfyller sinv = 1. En sddan &r 30°. Vi méste ocksa komma ihdg att
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Figur 24: Cosinuskurva.

Figur 25: Enillustration av samband mellan sinus och cosinusvardena fér en vinkel v samt vinkeln
v + 180°.

sinv = sin(180° — v) vilket innebar att &ven v = 150° &r en 16sning till ekvationen. Slutligen far vi
inte glomma att sinv = sin(v + n - 360°), ddr n &r ett heltal. Alltsa far vi att samtliga losningar till

ekvationen ges av
30° 4+ n - 360° och 150° + n - 360°.
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Figur 26: Tangenskurva.

Additionsformlerna

Det finns fyra additionsformler, de presenteras nedan.

sin(zx+y) = sinzcosy -+ sinycosz
sin(zx —y) = sinzcosy —sinycosz
cos(r+y) = coszcosy—sinzsiny
cos(z —y) = coszcosy+sinzsiny

Vi gér igenom beviset av en av dessa formler:

Sats: cos(a + ) = cosacos f§ — sin asin .

Bevis: Beviset gors i fem steg och med beteckningar enligt figur 27. Vi vill visa att £ = cos(a +
(). 4r samma som cos « cos 8 — sin acsin 3.

¢

Figur 27: Bild till beviset.
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Forst anvander vi sinussatsen i var och en av de sma trianglarna i figuren:

) sinae  sin(90° — « COoS (v
Undre triangeln: = ( ) =
T

§ 3

Ovre triangeln: sinff _ sin(90° + ) = cosa
)
Genom att multiplicera upp nimnarna och kombinera dessa far vi féljande:
Esina+sin B = (z + y) cos a. (3.5.1)

Vi har ocksd enligt Pythagoras sats géller att (z + y)? + £? = 1. Kvadrerar vi ekvationen[3.5.1
och ersitter (z + y)? med 1 — £ s& far vi

(€sina +sinB)? = (1 — &€%)cos’ a
Vi utvecklar kvadraterna och flyttar dver ¢2 cos? « till vinsterledet:
£2sin? o + €2 cos® a + sin? § + 2 sinasin 3 = cos? a

Faktoriserar vi de tva forsta termerna och anvander trigonometriska ettan sa far vi

€% + 26 sinasin B + sin? 3 = cos? a

Vi adderar sin® a sin? 3 pa bada sidorna och flyttar dver sin® 3 till hogerledet:

€2 4+ 2¢sin asin B + sin? asin® B = cos? a — sin? B + sin” asin® 3

Nu kan vi faktorisera vansterledet till en kvadrat. Darefter manipulerar vi hogerledet genom

att faktorisera och anvénda trigonometriska ettan upprepade ganger.
(€ +sinasinB)? = cos®>a —sin® § + sin? asin? 3

= cos? a — sin? B(1 — sin?

= cos? o — sin? B(cos? a)
= cos?al —sin? B)

= cos?acos?® 3

a)

Vi har allts3 att

2

(€ + sinasin B)? = cos? a cos? S.

Vi drar roten ur bada sidor och 16ser ut ¢:
& = cosacos 3 — sinasin .

Detta 4r vad vi ville visa.
Med hjdlp av additionsformlerna och trigonometriska ettan kan vi hdrleda manga andra form-
ler, se t.ex. exemplet nedan samt uppgift 3.

Exempel 3.19. Visa att cos 2v = 2 cos® v — 1.

Losningsforslag: Nar man ska l0sa uppgifter av typen visa att borjar man fran ett av leden och
arbetar sig fram till det andra. Vi kan till exempel borja med vansterledet.

cos2v = cos(v + v) = [additionssatsen]

2

= cos’v —sin?v = [trigonometriska ettan]

= cos’v — (1 —cos?v) =2cos*v — 1
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Period, amplitud och fasférskjutning.

Nu ska vi titta pa funktioner av typen Asin(Bz — C) och Acos(Bx — C), ddr A, B och C é&r
konstanter. Vi har tidigare pratat om perioden av sin  och cos x. Vi ska nu se vad som hander med
perioden om vi istallet undersoker funktioner av typen sin(Bx) och cos(Bx). Vi borjar med att
betrakta sin = och sin 2 for att jamfora dem. Vi vet sedan tidigare att sin = har perioden 360° vilket
innebér att sinuskurvan upprepar sig efter 360°. De bada kurvorna sin  och sin 2z &r uppritade i
figur[28|

Figur 28: De bada kurvorna sin « och sin 2z.

Vi ser att sin 22 upprepar sig redan efter 180°. Alltsa har sin 2z perioden 180°. Allmént géller
att sin(Bx) och cos(Bz) har perioden 25°.
I figur[28 ser vi ocks4 att funktionen sin z antar varden mellan -1 och 1. Man sdger att sin z har

amplitud 1. Vi jamfor nu sin 2 med 2sin z, se figur 29.

2¢ /,/‘\3{:28ir(x)
e ;S\in(x)
— %
_1h
_2L

Figur 29: De bada kurvorna sin  och 2 sin x.

Vi ser att de bdda kurvorna har samma period men 2sin z antar varden mellan -2 och 2. Man
sdger att 2 sin « har amplitud 2. Allmént géller att A sin  och A cos z har amplitud A.

Kvar har vi nu fasforskjutning. Betrakna nu figur(30/dér vi ser de bada funktionerna sin z och
sin(x — 45°).

Vi ser att de bdda kurvorna ser likadana ut forutom att sin(z — 45°) ar forskjuten 45° at hoger
i z-led. Allméant giller att sin(z — C) och cos(z — C') har en fasforskjutning pa C' langdenheter at
hoger och C dr positivt och &t vanster om C &r negativt.

Vi kan nu bestimma period, amplitud och fasforskjutning for funktioner pa formen A sin(Bz+
C) och Acos(Bz 4+ C) dér A, B och C ar konstanter.
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e J /£S|[KX)
g \y=Sin(x—45)

Figur 30: De bada kurvorna sin = och sin(xz — 45°).

Exempel 3.20. Bestim period, amplitud och fasforskjutning for funktionen 3 cos(2z — 30°).

Losningsforslag: Amplituden kan direkt avldsas till 3 och perioden till 2. For att bestimma fasfor-
skjutningen vill vi veta hur mycket z forskjuts och inte hur mycket 2 forskjuts. Fasforskjutningen
blir alltsd inte 30°. Vi gor en omskrivning for att kunna avldsa fasforskjutningen. 3 cos(2x —30°) =
3 cos(2(x — 15°)). Fasforskjutningen blir alltsa 15° till hoger i z-led. *

Radianer

Istdllet for att méta en vinkel i grader kan man méta den i radianer, vilket ofta forkortas rad. Ett
varv, det vill sdga 360°, dr 27 radianer. Detta betyder att

1"—2—7r—ioch1rad:180

360 180

och alltsa dr t. ex. 30° = ¢ rad.
Overallt dér vi tidigare anvént oss av grader kan vi pd samma sétt anvinda oss av radianer
for att médta vinklar. Fordelen med radianer &r att det bland annat underléttar derivering och

integrering.
Exempel 3.21. Bestiim cos 7.

" . o A\ T . o . T o_ 1
Losningsforslag: Vi har att 7 radianer motsvarar 45 grader och alltsa har vi cos § = cos45° = 7

*

Poldr framstillning av komplexa tal

Tidigare har vi ldrt oss att ange komplexa tal pa formen a + bi. Vi kommer nu inféra nagot som
kallas polira koordinater for att ange komplexa tal. De poldra koordinaterna bygger pa att man
anger hur langt fran origo punkten ligger samt i vilken riktning. Den stora férdelen med att skriva
komplexa tal pa poldr form ar att multiplikation och division dé blir mycket enklare att utfora.

For en punkt z = a + bi definierar man dess polédra koordinater enligt f6ljande. Talet r = |z|,
absolutbeloppet for z, betecknar avstandet till origo, det vill sdga r = Va? + b%. Arqumentet, 0
betecknar vinkeln mellan den positiva z-axeln och vektorn fran origo till z. Argumentet av z
betecknas arg z och kommer i detta avsnitt alltid uttryckas i radianer. Argumentet dr entydigt
bestdmt sd ndr som pa en multipet av 2.
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Fran det foregdende avsnittet da vi behandlade de trigonometriska funktionerna sinus och
cosinus vet vi att

a . b
cos = — och sinf = —,
r r

se figur(31]
Im
br-—— z=a+bi
|
|
|
|
|
r !
|
|
|
|
|
|
|
0 |
! Re
a
Figur 31: Punkten z = a + bi.
Det foljer att
a=rcosfochb=rsinb,
se figur(32]

z=r(cog0)+i sin(v))
rsin@) F------—-—-—-—-—-————-

! Re

Figur 32: Punkten z i poldra koordinater.
Med de nya beteckningarna kan ett komplext tal z = a + bi skrivas som
z=rcosf+irsinf = r(cosd +isinf).
Exempel 3.22. Skriv det komplexa talet = = 3 + 3i pd polir form.

Losningsforslag: Vi borjar med att berdkna absolutbeloppet av z.

r=lz] = V32 +32= V18 =3V2
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Betrakta nu figur(33. Vi ser att cos§ = sin) = 2= = . Alltsd har vi att arg 2 = Z. Observera att

3WV2 T V2 i
21 + 7 é&r ett korrekt argument. Vanligen viljer man dock argumentet mellan 0 och 27. z kan nu
skrivas som - .

3v/2(cos 1 + isin Z)

pa polédr form.

Re

Figur 33: Punkten 3 + 3i.

Ovningar
1. Berdkna exakt
(a) sin(—30°)
(b) sin420°
(c) cos(—T720°)

2. Bestam samtliga 16sningar till cosv = 1.
3. Visa att (cosv + sinv)? = 1 + sin 2v.
4. Bestdm period, amplitud och fasforskjutning for 5sin(3z + 15).
5. Bestdm foljande vinklar i radianer.
(a) 45°
(b) 90°
(©) 150°
(d) 270°

6. Berdkna sin 5

2

7. Los ekvationen cos® z = % Svara i radianer.
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8. Skriv pa poldr form.

@ 141
(b) 1—i
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4 Derivata och integraler

Du har sdkert stott pa funktioner som ser ut som om de ndrmar sig ett visst varde nér x blir mycket
stort. Andra funktioner antar vildigt stora varden dd de ndrmar sig ett visst x-vdrde. Detta kallas
grinsvirden. En mycket viktig anvandning av gransviarden dr ndr man vill bestimma hur fort
en funktion véxer. Tillvixten eller lutningen pa funktionen kallas derivata. Integraler anvands
for att bestimma areor under funktionskurvor och &r ett slags anti-derivator. De definitioner av
gransvarden, derivator och integraler som vi kommer att ge hér &r géller 6ver de reella talen. Det
gdr att definiera dessa begrepp dven for komplexa tal, men vi kommer inte att ga in pa det hér.

4.1 Gransvirden

Det finns i grunden tva typer av gransvdarden nér vi arbetar med funktioner fran R till R. Det ena
fallet &r ndr  gar mot antingen plus eller minus odndligheten. Vi skriver detta som x — oo eller

x — —oo. Betrakta funktionen f(z) = 2;”;:11 . Forst och framst kan vi dra slutsatsen att funktionen

ir definierad 6ver hela R eftersom ndmnaren 22 + 1 aldrig kan vara lika med noll. Hur uppfér sig
da funktionen? Vi kan notera att funktionen dr jamn, dvs att f(a) = f(—a). Det innebar att grafen
for f dr symmetrisk kring nollan.

Lat oss studera nagra viarden pa x. Av symmetriskal rdacker det att titta pa positiva varden. Vi
haratt f(0) = —1, f(1) =1/2, f(2) =7/5, f(3) = 17/10, f(4) = 31/17, f(5) = 49/26, f(6) = 71/37.
Vinoterar att alla dessa védrden dr mindre &n tva. I figuren nedan har vi skissat f(z) = 2;22;11 samt
linjen y = 2. Det verkar som att f(z) — 2da x — oo eller v — —o0.

10

\HH\HHT‘H\

-3

Figur 34: f(z) = 251

Vi sédger att gransvardet for f(x) ndr x gar mot odndligheten &r 2. Detta skriver vi som
20% — 1
o 221y
Det andra fallet dr ndr « ndrmar sig ett andligt tal, till exempel 0. Ett klassiskt gransvarde ar
sinx

lim

x—0 X

och det visar sig att detta gransvarde ar 1. (Observera att man inte bara kan stoppa in = 0 i
uttrycket, eftersom vi da far 0/0 vilket inte &dr definierat.)
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Om man vill sdga att f(z) ndrmar sig L d& z — a, sd skriver man

lim f(z) =
r—a
Vi har dnnu inte berattat exakt vad ett gransvarde dr, sa nu kommer den formella definitionen:
Definition: Vi siger att f(x) har grinsvirdet L i punkten x = a om det for varje tal € > 0 finns ett tal §
(som beror pd €), sd att
O<|z—al<d=|f(x)—L|<e

Bli inte radd, vi ska tolka detta pa ett mer fOrstaeligt satt. Vi tanker oss att vi ska kunna upp-
skatta hur ndra a som x maste vara for att f(x) maximalt skiljer sig € fran L.

Vi visar hér principen for gransvardet lim, o S22 Gransvérdet dr 1, sd i vart fall &r L = 1 och
a = 0.0m gransvardet existerar, s& ska vi for Var]e € > 0 kunna hitta ett intervall pa z-axeln som
avbildas pa y-axeln nara 1.

I figuren dr € = 0.1 som omradet mellan de végrata linjerna. Hir kommer dé& ¢ = 0.5 fungera
eftersom alla x sd att |x| < 0.5 uppfyller kravet att | f(x) — 1] < 0.1.

11
L. L

1.0

e

o)
©

0.7

0.6

-2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.C

Figur 35: f(z) = 22 p3 vardera sidor om z = 0

Vi kan grovt sdga att om « héller sig tillrackligt ndra a, s kommer f(z) befinna sig i narheten
av L. Motsvarande definitioner till gransvdrden nédr + — oo och ndr L = +o0 ser ut pa ungefar
samma sétt.

Det dr generellt sett ganska svért att berdkna gransvirden direkt fran definitionen. Forsta pro-
blemet ar att definition bara kan anvdndas om man redan har en aning om vad grénsvirdet ska
bli, och berdkningarna brukar bli omstandliga. Man har d4 utifrdn definitionen bevisat ett antal
generella regler, som &r ldttare att anvanda.

4.2 Derivata

Begreppet derivata beskriver forandringshastighet. Om vi har en funktion s(t) som beskriver hur
lang stracka vi har akt, s& kommer funktionens derivata s'(¢) beskriva hastigheten. Ritar vi grafen
till s(¢) s& kommer derivatan i punkten ¢, vara lutningen pa tangenten till s(¢) i punkten ¢.

Har nedan ser vi en kurva samt tre linjer. Den heldragna linjen tangerar kurvan, men de tva
andra linjerna tangerar inte.
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10+

0 “L‘l"/“‘\““\““\““\““\
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.C

Figur 36: En funktion samt dess tangent i punkten (1, 5).

Foljande resonemang ger oss kur vi kommer fram till tangentens lutning och dé samtidigt
derivatan i en punkt z.

Om vi ritar en linje genom tva punkter pa kurvan f(z), dar en av punkterna &r (zo, f(z¢)) och
den andra punkten dr ndra denna punkten, sd kommer denna linjes lutning vara néstan tangen-
tens lutning. Ju narmare den andra punkten &r (zo, f(x0)), desto bdttre uppskattning.

Lutningen p4 en linje mellan punkterna (a, b) och (c, d) ges av formeln =2, sa om vi i vért fall
later punkternas z-koordinater vara zy och xo + h, sd kommer linjen genom punkterna (zo, f(zo))

och (xo + h, f(:l?o + h)) bli
flxo+h) = flxo)  flzo+h)— f(zo)

((E() + h) — X h

Parametern h &r alltsa hur mycket till hoger den andra punkten dr, och om vi ldter A ndrma
sig 0, sd kommer vi da fa lutningen pa tangenten. Vi kan nu definiera derivatan av f(z), som
betecknas f'(z):

) =ty LE D) )

h—0 h

Genom att anvéinda sig av gransvarden sa kan man hérleda derivatan av olika funktioner, nagot
som du sdkert minns frdn gymnasiet. Det finns ocksa ett par allménna regler foér hur man raknar
med derivering som ocksé harleds med hjalp av gransvarden.

Det finns flera sétt att beteckna derivatan av y = f(x):

dy
dx

Den sista beteckningen ser lite underlig ut med den visar sig vara till stor nytta nir man
anvander sig av kedjeregeln.

x oo . . . . . . . dy
Nar man dr intresserad av derivatan i en viss punkt i den sista notationen skriver man —= .
x
(zy)

Derivator av kinda funktioner

Nedan visas derivator att nadgra kdnda funktioner.
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funktion | derivata

sinx CcOs T
cos T —sinx
" na 1

Exempel 4.1.
D[z'°] = 102", D[z%/? = gxl/Q, D[l/z] = D[z7 = —1-272 = —1/a?

L&t oss med hjdlp av derivatans definition bevisa att derivatan av 22 &dr 2z. Vi har allts f(z) =
z? och vi ska bestimma f’(z). Enligt derivatans definition &r

flw+h) = f(@)

7 T
fi(z) = Jim h
Eftersom f(x) = 22 sd &r
flx+h)—f(z) a?+2hx+h?>—22 2hz+h®> }(2z+h)

Nar h ndrmar sig noll ndrmar sig 2z + h uttrycket 2z, sa
. fle+h) - f(2)
4 = =
fi(z) = lim W 2z,

precis vad vi skulle visa.
For att bevisa att derivatan av 2™ dr nz"~! for ett godtyckligt n kan man anvénda binomial-
satsen.

Derivatan av summor av funktioner

Det géller att derivatan av en summa av funktioner 4r densamma som summan av funktionernas
derivator, vilket &r mycket hjdlpsamt vid berdkningen av derivator. Mer precis s géller det att

D[f(x) + g(x)] = D[f(2)] + Dlg(2)]

och

Dlaf(x)] = aD[f(x) for a € R.

Exempel 4.2.
D[sinz + 2% + 42*] = D[sinz] + D[2?] + 4D[z*] = cosx + 2z + 162

Produktregeln

Produktregeln berattar hur man deriverar produkten av tvd funktioner:

D(f(x)-g(x)] = f'(z) - g(x) + f(2) - ¢' ()

2

Exempel 4.3. Vad blir derivatan av funktionen f(x) = z* - sin(z)?
Losningsforslag: Lat g(x) = 22 och 14t h(z) = sinz. D4 far vi
D(f(z)) = D(g(x)h(z)) = ¢'(x)h(x) + g(z)h'(z) = 2xsinz + 2° cos =

enligt produktregeln. *

Produktregeln visar man med hjalp av definitionen pa derivata och gransvardesformler.
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Kedjeregeln. Denna regel berédttar hur man deriverar en sammansatt funktion:

Man kallar f(z) for den yttre funktionen och g(x) for den inre funktionen. Regeln minns man
da lattast genom att tinka “yttre derivatan ganger inre derivatan”.

Exempel 4.4. Bestiim derivatan av funktionen f(x) = sin(x?).

Losningsforslag: Lat g(z) = sin(z) och 18t h(z) = 2%. D4 dr f(z) = g(h(z)). Enligt kedjeregeln blir
derivatan
D(f(x)) = D(g(h(x)) = g'(h()) - W'(z) = cos(a?) - 2.

*

Vi ska nu genomfora beviset for kedjeregeln. Vi kallar g(z) for y, och vi anvdnder Az for att

beteckna en liten skillnad pa z. D4 géller det att en liten skillnad pd x ger oss en liten skillnad pa
y, férutsatt att g &r kontinuerlig. Det vill siga Ay = g(x + Ax) — g(x) &r litet om Az &r litet.
Enligt definitionen av derivata sa géller det att

Df(9(x)] = lim LWEFAD) = 9(x)

Az0 Az

Vi forléanger téljare och ndimnare med g(x + Az) — g(x) och far da foljande:

i W@+ A2)) — fg(x)) g(z+ Az) —g(z)
Az—0  g(x+ Azx) — g(x) Az

Vi kan enligt ovan snygga till namnaren, samt byta ut g(x + Ax) till Ay + g(x) i ndmnaren:

L Ty g(@) ~ Te(@)) gl + Ax) — o)
Az—0 Ay Az

Har byter vi nu ut g(z) till y, och far

i JWHAY) —fly) g(z+ Az) —g(z)
Az—0 Ay Ax

Eftersom Ay — 0 da Az — 0, sa far vi att ovanstdende blir
( i LW+ AY) -~ f(y)> ( i 9+ A7) — g(x))
Ay=50 Ay Az—0 Ax

Vi kdnner nu igen delarna som definitioner pd derivator och vi har helt enkelt

Vi dr nu klara med beviset.

Kvotregeln. Kvotregeln berdttar hur man ska berdkna derivatan av en kvot:

p[10)] - LL-at0) o)
g(x) (9(x))?

Exempel 4.5. Berikna derivatan av f(x) = 22 /sin(x).
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Losningsforslag: Lat g(z) = 2% och 18t h(z) = sin(x). D& &r

g (x) - h(z) —g(x)h'(x) 2z -sin(z) — 22 cos(x).

f (517) = (h(:c))2 - COS(I)Z

Man kan hérleda kvotregeln frén produktregeln och kedjeregeln:

dreld ]

Produktregeln ger oss att hogerledet ovan blir

Fa) s )0 | ]

Vi anvénder kedjeregeln pa D [ﬁ} och far —m - ¢’ (x) eftersom den yttre funktionen &r

1/z och denna har derivatan —1/z?2. Sétter vi in detta far vi

Skriver vi det pd gemensamt brakstreck far vi da till sist att

D {f(x)] _ ['(2) - g(z) — f(z)g'(x)
9(x) (9(2))*

Tillimpning av derivata

Vi borjar med lite repetition fran gymnasiet. Derivatan till en funktion dr noll eller odefinierad i
punkter dér lokalt minimum eller maximum finns. Funktionen f(z) = 16 — 22 har ett maximum
for x = 0 och mycket riktigt s dr f’(0) = 0. Funktionen f(x) = |z| har ett minimum i z = 0 och
saknar derivata i den punkten. Detta for att derivatan till vanster om 2 = 0 dr —1, men till hoger
om z = 0 sa dr derivatan 1. Gransvardet som berdknar derivatan finns dd inte. Punkter som ar
lokala maxima eller minima kallas for extrempunkter.

Om man vill finna maximum (minimum) for en funktion, f(z) i ett intervall [a, b], s kan man
gora pa foljande sitt.

1. Derivera f(x) och bestdm alla punkter inom [a, b] dédr f'(x) = 0. Berdkna funktionsvérdet i
dessa.

2. Berdkna funktionens vérde i eventuella punkter ddr derivatan inte &r definierad.
3. Berdkna funktionens vérde i andpunkterna.

4. Funktionens maximum (minimum) ar det storsta (minsta) vardet av alla funktionsvirden
du berédknat.

Det galler att andraderivatan f”(z) ar positiv i ett lokalt minimum, och f”(z) < 0 1i ett lo-
kalt maximum. Observera att f/(x) = 0 inte garanterar att « dr ett maximum eller minimum;
funktionen f(z) = 2 har inga lokala extrempunkter trots att f/(0) = 0.

Exempel 4.6. Bestim alla extrempunkter, deras typ, och funktionsvirdet i dessa for funktionen f(x) =
22% — 322 — 12z + 5.
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Losningsforslag: Vi berdknar att f/(z) = 622 — 62 — 12, s 16sningarna till f/(z) = 0 ger oss efter
division med 6 att 22 — z — 2 = 0. Detta géller fér z = 2 och z = —1. Detta blir véra potentiella
extrempunkter, eftersom f(x) inte har ndgra punkter dar derivatan saknas.

Viberdknar sedan f”(z) = 122 —6 och vi far att f/(—1) = —18 < 0, s§ x = —1 &r ett maximum.
Vidare sé ar f(2) = 18 och x = 2 &r d& ett minimum.

Sammanfattningsvis har vi da att + = —1 &r ett maximum, och z = 2 &r ett minimum. Funk-
tionsvardena i dessa punkter dr f(—1) = 12 resp. f(2) = —15. *

Det var ju ganska enkelt eftersom funktionen ovan var snéll. Nu tar vi ett tuffare exempel:

Exempel 4.7. Finn storsta och minsta viirde som foljande funktion antar i intervallet [—5, 2]:

f(x):{|x—|—1|omx§1

1+z)2—-6omz>1

Figur 37: Funktionen f(z)

Losningsforslag: Funktionen dr uppdelad i tva delar, med olika funktioner man ska anvinda
beroende pd om z < 1 eller om = > 1 (se Figur 37). Absolutbeloppet sjilvt dr ocksd en sddan
funktion som ar uppdelad, beroende pa om det innanfor absolutbeloppet &r positivt eller negativt.
Alltsa, beroende pd om x + 1 > 0 eller om 2 4 1 < 0. Vi kan dé skriva om funktionen ovan i tre
delar och pé sa sitt eliminera absolutbeloppet:

—(z+1)omzx<—1
flz)=qz+1lom —1<z<1
(1+z)2—6omax>1

Vi kan nu derivera funktionen ovan genom att derivera funktionsdelarna pa resp. intervall:

—lomax < —1
odefinierad om xz = —1

fllzy=<1om —1<z<1
odefinierad om = = 1
204+ 2omax > 1

Observera att i punkterna + = —1 och # = 1 sa saknas derivata, eftersom funktionen inte
ar kontinuerlig dar. Nu undersoker vi nédr derivatan dr 0. Som vi kan se, sa dr det endast sista
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delen som kan bli 0, och detta sker ndr x = —2. Men z = —2 ligger inte i det intervall ddr den

funktionsdelen géller (vi har ju att f'(z) = 2z + 2 bara om = > 1). Alltsa &dr derivatan aldrig 0.
D4 aterstar diskontinuitetspunkter samt intervallets &ndpunkter som &r [—1, 1] resp. [—5, 2].

Nar man undersoker diskontinuitetspunkter sd mdaste man berdkna vérdet for funktionerna pa

vardera sida om diskontinuitetspunkten. Fér punkten x = —1, sa blir bade —(z + 1) och = + 1
funktionsvérdet 0. Men punkten z = 1 ger oss (1 + 1) = 2resp. (1 +1)? — 6 = —2.
Vérdena i ¢ = —5 och « = 2 blir 4 resp. 3. Det storsta vardet vi fann &r for © = 2 och det gav

oss vérdet 4. Det minsta intrédffade for x = 1 och gav oss vdrdet —2. Svaret pd uppgiften blir da
att storsta virdet i intervallet 4r 4, och minsta vardet som antas ar -2.

*

Ovningar

1. Finn derivatan i angiven punkt for foljande implicit givna funktioner:
(@) z? 4 2zy + y* = 0, i punkten (2, —2)
(b) 2% + 3 + 22 = —1 i punkten (0, —1)
(c) cos(y)sin(x) = cos(x) i punkten (7/2,7/2)

2. Finn minsta och storsta varde som foljande funktioner antar i intervallet [—10, 10]:
(@) 10 — 2z — 22
(b) |z —2|+ 2% — 4z

4.3 Integraler

For att uppskatta en area A i planet som begransas av en funktionskurva och ett intervall [a, b] pa
z-axeln kan vi ta hjdlp av inskrivna och omskrivna rektanglar. Dessa rektanglar brukar kallas for
ovre och undre rektanglar, se figur(38|

f ()

/ a AX b

Figur 38: Ovre och undre rektanglar.

Lat f vara en funktion som 4r begransad i intervallet [a, b]. Detta betyder att f(z) < oo for alla
x € [a,b]. T.ex. dr alla polynom begrdnsade i [a, b] cavsett varde pa a och b.

Lat oss nu dela upp intervallet [a,b] i n stycken delar. Indelningen kan till exempel skrivas
a=1xz0 <z <29 <+ <z =b,sa att ; 4r den hogra dndpunkten i det i:te intervallet fran
vanster rdknat. Vi far d4 att det ite intervallet ges av [z;_1, z;] och har langden z; — z;_1 = Auz;.

Exempel 4.8. Om vi delar upp intervallet [1,2] i fem delar sd far vi

xo=1, z1=1,2 zo=1,4, 23=1,6, z4=1,8 och z5=2.
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Beteckna det storsta funktionsvirdet i intervallet [z;_1, 2;] med M; och det minsta funktions-
vdrdet i samma intervall med m,;. D4 kommer den 6vre rektangeln i det i:te intervallet att ha arean
M; - Az; och den undre rektangeln i samma intervall att ha arean m; - Ax;.

Vi erhéller den sé kallade dversumman och undersumman som

S, = Z M;Ax; respektive s,, = Z m;Ax;.

=1 i=1

Exempel 4.9. Lit f(x) = z?. Beriikna undersumman respektive dversumman pd intervallet [1,2] di
n=2.

Losningsforslag: Vi noterar forst att f(x) dr vixande pa intervallet [1,2]. Eftersom n = 2 ska vi
dela upp intervallet i tva delar, ndmligen [1, 3/2] och [3/2,2]. Det storsta vardet pa funktionen i
intervallet [1,3/2] ar f(3/2) = 9/4, alltsd ar My = 9/4. Det minsta védrdet i samma intervall &r
f(1) =1, alltsa &r mo = 1. Det storsta virdet pa f i intervallet [3/2,2] dr f(2) = 4, sa M; = 4 och
det minsta vardet dr f(3/2) = 9/4, s&d m; = 9/4. Bagge tvd intervallen har lingden 1/2, s&

9/4+4 17

S, =My-0,5+ M, -0,5= [Atd_17

2 8

och 1+9/4 13
sn:m0~075+m1-075:+T/:§

*

Den sokta arean under funktionskurvan ligger givetvis mellan dessa tva areor. Areorna s,, och
Sy, ndrmar sig varandra dd indelningen blir finare och finare, alltsa d& antalet delintervall gar mot
odndligheten. Vi sédger att f dr integrerbar om s,, och \S,, gdr mot samma tal dd n — oo, och detta
tal kallas for integralen av f.

Integralen betecknas f; f(x)dx. Generellt s& skriver man integralen som ett gransvarde av en
summa pa foljande sétt:

Jim > f(&) A
i=1

dér ¢, ar en godtyckligt vald punkt i delintervallet [x;_1, z;]. Givetvis sa géller att Az; — 0 da
n — oo for varje intervall.

De flesta funktioner du hittills har sttt pa dr integrerbara. I allméanhet géller att alla kontinu-
erliga funktioner &r integrerbara. Vi ska inte ga in pa detaljer, men man kan sdga att en funktion
ar kontinuerlig om man kan rita den utan att lyfta pa pennan.

Anmirkning 1. Observera logiken i pdstdendet ”Alla kontinuerliga funktioner ir integrerbara”. Det in-
nebir att kontinuerlig dr ett tillrackligt villkor for att en funktion f(x) ska vara integrerbar, men inte
ndgot nodvindigt sidant! Det finns t.ex. funktioner som inte ir kontinuerliga men som dndd dr integrer-
bara.

Berdkning av integraler

Om f och F &r tva funktioner sddana att F'(xz) = f(x) for alla « i ett intervall T sa kallas F for
en primitiv funktion till f i intervallet I och F” dr derivatan av f.

Exempel 4.10. Lit f(x) = % Dd dr x3 /3 en primitiv funktion till f eftersom F'(z) = x°.
Aven 23 /3 + 1 dir en primitiv funktion till f eftersom ettan forsvinner vid derivering.
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Som exemplet antyder sa finns det oandligt manga primitiva funktioner till en funktion f
definierad pa ett icke-tomt intervall I. Mer precist — om F'(z) 4r en primitiv funktion s ar dven
F(x) 4 C en primitiv funktion, dar C 4r en godtycklig konstant.

Vid berdkning av integraler anvander vi oss av integralkalkylens huvudsats:

Om f dr en kontinuerlig funktion i intervallet [a,b] och om F dr en godtycklig primitiv funktion till f
i [a,b] sd dr:

/ F@)dz = F(b) — Fl(a).

Observera att detta resultatet blir detsamma vilken primitiv funktion man an véljer eftersom
eventuella konstanttermer férsvinner vid subtraktionen. Lat t.ex. F' + C' vara en annan primitiv
funktion till f. Da ar

b
/ F(@)de = F(b) + C — (F(a) + C) = F(b) — F(a).

Funktionsuttrycket f(x) som star under integraltecknet kallas for integrand. En primitiv till
f(x) betecknas [ f(z)dz.

Nagra integrationsregler

Lat D beteckna derivatan. D4 kan vi fran derivationsreglerna
D(f+g9)=Df+ Dgoch D(kf)=kDf

hérleda foljande regler for integraler:

/(f+g)dx=/fdx+/gdx OCh/k‘fdek‘/fdl‘

dér k dr en konstant. Man kan alltsd integrera termvis och flytta ut konstanter for att gora det
lite enklare for sig. Nedan ges primitiva funktioner till ndgra vanligt forekommande funktioner.
Observera att man till var och en av de primitiva funktionerna kan addera en konstant.

1. f(z)=sinz = F(z) = —cosz + C.
2. f(z) =cosz = F(x) =sinx + C.
3. f(gc):9t7":>F(:c):a%rlqja"’l—i—(l'7 a# —1.

Man kan enkelt testa om man funnit ratt primitiv funktion genom att derivera den — déa ska
man fa tillbaka sin ursprungliga funktion. Vi har till exempel att

1 2ot = LDaca+1 = L(a + a2 =z°
a+1 a+1 a+1
dda# —1.
Man far inte glomma att ta hansyn till den inre derivatan ndr man tar den primitiva funktio-
nen. Exempelvis dr D cos(bz) = —5sin(bx) och darfor dr en primitiv funktion till f(x) = sin(5z)
lika med F(z) = %(51) Detta inses ldtt genom att derivera hogerleden.

Exempel 4.11. Berikna
/2
/ (2sinx + cos(2z))dx
0
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Losningsforslag:

. /2 . .
2 3
sin(2z) == —2cos(m/2)+ T 2. cos0— s _ 2.

/2
/ (2sinz+cos(2z))dx = |—2cosx —
0

*

Om integranden &r en sammansatt funktion f(g(x)) och den inre derivatan ar en konstant sd
kompenserar man f6r denna nédr man bildar den primitiva funktionen. Ibland &r integralen sidan
att den inre derivatan inte dr en konstant, utan en funktion, som ibland redan finns i uttrycket om
man har tur, som vi sag i sista exemplet ovan. Detta kan vi uttrycka sa hér:

/ f(g(x)) - o' (2) = Flg()) +C

eftersom

2 Plgle) = F'(o(a)) - (@) = flo(@) - 4'(2)

i enlighet med kedjeregeln. Vi multiplicerar ju med inre derivatan nér vi deriverar en sammansatt
funktion, dér F &r en primitiv funktion till f och C en integrationskonstant.

Exempel 4.12. Bestim [ 2z(x? — 1)5dx.

Losningsforslag: En primitv funktion till 2z(2? — 1)® dr (2% — 1) + C eftersom den inre deri-
vatan hir (derivatan till (z? — 1)) &r just 2z, som ju forekommer som en faktor i integranden i
vansterledet. *

Exempel 4.13. Bestiim [ x - sin z?dzx.

Losningsforslag: Vi noterat att D[2%] = 22. Om vi sitter g(z) = 2% och f(z) = sinx s 6verens-
stimmer z - sinz? med f(g(z)) - ¢’(z) = sinz? - 22 sdndr som pa en faktor 2. Det giller alltsd att

: _ [ flg(x)-9' (=)
[a-sina?de = [ FLD9E Eftersom

/f(g(w‘)) g () = F(g(x)) + C = —cosz® + C

sa ar )
/a: -sina?dx = —3 cosz? + C.

Exempel 4.14. Bestim [ sin® z - cos zd.

Losningsforslag: Integralen blir % + C. Man kan forsédkra sig om detta genom att derivera
hogerledet varpd man erhaller vansterledet. Ndr man ser en integrand som ser lite "jobbig"ut kan

det alltsa vara bra att forst se efter om det finns en inre derivata till nagon funktion i uttrycket. s

Variabelsubstitution

Med hjalp av en variabelsubstitution kan man 6verfora en tillsynes omojlig integral till en mer

latthanterlig form och dérefter berdkna den. Eftersom vinu vetatt [ f(g(t))-¢'(t)dt = F(g(t))+C

dér F &r en primitiv funktion till f och C' en integrationskonstant, sa har vi genom substitutionen

g(t) = z foljande vélbekanta uttryck: [ f(z)dz = F(z)+C dér alltsé dz svarar mot ¢’ (t)dt eftersom
dx  dg(t)

7
dt —  dt =g
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Exempel 4.15. Lt oss forsoka berikna integralen fol V1 —z?de.

Losningsforslag: Hir finns ingen inre derivata till 22. Det vore givetvis betydligt enklare att be-
rékna integralen [ zv/1 — z2dx eftersom 2x 4r inre derivatan till funktionen v/1 — 22 och d& hade
vi fatt
1 1 (1—2%)%?
aV/1—22 == 2x\/1—x2dz:77‘¢+0
2 2 3/2
vilket inses litt genom att derivera hogerledet.

Men nu var det som sagt inte den integralen vi skulle berdkna, utan integralen f01 V1 —z?de.
Vi gor substitutionen = = cost. Vilken substitution som &r lamplig i olika fall “ser” man efter en
tids 6vning. Att vi véljer cos ¢t hdr kommer sig av den trigonometriska ettan:

sint 4+ cos’t=1 = 1—cos’t=sin’t
och vi ska nu se varfor denna substitution &r lamplig just hdr. Med = = cost far vide = —sint - dt

och integrationsgranserna z = 0 och z = 1 blirnu ¢t = 7/2 (0 = cos7w/2) och ¢t = 0 (1 = cos0). Vi
erhéller nu

1
/ V1—22dz =
0

0
/ V1 — cos? t(—sin(t))dt

w/2
= {skriv om med trigonometriska ettan och byt gransordning.}

/2
/ | sint| - sin tdt
0

{iintervallet [0, /2] &r sin(t) > 0}

/2
= / sin? tdt
0

/2 1 —
_ / COStht
0 2

_ E_ sin 2t /2
2 4
= 7/4

0

Ovningar

1. Berédkna integralerna (inre derivatan forekommer som faktor i integranden)

(a) foﬂ/4 2sin? x cos zdx

b) [0 2% (23/3+6)

© Jy e

(d) Jy 2ede

1
@© Jy ff:ﬁ,dw

1 2
O fo Gre=de
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2. Berdkna efter lamplig substitution f6ljande integraler

(@ Ji 2

(b) f01$\/27:vd:r

© f 72~

) f2 —Eda

(e) J; fydw (OBS! 2 = (t+1)(t—1) + 1)
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cosinus, 46 malmingd,
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definitionsmangd, 40 multiplikationsprincipen, 30/
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delmingd, (3,
derivata, 66 oandligheten, (43|
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ekvivalens,
enhetscirkeln, 48] Pascals triangel,
exponent, 4 period, 61
extrempunkt,[71 permutation, 31|
poléra koordinater,[62
forkortad form, (12 positionssystem, 10/
forstagradsekvation,[21 positiva heltal, 3
faktorisering,[25 primtal, 6]
faktorsatsen, 28 produktregeln, 69
fakultet, 31
fasfoérskjutning, 61 radian,[56}/62|
funktion, 40 rationella tal,[12
realdel,
gransvirde, reella tal,[14
gransvirde, definition, 67 rot, 21]
grad,21
sammansatt,[6
heltalen, 3 sinus,
hypotenusa, 47 sinussatsen, (54
slutna,[3
imaginardel,[16 snitt,[39
implikation, standardvinkel, |49
injektiv, 40| tabell, 51
inséttning, 23|
integralkalkylens huvudsats, |75 talbas, 10|
integrand, tangens, |46
integrerbar, [74 tangent, |67
intervallet, 41 teckenschema, [44]
irrationella tal,/14 tredjegradsekvation,

81



triangelsatserna,[55
trigonometri,
trigonometriska ettan, 52

undersumma, 74
union,
urval,30

variabelsubstitution, 76|
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